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Chapitre 1

Espaces Ré�exifs et Espaces

Séparables

Les espaces ré�exifs et les espaces séparables constituent des classes importantes des es-

paces de Banach ; ils possèdent des propriétés bien utiles.

1.1 Espaces ré�exifs

On note J l�application dé�nie par :

J : E ! E 00

x 7! �x

; où
�x : E 0 ! R

f 7! f(x)
:

Il est clair que l�application J est linéaire. De plus J est une isométrie (J conserve la norme)

i.e. kJ(x)kE00 = kxkE pour tout x 2 E car kJ(x)kE00 = k�xkE00 = kxkE pour tout x 2 E:

Donc J est continue, i.e. J 2 L(E;E 00) et elle est bien injective, comme elle conserve la

norme. Par contre, si E est de dimension in�nie, J n�est pas nécessairement surjective. En

général, J(E) est un sous espace strict de E 00. A l�aide de l�injection canonique J on peut

identi�er E à J(E) � E 00: Dans le cas où J est surjective on dit que E est réfelxif.
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Chapitre 1. Espaces ré�exifs et Espaces séparables

Dé�nition 1.1.1 Soit E un espace de Banach et soit J l�injection canonique de E dans

E 0. On dit que E est ré�exif si J(E) = E 00 i:e: si J est surjective.

Remarque 1.1.1 C�est évident que les espaces de dimension �nie sont ré�exifs. En e¤et,

on a dimE = dimE 0 = dimE 00 et dimker J + dim J(E) = dimE 00, mais J est injective

donc automatiquent J est surjective.

Exemples

1) Tout espace de Hilbert est ré�exif.

2) Pour 1 < p < +1 l�espace LP (
) est ré�exif.

Lorsque E est ré�exif, les espaces E et E 00 sont identi�és implicitement à l�aide de

l�isomotrie surjective (isomorphisme) J . On confond chaque ' 2 E 00 avec l�unique x 2 E

tel que ' = J(x) = �x:

Remarque 1.1.2 La dé�nition de la ré�exivité dépend de l�isomorphisme J . Si on trouve

que E et E 00sont identi�és par un autre isomorphisme di¤érent de J ça n�implique pas que

E est ré�exif.

L�importance fondamentale de la ré�exivité provient d�un résultat de compa-

cité pour la topologie faible donné par Kakutani. Avant de présenter ce résultat et sa

démonstration, nous aurons besoin des lemmes suivants, qu�on va les énoncés sans dé-

monstration. Dans la suite, on note par BE (resp. BE00) la boule unité fermée de E (resp.

de E 00):

Lemme 1.1.1 Le Banach E est ré�exif si et seulement si J(BE) = BE00.

Preuve. Voir exercice 1.

Lemme 1.1.2 (Helly)Soient E un espace de Banach, f1; f2; � � � ; fn 2 E 0 et �1; �2; � � � ; �n 2

R �xés: Les deux énoncés suivants sont équivalents :

i) 8" > 0; 9x" 2 BE tel que : jfi(x")� �ij < "; 8i = 1; � � � ; n:

ii) 8�1; �2; � � � ; �n 2 R; on a :
���� nP

�i
i=1

�i

���� �  nP
�i

i=1

fi


E0
:

2



Chapitre 1. Espaces ré�exifs et Espaces séparables

Lemme 1.1.3 (Goldstine)Soit E un espace de Banach. Alors J(BE) est dense dans BE00

pour la topologie faible étoile ��(E 00; E 0):

On présente maintenant le théorème de Kakutani, qui donne une caractérisation im-

portantes des espaces ré�exifs.

Théorème 1.1.1 (Kakutani) Soit E un espace de Banach. Alors E est ré�exif si et

seulement si la boule unité fermée de E :

BE = fx 2 E; kxk � 1g

est compacte pour le topologie faible �(E;E 0) (i:e: est faiblement compacte).

Preuve. Montrons l�implication directe. Suposons que E est ré�exif. D�après lemme 1.1.1

on a J(BE) = BE00 et il découle du théorème de Banach-Alaoglu que BE00 est compacte

pour la topologie faible étoile ��(E 00; E 0): Mais J�1 est continue de (E 00; ��(E 00; E 0)) vers

(E; �(E;E 0)) (voir exercice 4:2): Donc BE = J�1(BE00) est compacte pour la topologie

faible �(E;E 0).

Réciproquement, supposons que BE est compacte pour la topologie faible �(E;E 0):

Puisque J : E ! E 00 est continue pour la topologie forte, elle est aussi continue de

(E; �(E;E 0)) dans (E 00; �(E 00; E 000)) (voir chapite 3). Mais (E 00; ��(E 00; E 0)) est moins �ne

que (E 00; �(E 00; E 000)), alors J est continue de (E; �(E;E 0)) dans (E 00; ��(E 00; E 0)). Il s�ensuit

alors que J(BE) est compacte pour ��(E 00; E 0) donc fermé. Mais le lemme de Goldstine

assure que J(BE) est dense dans BE00 pour ��(E 00; E 0). Donc J(BE) = BE00. Le lemme

1.1.1 assure que E est ré�exif.

Présentons maintenant quelques propriétés des espaces ré�exifs qui découle du théo-

rème de Kakutani.

Corollaire 1.1.1 Soit E un espace de Banach ré�exif et M � E un sous espace vectoriel

fermé. Alors M muni de la norme de E est aussi un Banach ré�exif.

Preuve. Le s.e.v.M est un Banach et �(M;M 0) n�est que la topologie induite par �(E;E 0)

sur M (voir le chapitre précédent). De plus M est un convexe (car M est un s.e.v) fermé
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Chapitre 1. Espaces ré�exifs et Espaces séparables

pour la topologie forte donc il est aussi fermé pour la topologie faible �(E;E 0). La boule

unité fermée BM de M n�est que : BM =M \BE et BE d�après le théorème de Kakutani

est compacte pour �(E;E 0) car E est ré�exif. Donc BM est compacte pour la topologie

induite par �(E;E 0) surM , alors pour �(M;M 0). En appliquant le théorème de Kakutani,

on déduit que M est ré�exif.

Avant de donner un résultat qui relie la ré�exivité de E avec celle de son dual, donnons

le lemme suivant :

Lemme 1.1.4 Soit E1; E2 deux Banach et T 2 L(E1; E2) bijective. Alors E1 est ré�exif

si et seulement si E2 est ré�exif.

Théorème 1.1.2 Soit E un espace de Banach. Alors E est ré�exif si et seulement si son

dual E 0 est ré�exif.

Preuve. Supposons que E est ré�exif. Alors la topologie faible �(E 0; E 00) et la topologie

faible étoile ��(E 0; E) coïncident. Par la suite le théorème de Banach Alooglu-Bourbaki

assure que la boule unité fermée BE0 est compacte pour la topologie faible étoile ��(E 0; E).

Il résulte qu�elle est aussi pour le topologie faible �(E 0; E 00). Le théorème de Kakutani

implique alors que E 0 est ré�exif.

Réciproquement, supposons que E 0 est ré�exif. D�après ce qui précède don dual E 00

est ré�exif. Mais J(E) est un sous-espace vectoriel fermé de E 00 pour la topologie forte.

Le corollaire 1.1.1 implique que J(E) est ré�exif. En�n comme J est linéaire, continue et

bijective de E sur J(E), le lemme 1.1.4 assure la ré�exivité de E.

1.2 Espaces uniformément convexes

Dans cette section, on présente l�uniforme convexité, qui sera un outil explicite pour assurer

la ré�exivité.

Dé�nition 1.2.1 Un espace de Banach E est dit uniformément convexe si :
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Chapitre 1. Espaces ré�exifs et Espaces séparables

8" > 0; 9� > 0 tels que : (x; y 2 E; kxk < 1; kyk < 1 et kx� yk < "))
�x+y

2

 < 1� �� :
Exemple 1.2.1 L�espace Rn muni de la norme euclidienne k�k2 est uniformément convexe.

Par contre, Rn muni de k�k1 ou k�k1 ne l�est pas.

Cet exemple a¢ rme que l�uniforme convexité dépend de la norme choisie et qu�elle n�est

pas stable par passage à une norme équivalente.

Théorème 1.2.1 Un espace de Banach uniformément convexe est ré�exif.

1.3 Espaces séparables

Dé�nition 1.3.1 On dit que l�espace métrique E est séparable s�il possède une partie

D � E dénombrable et dense dans E.

Exemples.

1. Les epaces R et C sont séparables (le sous-ensemble Q est dénombrable et dense

dans R; l�ensemble fx+ iy; x; y 2 Qg est dense dans C).

2. Tout espace normé de dimension �nie est séparable : si E est un espace vectoriel de

dimension �nie sur R et si fe1; e2; � � � ; eng est une base de E, l�ensemble dénombrable

D = f�1e1 + �2e2 + � � �+ �nen; �i 2 Q pour i = 1; : : : ; ng est dense dans E.

3. Les espaces Lp(
) sont séparables pour 1 � p < 1, par contre L1(
) n�est pas

séparable:

Proposition 1.3.1 Soit E un espace métrique séparable et soit A une partie de E. Alors

A est également séparable.

Preuve. Si D � E dénombrable et dense dans E, alors D\A dénombrable et dense dans

A:
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Chapitre 1. Espaces ré�exifs et Espaces séparables

Proposition 1.3.2 Le produit d�une famille dénombrable d�espaces séparables est sépa-

rable.

Preuve. Soit (Xn)n2N une famille dénombrable des espaces métriques séparables et X =

�
n2N
Xn l�espace produit. Pour tout n 2 N, soit Dn une partie dénombrable dense dans

Xn. Soit a = (an)n2N un point de X; posons Ap =
p

�
n=0
Dn �

1
�

n=p+1
fang pour p 2 N. L�en-

semble A =
1
[
p=0
Ap est alors dénombrable (comme le produit d�une famille �nie d�ensembles

dénombrables est un ensemble dénombrable et la réunion d�une famille dénombrable d�en-

semble dénombrable est un ensemble dénombrable). De plus l�ensemble A est dense dans

X, car tout ouvert élémentaire non vide sécrit :
p

�
n=0
On �

1
�

n=p+1
Xn; On ouvert de Xn

et recontre A. Donc X est séparable.

Il découle de ce résultat que Rn et Cn sont séparables.

Théorème 1.3.1 Soit E un espace de Banach. Si son dual E 0 est séparable alors E est

séparable aussi.

Preuve. Soit (fn)n2N une suite dénombrable dense dans E
0. Pour tout n 2 N, soit

xn 2 E �xé tel que kxnk = 1 et jfn(xn)j � 1
2
kfnkE0. Posons :

D =

(P
k�1
�kxk; �k 2 Q

)
:

On note que D est dénombrable. Montrons maintenant que D est dense dans E. Comme

D est dense dans le sous-espace vectoriel :

G =

(P
k�1
�kxk; �k 2 R

)
;

il su¢ t de véri�er que G est dense dans E: D�après le critère de densité donné par corollaire

C? ? ?, il su¢ t de montrer que toute forme linéaire s�annulant sur G est nulle. Soit f 2 E 0

tel que f(x) = 0;8x 2 G: La densité de (fn)n2N dans E implique que :

8" > 0; 9n 2 N : kf � fnkE0 � "
3
:

Donc :

jf(xn)� fn(xn)j = jfn(xn)j � 1
2
kfnkE0 = 1

2
kfnkE0 kxnk :

Alors :
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Chapitre 1. Espaces ré�exifs et Espaces séparables

kf � fnkE0 � 1
2
kfnkE0 ) kfnkE0 � 2"

3
:

Par la suite :

kfkE0 � kf � fnkE0 + kfnkE0 � 2"
3
+ "

3
= ":

On déduit alors kfkE0 = 0 ce qui veut dire que f = 0E0 :

Remarque 1.3.1 La réciproque n�est pas toujours vraie. La séparabilité de E n�implique

pas nécessairement celle de E 0. En e¤et l�epace L1(
) est séparable mais son dual L1(
)

ne l�est pas.

Dans le cas où E est séparable et ré�exif, on a l�équivalence suivante :

Corollaire 1.3.1 Soit E un Banach. Alors E est ré�exif et séparable si et seulement si

E 0 est ré�exif et séparable.

Preuve. i) On sait que si E 0 est ré�exif alors E l�est aussi (voir théorème 1.1.2) et si E 0

est séparable alors théorème 1.3.1 assure que E l�est également.

ii) Montrons maintenant l�implication directe. Supposons que E est ré�exif et séparable.

Alors E 00 = J(E) est ré�exif séparable car E
00
est identi�é à E et donc d�après i) E 0 aussi.

Théorème 1.3.2 Soit E un espace de Banach séparable. Alors il existe une distance d

dé�nie sur BE0 et telle que la topologie associée à d et la topologie induite par ��(E 0; E)

sur BE0 coïncident. On dit que la boule unité fermée BE0 de E 0 est métrisable pour la

topologie faible étoile.

Remarque 1.3.2 L�espace entier E 0 n�est jamais métrisable pour ��(E 0; E) sauf en di-

mension �nie.

Théorème 1.3.3 Soit E un espace de Banach tel que E 0 soit séparable. Alors BE est

métrisable pour la topologie faible �(E;E 0):
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Chapitre 1. Espaces ré�exifs et Espaces séparables

Ce résultat se montre d�une manière analogue au théorème 1.3.2.

Le théorème 1.3.2, qui donne un résultat de métrisabilité de la topologie faible étoile

sur les bornés, combiné au théorème de Banach-Aloaglu-Bourbaki donne le résultat sui-

vant :

Corollaire 1.3.2 Soit E 0 un Banach séparable et soit (fn)n2N une suite bornée de E
0:

Alors (fn)n2N admet une sous-suite qui converge pour la topologie ��(E 0; E):

Le théorème suivant donne un résultat similaire dans le cas où E est ré�exif.

Théorème 1.3.4 Si E est un espace de Banach ré�exif alors de toute suite bornée (xn)n2N

de E on peut extraire une sous suite qui converge pour la topologie faible �(E;E 0):

Preuve.

Remarque 1.3.3 Rappelons que le théorème de Bolzano-Weiestrass a¢ rme que si E est

un espace métrique, alors E est compact si et seulement toute suite possède une sous-suite

convergente.

Théorème 1.3.5 (d�Eberlein-�mulian)Si K est une partie faiblement compacte dans un

espace de Banach E, alors de toute suite d�éléments de K, on peut extraire une sous-suite

faiblement convergente vers un élément de K.

On termine cette section, par donner un critère qui nous aide à identi�er les espaces qui

ne sont pas séparables.

Lemme 1.3.1 Soit E un Banach. Supposons qu�il existe une famille d�ouverts (Oi)i2I

telle que :

i) Oi 6= ;; i 2 I;

ii) Oi \ Oj = ; si i 6= j;
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Chapitre 1. Espaces ré�exifs et Espaces séparables

iii) I n�est pas dénombrable.

Alors E n�est pas séparable.

Preuve. Voir exercice 5.

1.4 Exercices

Exercise 1 Montrer que : "Un Banach E est ré�exif si et seulement si J(BE) = BE00 où

BE (resp. BE00) est la boule unité fermée de E (resp. de E 00)".

Solution. On suppose que E est ré�exif. Comme J est une isométrie (conserve la norme),

on a : J(BE) � BE00 : Soit maintenant � 2 BE00 : Comme E est ré�exif (J est surjectif), il

existe x 2 E tel que J(x) = �; de plus kxkE = kJ(x)kE00 = k�kE00 � 1: Donc x 2 BE: Par

la suite BE00 � J(BE); d�où J(BE) = BE00 :

Reciproquement, supposons que J(BE) = BE00 : Notons que J(0E) = 0E00 : Soit maintenant

� 2 E 00n f0E00g : On a �
k�kE00

2 BE00 ; dons il existe x 2 E tel que J(x) = �
k�kE00

: Comme J

est linéaire on obtient : J(k�kE00 x) = �; i.e J(E) = E 00. En conséquence E est ré�exif.

Exercise 2 Soit E un Banach ré�exif. Montrer que J�1; l�inverse de l�injection canonique

J; est continue de (E 00; ��(E 00; E 0)) dans (E; �(E;E 0)):

Solution. Comme E est ré�exif, l�inverse J�1 : (E 00; ��(E 00; E 0))! (E; �(E;E 0)) est bien

dé�ni. Soit U un ouvert de E pour �(E;E 0). On cherche à véri�er que (J�1)�1 (U) = J(U)

est un ouvert de E 00 pour la topologie ��(E 00; E 0). Soit x0 2 U: Il existe f1; � � � ; fn 2 E 0 et

" > 0 tels que :

V = fx 2 E; jfi(x)� fi(x0)j < "; pour i = 1; � � �ng � U:

Par la dé�nition de J , on a :

J(V ) = f� 2 E 00 tel que � = J(x) 2 E et jfi(x)� fi(x0)j < "; pour i = 1; � � � ; ng :

Mais �(fi) = fi(x) si � = J(x) donc :
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J(V ) = f� 2 E 00 tel que j�(fi)� J(x0)(fi)j < "; pour i = 1; � � � ; ng :

Alors J(U) est bien un voisinage de J(x0) pour la topologie ��(E 00; E 0). On déduit alors

que J�1 est continue.

Exercise 3 Soit E un espace de Banach ré�exif. Soit K � E une partie convexe, fermée

et bornée. Alors K est compacte pour la topologie faible �(E;E 0):

Solution. Comme K est un ensemble convexe et fermé pour la topologie forte alors K est

fermé pour la topologie faible �(E;E 0): De plus K est borné, alors il existe une constante

positive m telle que K � mBE: Le théorème de Kakutani implique que mBE est compacte

pour �(E;E 0). Alors K est compact (car une partie fermée d�un compact est compacte).

Exercise 4 Soit E et F deux espaces de Banach et T : E ! F une application linéaire

continue. Supposons que E est ré�exif. Montrer que T (BE) est un ensemble fermé de F

où BE est la boule unité fermée de E.

Solution. Soit (xn) une suite d�élément de BE telle que Txn ! y 2 F quand n tend

vers +1. Ceci implique que Txn * y 2 F: Puisque E est ré�exif, sa boule unité est

faiblement compacte. Donc la suite (xn) admet une sous-suite faiblement convergente :

xnk * x 2 F quand nk tend vers +1 (voir théorème d�Eberlein-�mulian). On constate

que T est continue pour les topologies faibles car il est continue pour les topologies fortes.

Donc T (xnk)* T (x) 2 F quand nk tend vers +1. L�unicité de la limite nous donne que

y = T (x) 2 T (BE): Alors T (BE) est fermé (fortement) dans F:

Exercise 5 Soit E un Banach. Supposons qu�il existe une famille d�ouverts (Oi)i2I telle

que :

i) Oi 6= ;; i 2 I;

ii) Oi \ Oj = ; si i 6= j;

iii) I n�est pas dénombrable.
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Solution. Montrons ce résultat par l�absurde. Supposons que E est séparable, donc il

existe une suite (xn)n2N dense dans E. Alors pour chaque i 2 I; il existe n(i) tel que

xn(i) 2 Oi, car Oi est un ouvert de E. L�application i 7! n(i) est injective, puisque si

n(i) = n(j), alors xn(i) = xn(j) 2 Oi \ Oj et donc i = j: On conclut alors que I est

dénombrable, contradiction avec l�hypothèse ii).
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