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1 Un peu de calcul différentiel :

Dans tout le cours,
(
E, ||.||E

)
et
(
F, ||.||F

)
sont des espaces vectoriels normés

(e.v.n), U est un ouvert de E, V est un ouvert de F et f : U −→ F est une
application.

Définition 1 Une application f : U −→ F est différentiable au point a ∈ U
si et seulement, s’il existe une application linéaire et continue L : E −→ F
telle que :

f(a+ h) = f(a) + L(h) + o
(
||h||E

)
(1)

avec la notation o de landau, c’est-à-dire o
(
||h||E

)
= ||h||Eξ(h) où ξ est une

fonction définie au voisinage de 0 (sauf éventuellement en 0) et vérifiant :
limh−→0 ξ(h) = 0.

Notation 1 Si f est différentiable au point a, l’application L est appelée la
différentielle de f en a et on la note par daf .

Remarque 1

1. L’égalité (1) est équivalente à l’égalité :

lim
h−→0

∣∣∣∣f(a+ h)− f(a)− L(h)
∣∣∣∣

F

||h||E
= 0.

2. Si E est de dimension finie alors toute application linéaire L : E −→ F
est continue ce qui évite d’avoir à utiliser les critères de continuité des
applications linéaires dans la définition 1.

3. Si E et F sont de dimension finie, alors la différentiabilité de f et
sa différentielle ne dépendent pas du choix des normes. Cette remar-
que est souvent utilisée dans la pratique pour simpliffier les calculs (en
choisissant bien les normes avec lesquelles on travaille).
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Exemple 1 Soit f une application de R2 dans R définie par :

f(x, y) = 1 + x
√

2 + y2.

Montrer que f est différentiable au point (0, 0).

f est différentiable au point (0, 0) si et seulement, s’il existe une application
linéaire continue L de R2 dans R telle que :

f
(
0 + h

)
= f

(
0
)

+ L
(
h
)

+ o(||h||).

avec 0 = (0, 0) et h =
(
h1, h2

)
.

On a
f
(
h
)

= 1 + h1

√
2 + h2

2

= f(0) + h1

√
2

√
1 +

h2
2

2

= f(0) + h1

√
2
(

1 +
h2

2

4
+ o
(
h2

2

))
= f(0) + h1

√
2 +

h1h
2
2

2
√

2
+ o
(
h2

2

)
.

Nous avons
h1h

2
2

2
√

2
+ o
(
h2

2

)
−→ 0 quand h −→ 0

car
||h||∞ = sup {h1, h2}

|h1h
2
2| = |h1||h2

2| ≤ ||h||3∞.

On obtient donc
f(h) = f(0) + h1

√
2 + o

(
||h||

)
.

En déduire que f est différentiable au point (0, 0) et d0f(h) =
√

2h1.

Définition 2

• L’application f : U −→ F est dite différentiable sur U si et seulement,
si f est différentiable en tout point de U . On appelle alors application
différentielle Df : U −→ L c(E,F ) définie par Df(a) = daf .

• L’application f est dite de classe C1 sur U si si et seulement, si f est
différentiable sur U et Df est continue sur U .

Remarque 2
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1. Si f est différentiable en a alors L est unique.

2. Si f est différentiable en a alors f est continue en a.

3. Si f est une application constante alors elle est de classe C1 sur U et
Df ≡ 0.

4. Si L ∈ L c(E,F ), alors L est de classe C1 sur E et on a DL ≡ L.

5. Soient E,F,G trois e.v.n et U un ouvert de E. Si f : U −→ F est
différentiable en a et g : f(U) −→ G est différentiable en b = f(a)
alors l’application composée gof : U −→ G est différentiable en a et
da(gof) = dbg o daf .

6. Si f et g sont deux applications de U dans F différentiables en a alors
pour tous scalaires λ et µ, l’application λf + µg est différentiable en a
et da(λf + µg) = λdaf + µdag.

7. Si F = K (K est le corps), f et g sont deux applications de U dans
F différentiables en a alors le produit f × g est différentiables en a et
da(f × g) = f(a)dag + g(a)daf .

• Si f(a) 6= 0, l’inverse de f est différentiables en a et

da(
1

f
) =

−daf

[f(a)]2

.

• Si g(a) 6= 0, le quotiant
f

g
est différentiables en a et

da(
f

g
) =

g(a)daf − f(a)dag

[g(a)]2

.

• Une application f : x 7−→ f(x) = (f1(x), f2(x), · · · , fq(x))
(à valeurs dans un produit de q e.v.n ) est différentiables en un
point a si et seulement, si chacune de ces composantes fi (pour i
de 1 à q) l’est également et daf = (daf1, daf2, · · · , dafq).

• Soit f : Rp −→ Rq,

(x1, x2, · · · , xp) 7−→
(
f1(x1, x2, · · · , xp), · · · , fq(x1, x2, · · · , xq)

)
la différentielle de f au point a s’il existe s’écrit sous forme ma-
tricielle

daf(h) = Jf (a).h
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où

Jf (a) =



∂f1

∂x1

(a) · · · ∂f1

∂xp

(a)

...
...

...

∂fq

∂x1

(a) · · · ∂fq

∂xp

(a)


.

est la matrice Jacobienne de f au point a. C’est une matrice de
Mq,p(R). Jf (a) est la matrice de daf dans les bases canoniques
de Rp et Rq.

• Si f : U ⊂ Rn −→ R une application différentiable en a, on
appelle gradient de f en a le vecteur de Rn noté ∇f(a) et défini

par ∇f(a) =
( ∂f
∂x1

(a),
∂f

∂x2

(a), · · · , ∂f
∂xn

(a)
)

.

• Si f : U ⊂ Rn −→ R une application différentiable en a, alors
on a daf(h) = 〈∇f(a), h〉 pour tout h ∈ Rn, où 〈.〉 est le produit
scalaire canonique de Rn.

• Soit f : Rn −→ R différentiable au point a alors

daf(h) =
n∑

i=1

hi ×
∂f

∂xi

(a).

Définition 3 Soit f : U −→ F une application différentiable sur U . La
différentielle de Df au point a ∈ U (où Df : U −→ L c(E,F ) définie par
Df(a) = daf), on notera d2

af et s’appelle la différentielle seconde (ou d’ordre
deux) de f en a et on a

da+hf = daf + d2
af(h) + o

(
||h||E

)
De manière générale on définit la différentielle d’ordre k (k ≥ 1) de f en a
comme une application k−linéaires continues et on note par dk

af .

Définition 4 L’application f est dite de classe Ck, (k ≥ 1), sur U si si et
seulement, si dk

af existe sur U et est continue sur U .

Remarque 3 Si f : U ⊂ Rn −→ R une application deux fois différentiable
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en a. On appelle matrice Hessienne de f en a la matrice

Hf (a) =



∂2f

∂x2
1

(a) · · · ∂f

∂x1∂xn

(a)

...
...

...

∂2f

∂xn∂x1

(a) · · · ∂2f

∂x2
n

(a)


.

et on a d2
af(h) = th.Hf (a).h.

Théorème 1 (Accroissements finis)
Soit f : U −→ F une application et (x, y) ∈ U un couple de points tel que
[x, y] ⊂ U (où [x, y] = {tx+ (1− t)y | t ∈ [0, 1]}). Si f est différentiable en
tout point du segment [x, y] alors on a∣∣∣∣f(x)− f(y)

∣∣∣∣
F
≤ sup

z∈[x,y]

∣∣∣∣dzf
∣∣∣∣

F
× ||x− y||E

Définition 5 • Soit f : U −→ F une application. On dit que f est
lipshitzienne sur U si si et seulement, s’il existe une constante c > 0
telle que ∣∣∣∣f(x)− f(y)

∣∣∣∣
F
≤ c||x− y||E

• On dit que f est contractante sur U si et seulement, s’il existe une
constante c ∈ [0, 1[ telle que f soit c−lipshitzienne.

• On dit que f est localement lipshitzienne sur U si et seulement, ∀a ∈ U
il existe Ua ⊂ U un voisinage ouvert de a sur lequel f est lipshitzienne.

2 Ck−difféomorphisme

Définition 6 Soient U et V deux ouverts de Rn et k ∈ N. On dit qu’une
application f : U −→ V est un difféomorphisme de classe Ck sur U (où un
Ck−difféomorphisme si et seulement, si

• f est de classe Ck sur U .

• f est une bijection de U sur V .

• f−1 est de classe Ck sur V .
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Remarque 4 Si k = 1, on dira difféomorphisme pour C1−difféomorphisme.

Exemple 2 Montrer que l’application φ : (u, v) 7−→ (u + v, u × v) est
un difféomorphisme sur U = {(u, v) ∈ R2 | u > v} vers un ouvert que l’on
déterminera.

Exemple 3 Montrer que l’application f : Mn(R) −→ Mn(R)définie par :
f(M) = M2 est de classe C1 sur Mn(R).

Théorème 2 (d’inversion locale)
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