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L3 Mathématiques
Module : Géométrie différentielle

Chapitre 1 :
Téoreme d’inversion locale

1 Un peu de calcul différentiel :

Dans tout le cours, (E,||.|[g) et (F,||.|[r) sont des espaces vectoriels normés
(e.v.n), U est un ouvert de E, V est un ouvert de F' et f : U — F est une
application.

Définition 1 Une application f: U — F est différentiable au point a € U
si et seulement, s’il existe une application linéaire et continue L : E — F
telle que :

fla+h) = f(a) + L(h) + o(||h[| ) (1)

avec la notation o de landau, c’est-a-dire o(||h||g) = ||h]|£&(h) ot & est une
fonction définie au voisinage de 0 (sauf éventuellement en 0) et vérifiant :

Notation 1 Si f est différentiable au point a, l'application L est appelée la
différentielle de f en a et on la note par d,f.

Remarque 1
1. L’égalité (1) est équivalente a ’égalité :
st — @~ ],
im

=0.
h—0 i

2. Si E est de dimension finie alors toute application linéaire L : E — F
est continue ce qui évite d’avoir a utiliser les critéres de continuité des
applications linéaires dans la définition 1.

3. Si E et F sont de dimension finie, alors la différentiabilité de f et
sa différentielle ne dépendent pas du choix des normes. Cette remar-
que est souvent utilisée dans la pratique pour simpliffier les calculs (en
choisissant bien les normes avec lesquelles on travaille).
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Exemple 1 Soit f une application de R* dans R définie par :

flz,y) =14+ 2/2+ 9%

Montrer que f est différentiable au point (0,0).

f est différentiable au point (0,0) si et seulement, s’il existe une application
linéaire continue L de R? dans R telle que :

F(O+h) = £(0) + L(R) + o(||])-
avec 0 = (0,0) et h = (hq, ha).

On a
f(h) =1+hi\/2+03
2

= f(0) + hivV2 1+%

= £(0) + hl\/§<1 + hz% + o(h§)>

hih?
= f(0) + hiv2 + 21—\/52 +o(h3).
Nous avons

hih3
2v/2

+ O(hg) — 0 quand h— 0

car
[|h]|oe = sup {h1, ho}
|hah3| = [R5 < JIR][2,.
On obtient donc

F(h) = £0) + mv2+o([1]]).
En déduire que f est différentiable au point (0,0) et dof(h) = v/2h;.
Définition 2

o L’application f : U — F est dite différentiable sur U si et seulement,
si f est différentiable en tout point de U. On appelle alors application
différentielle Df : U — ZL°(E, F) définie par Df(a) = d,f.

o L’application f est dite de classe C' sur U si si et seulement, si f est
différentiable sur U et Df est continue sur U.

Remarque 2



. Si f est différentiable en a alors L est unique.
. Si f est différentiable en a alors f est continue en a.

. Si f est une application constante alors elle est de classe C' sur U et
Df=0.

. Si L e ZE,F), alors L est de classe C* sur E et on a DL = L.

. Soient B, F,G trois ev.n et U un ouwvert de E. Si f : U — F est
différentiable en a et g : f(U) — G est différentiable en b = f(a)

alors 'application composée gof : U — G est différentiable en a et

do(gof) = dpg 0 d,f.

. Si f et g sont deuzr applications de U dans F différentiables en a alors
pour tous scalaires \ et ju, l'application A\f + g est différentiable en a
et do(Af + pg) = Mo f + pnd,g.

. Si F =K (K estle corps), f et g sont deux applications de U dans
F différentiables en a alors le produit f x g est différentiables en a et

do(f x g) = fla)dag + g(a)daf.
e Si f(a) #0, Uinverse de f est différentiables en a et

l): _daf
7 [f@f

da(

e Sig(a) #0, le quotiant f est différentiables en a et
g

):Mw%f—ﬂw%g

e o@P

o Une application f : x— f(x) = (fi(x), f2(x), -, fy(x))
(a valeurs dans un produit de q e.v.n ) est différentiables en un
point a si et seulement, si chacune de ces composantes f; (pour i

de 1 a q) lest également et dof = (dof1,daf2, -+ ,dafy)-
o Soit f:RP — R,
($1,$2,"' 7xp) . (fl(xlax%"' 7xp>7"' 7fq(x17x27"' 7xq>)

la différentielle de f au point a sl existe s’écrit sous forme ma-
tricielle

do f(h) = Js(a).h
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oh of:

5@ (@
Jy(a) =

Ofy ofy

8_:701(@) a—%(a)

est la matrice Jacobienne de f au point a. C’est une matrice de
Myp(R). Jp(a) est la matrice de d,f dans les bases canoniques
de RP et RY.

e Si f : U C R* — R une application différentiable en a, on

appelle gradient de f en a le vecteur de R™ noté V f(a) et défini

par V1(0) = (5@, 5@ @),

e Si f : U C R" — R une application différentiable en a, alors
on a d,f(h) = (Vf(a),h) pour tout h € R™, ot (.) est le produit
scalaire canonique de R™.

o Soit f:R" — R différentiable au point a alors
n 0f
dof(h) = h; x —(a).
) =D hex (0

Définition 3 Soit f : U — F une application différentiable sur U. La
différentielle de Df au point a € U (ou Df : U — ZL°(E, F) définie par
Df(a) = d.f), on notera d>f et s’appelle la différentielle seconde (ou d’ordre
deuz) de f en a et on a

dosnf = dof + d2f(h) + o(||h]|)

De maniere générale on définit la différentielle d’ordre £ (kK > 1) de f en a
comme une application k—linéaires continues et on note par d* f.

Définition 4 L’application f est dite de classe C*, (k > 1), sur U si si et
seulement, si d¥ f existe sur U et est continue sur U.

Remarque 3 Si f : U C R" — R une application deux fois différentiable



en a. On appelle matrice Hessienne de f en a la matrice

*f af
a—ﬁ(a) 83518%(&)
Hy(a) =
0*f o0 f
o0 (a) - 8_:157%(@

et on a dif(h) = 'h.Hs(a).h.

Théoréme 1 (Accroissements finis)

Soit f : U — F une application et (x,y) € U un couple de points tel que
[z,y] CU (ot [x,y] ={te+ (1 —t)y | t €[0,1]}). Si f est différentiable en
tout point du segment [x,y| alors on a

| f(z) = fw)]|, < . d-f||, x [z — ylle
z€[x,y

Définition 5 o Soit f : U — F une application. On dit que [ est
lipshitzienne sur U si si et seulement, s’il existe une constante ¢ > 0
telle que

[ f(z) = fW)||, < cllz —ylls

e On dit que f est contractante sur U si et seulement, s’il existe une
constante ¢ € [0, 1] telle que f soit c—lipshitzienne.

e On dit que f est localement lipshitzienne sur U si et seulement, Va € U
il existe U, C U un voisinage ouvert de a sur lequel f est lipshitzienne.

2 (CF—difféomorphisme

Définition 6 Soient U et V deuz ouverts de R™ et k € N. On dit qu’'une
application f : U — V est un difféomorphisme de classe C* sur U (ot un
C*—difféomorphisme si et seulement, si

o f est de classe C* sur U.
o f est une bijection de U sur V.

o f~1 est de classe C* sur'V.



Remarque 4 Sik = 1, on dira difféomorphisme pour C*—difféomorphisme.
Exemple 2 Montrer que [application ¢ : (u,v) — (u + v,u X v) est

un difféomorphisme sur U = {(u,v) € R* | u> v} vers un ouvert que l’on
déterminera.

Exemple 3 Montrer que Uapplication f : M,(R) — A, (R)définie par :
f(M) = M? est de classe C' sur 4, (R).

Théoréme 2 (d’inversion locale)



