Chapitre 11 : les principales lois de distribution : lois normale, pearson, Student,
Fischer-Snedecor

1) Laloi normale
La distribution normale, ou de Laplace-Gauss, appelée aussi gaussienne, est une distribution
continue qui dépend de deux parametres: u et 6. On la note N (i, o). Le paramétre u peut étre
quelconque mais ¢ est positif.
a) Définition
Une variable aléatoire X suit une loi normale, lorsque 1’expression de sa distribution
est:
f(x) = oznt  C
— o < X < oo € Etmsontdeux constantes.
m = 3.14592 Et e=2.71828.
Allure de la courbe

La loi normale, notée N ((u, 02), est symétrique par rapport a la droite d’abscisse p.

Distribution normale

Moyenne

Probabilite

Comme la courbe est symétrique, on doit avoir:

Mo =M =
X—p

g
Z est la variable centrée réduite, elle est sans unit¢ Z - N (0 ; 1)
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b) La distribution normale centrée réduite
On dit que la distribution est centrée si son espérance 1 est nulle ; elle est dite réduite
si sa variance 62 (et son écart-type o) est égale a 1. La distribution normale centrée
réduite N (0, 1) est donc définie par la formule.

f(2) =

1,
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1
V21



Distribution normale
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Comme la courbe est symétrique, on doit avoir:
Mo=M=q

P

Applications de la loi normale

Utilisation de table de la loi normale :

La premiére colonne de la table indique I'unité et la premiére décimale de z;.
La premiére ligne de la table indique la deuxieme décimale de z;.

Premiere
colonne

Premiere ligne —gm- O mwrs
0,5080 .....

0,547 .....

v 0,5832] 0,871 .....

e
0,3 0,617% 10,6217 10,6255 .....
0,4 0,6554 0,659 0,6628 .....
0,5 0,6015 0,6950 0,695 .....

Pourz=021,4(a3 = 0,5832




Exemple 1: Quelle est la probabilité pour que la variable normale centrée réduite Z soit situé
entre o et 0.5 7?

La table nous donne 0.1915.

Exemple 2: Chercher la probabilité P (-2.24 < Z < 1.12).

0.8561.

Exemple 3: ChercherP (1 < Z < 2)

0.1359

2) laloi de Khi-deux (Pearson)

a) définition :

SoientX; , ... ... , X, n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(i.i.d) selon une distribution normale standard. On dit que la variable aléatoireZ =
X2+ X240 nn + X2 a une distribution X? a n degré de liberté notéeX?2. La densité

z(%_l) e
2"z r(™/3)
Avec r(.) Indique la fonctionr(Gamma), définie par
r(p) = foooxp‘le‘x dx ,p >0,

de cette distribution estf (x) = ~Z/2 7 > 0,
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Figure: Distribution de X2 pour différentes degré de liberté.

Propriétés.
e X2 >0, cette loi n’est donc pas symétrique,
e Lamoyenne et la variance de la distribution X?sont E(Z) = neto?(Z) = 2n
e Pourn > 30,V2X2 —+/2n — 1suit approximativement une loi N(0,1)

Applications de la loi Khi 2
Exemple : soit X une variable aléatoire de Khi-deux de degré de libertén (X = X2). Calculer
les probabilités suivantes :

1) n=11etp(X <5,57), latable nous donnep = 0,1




2) n=8etp(13,36 <X < 20,09), p(X < 20,09) — P(X < 13,36) = 0,99 — 0,9 =
0.09
3) n=10¢etp = (X >20,48)= 1— p(X < 20.48) = 1 — 0,975 = 0,025

3) Laloi de Student ou loi de t

Supposons que X,, X4, ... ....., X, n variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées selon une distribution normale standard. On dit que la variable aléatoire
Xo Xo
T = = (avec Z w» X2)

Bz exp VI

A une distribution t (ou distribution de Student) a n degrés de liberté notéet,,. La densité
de cette distribution est
_r((n+1/2))

- ' 77 2 —(n+1)/2
NN A1+t“/n)
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Figure: Distribution de Student.

Propriétés.
e T(n) admet une densité paire, cette loi est donc symétrique,
o E[T] =0etVar(T)=n/(n —2)sin > 2,
e Pourn > 30, T (n) peut étre approchée parN (0,1).
E[T ]: la moyenne et Var (T) : Variance

Applications de Student :

Exemple : soit X une variable aléatoire suit la loi de Student de degré de libertén (X w»

T (n)). Calculer les probabilités suivantes :
1) n=14et p(T < 1,07), latable nous donne p = 0,85
2) n=9etp(0,702 < T <2,82),p(X <282)-P(X<0,70) =099 - 0,75 = 0.24
3) n=17etp(T =22,56),= 1— p(X<2,56)=1-0,99 =0,01

4) Ladistribution Fisher (Fisher-Snedecor) F



soit X1, -+, Xnem, n + m variables aléatoires indépendantes qui suivant une
distribution normale centrée et réduite. On dit que la variable aléatoire

1

D E XDz /m
1 ~Z,/m
m (X721+1 + "'X%+m) 2/
A une distribution F avec n degrés de liberté au numérateur et m degrés de liberté au

dénominateur notéeF, ,,)ou de degrés de libertés(n, m). La densité de cette
distribution est

_ ((+m)/2) n/2 m/2.,(n/2)-1 —(n+m)/2

Y =

(Zy » Xjet Z, w X5)

// \:—l"wj,u:]

f(F)

Figure: Distribution de Fisher-Snedecor.

Propriétés.

-_— 2 —
e E[Y] = ——pourm > 2 etsavariance (Y ) = 2mZ(n+m-2)
m-—2

n(m-2)2(m—a)’ POUTr m > 4,

E[Y ]: la moyenne et Var (Y) : Variance

Applications de Fisher-Snedecor :

Exemple :

Soit f une variable aléatoire d’une loi de Fisher de degrés de libertesn, m (f = F, ,,).
Déterminer la valeur de f si :

1) n=8m=4etp(F<f)=0990naf = Fgsoo0 = 27.5

2) n=15m = 20et p(F = f) = 0.05 > P (F < f) = 0.95a partir de la loi de Fisher
p = 0.95, dans I’intersection de la ligne m = 20 et lacolonnen = 15,0na f =
F(15,20,0.95) = 2.203






