
 

 التوزيعات الاحتمالية
، تتبع بعض الظواهر توزيعات احتمالية خاصةة، ههةي في كثير من النواحي التطبيقية

، تسةم  باالةة رياضةية التوزيعات التي يمكن حساب احتمالات قةي  المتييةر  ةن قريةا معا لةة

هةذا م  بمعةال  المتتمةع الةذن ينسة  لة  ، ههذه المعا لة لها معال  معينة، تسةxf)(الاحتمال 

سةةاب القةةي  هةةي ااسةةا  فةةي حالتوزيةةع، ههةةذه المعةةال  مةةا هةةي الا حقةةاوا ،ابتةةة متهولةةة، ه

 للتوزيع الاحتمالي للمتتمع محل الاراسة.  الاحتمالية

 التوزيعات الاحتمالية المنفصلة الخاصة-1

توزيع ،ناوي الحاين، هيع همن أه  التوزيعات التي سيت   راستها في هذا المقرر، توز

 البواسون.

  The Binomial Distributionالتوزيع ،ناوي الحاين 1-1

فقط  يستخام هذا التوزيع في الحالات التي يكون للظاهرة محل الاراسة نتيتتان 

، النتيتة محل الاهتمام هتسم  بحالة النتاح، هااخرى تسم  بحالة الفشل، همن متنافيتان

 أمثلة ذلك:

 أه  ام ) استتابة للاهاء ا طاء مريض نوع معين من اا هية، لها نتيتتان:  نا ،

 استتابة( 

  نا فحص  بوة بااخلها نوع معين من الفاكهة، لها نتيتتان ) الوحاة اما أن تكون 

 سليمة، أه تكون معيبة(

 أه الوج  الذن ان )ظهور الوج  الذن يحمل الصورة نا القاء قطعة  ملة، لها نتيتت ،

 حمل الكتابة(ي

 )نتيتة الطال  في الاختبار ) نتاح، رسوب 

 أه لا يستخام(. ، استخاام المزارع لبرنامج معين في الزرا ة ) يستخام 
 

 شكل التوزيع الاحتمالي ،ناوي الحاين
متنافيتةان  فقةط مةن المةرات، بحيةن أن كةل محاهلةة لهةا نتيتتةان nاذا كررت محاهلةة 

 هما:

  النتيتة محل الاهتمام " حالة نتاح " هتت  باحتمال ،ابت في كةل محاهلةة هةو
p 

  النتيتة ااخرى " حالة فشل " هتت  باحتمال ،ابت أيضا هوpq 1  

هةا  ققةة بنتيتةة هبافتراض أن هذه المحاهلات مسةتقلة، بمعنة  أن نتيتةة كةل محاهلةة لةي  ل

يعبر  ن  ا  حةالات النتةاح " ةا  النتةاوج  X، هاذا كان المتيير العشواويلة ااخرىالمحاه

هالذن يعبر  ن  ا  حالات  Xمحاهلة، فإن مان المتيير العشواوي  nمحل الاهتمام" في الـ 

:}2,1,0,...,{النتةةةاح هةةةو:  nxX  همةةةن ،ةةة  يحسةةة  الاحتمةةةال ،)()( xfxXP   بتطبيةةةا

 المعا لة التالية:
 

   
 حين أن n

x  هي  ا  قرق اختيارx  منn :مع اهمال الترتي ، هتحس  كما يلي 
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 (3-8مثـــال )
العقاقير  اذا كان من المعلوم أن نسبة الشفاء من مرض معين باستخاام نوع معين من

مصابين بهذا المةرض. اذا  ةرا المتييةر العشةواوي  5العقار ، اذا تناهل هذا 60.0هو الطبية 

X  المستتيبين )حالات الشفاء( لهذا العقار.بأن   ا  الذين 

 :المطلوب

 ما هو نوع المتيير؟ -أ

 لهذا المتيير. xf)(اكت  شكل  الة الاحتمال  -ب

 احس  الاحتمالات التالية: -ت

  ؟العقار مرض  لهذا 3ما احتمال استتابة 

 ما هو احتمال استتابة مريض هاحا  ل  ااقل؟ 

  مرض   ل  ااكثر؟  2ما هو احتمال استتابة 

 احس  الوسط الحسابي، هالانحراا المعيارن لعا  حالات الاستتابة. -ث

 حا  شكل التوزيع. -ج

 ل:ــالح
، هماى هذا المتيير في هذه الحالة  منفصل كميمتيير  X ا  حالات الاستتابة  -أ

:}5,4,3,2,1,0{هو:    xX: 

5n   ،60.0p  ،40.01شكل  الة الاحتمال:       -ب  pq   :اذا 

  5,4,3,2,1,0
5 ,)4.0()6.0(5
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 حساب الاحتمالات: -ت

  3()3(مرض  لهذا الاهاء:  3حساب احتمال استتابة( fxP  
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 :1(حساب احتمال استتابة مريض هاحا  ل  ااقل( xP 

                    98976.001024.0111)4.0()6.0(1
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  2(مرض   ل  ااكثر:  2حساب احتمال استتابة( xP: 
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 الوسط الحسابي، هالانحراا المعيارن لعا  حالات الاستتابة: حساب -ث

  الوسط الحسابي)( ين يحس  بتطبيا في حالة التوزيع ،ناوي الحا



(، هباستخاام العمليات الرياضية يمكن الوصول ال  النتيتة 3-8المعا لة )

 التالية:
 

 
 اذا الوسط الحسابي هو: 

 
                  3)60.0(5  np 

 
  ،التباين هلحساب الانحراا المعيارن هو التذر التربيعي الموج  للتباين

(، همنها يمكن التوصل 4-8يت  تطبيا المعا لة ) في التوزيع ،ناوي الحاين

 ال  الصورة التالية:
 

  
 اذا تباين  ا  حالات الاستتابة هو:

2.1)40.0)(60.0(5

2



 npq
 

 همن ،  يأخذ الانحراا المعيارن الصورة التالية: 

095.12.1 

 npq
 

 التالية: هيمكن حساب معامل الاختقا النسبي، بتطبيا المعا لة

                                              %5.36100
3

095.1
100. 
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 تحايا شكل التوزيع: -ج

 كما يلي:  pشكل التوزيع ،ناوي الحاين هفقا لقيمة احتمال النتاح  تحا ي

 يكون متما،ل.،ناوي الحاين  فإن التوزيع الاحتمالي   5.0pاذا كان    

 الالتواء.يكون موج  ،ناوي الحاين  فإن التوزيع الاحتمالي   5.0pاذا كان    

 يكون سال  الالتواء.،ناوي الحاين  فإن التوزيع الاحتمالي   5.0pاذا كان    
 

5.06.0هحين أن  p .فإن توزيع  ا  حالات الاستتابة سال  الالتواء 

   Poisson Distributionالتوزيع البواسوني  8/4/2

 ،زمنية الحالات التي تقع فيها ااحااث هفقا لمعالاتهذا التوزيع في يكثر استخاام  

 من أمثلة ذلك:هكذلك في حالة ااحااث نا رة الوقوع، ه

  .2,1,0{..., ا  الوحاات التي تستهلكها ااسرة من سلعة معينة خقل الشهر{: xX 

  . 2,1,0{...,  ا  مرات رن نوع معين من المحاصيل الزرا ية خقل الموس{: xX 

  2,1,0{...,  قاوا. 10 ا  العمقء الذين يت  خامته  البنكية كل{: xX 

  .2,1,0{...,  ا  مرات زيارة المريض للطبي  كل سنة{: xX 

 .2,1,0{...,  ا  مرات تناهل ااسرة للحوم الحمراء خقل ااسبوع{: xX 

  .2,1,0{..., ا  أخطاء الطبا ة لكل صفحة من صفحات الكتاب{: xX 

 ههكذا اامثلة كثيرة
 

 شكل التوزيع الاحتمالي البواسوني
، هكان المتيير معين هو زمني  اذا كان متوسط  ا  مرات هقوع حا ث هفقا لمعال

يعبةةر  ةةن  ةةا  مةةرات هقةةوع الحةةا ث هفقةةا لهةةذا المعةةال،  فةةإن مةةان المتييةةر  Xالعشةةواوي 



:}2,1,0{...,هو:  Xالعشواوي  xX ههذا الماى  بارة  ن فئةة مفتوحةة مةن اليمةين، فةإن ،

)()(الاحتمال  xfxXP    هالذن يعبر  ن احتمال هقوع الحةا ث  ةاx  مةن المةرات هفقةا

 لهذا المعال، يحس  بتطبيا المعا لة التالية:
 

   
جةا فةي بعةض ا لات الحاسةبة، هقيمتهةا هةي: توهي أسا  اللوغاريت  الطبيعي، ه eحين أن 

718.2e الخطوات التالية من  باتباع تقريبا، هيمكن حساب قيمتها باستخاام ا الة الحاسبة

 الشمال ال  اليمين: 

 5.1eمثق ايتا  

  
12321" هيساهن:   xفتسم  "مضرهب العا   x!هأما )...)((!  xxxx 

 

 ( 4-8مثــال )
التةي تسةتهلكها ااسةرة مةن سةلعة معينةة خةقل الوحةاات  اذا كان مةن المعلةوم أن  ةا  

بأنة   Xهحاات شةهريا، اذا  ةرا المتييةر العشةواوي  3الشهر تتبع توزيع بواسون بمتوسط 

  ا  الوحاات التي تستهلكها ااسرة خقل الشهر من هذه السلعة. 

 

 المطلوب:
 ما هو نوع المتيير العشواوي؟ -أ

 لهذا المتيير. xf)( الة الاحتمال  شكلاكت   -ب

 احس  الاحتمالات التالية: -ح

  سرة تستهلك هحاتين خقل الشهر؟اااحتمال أن 

 احتمال أن أسرة ما تستهلك هحاة هاحا  ل  ااقل خقل الشهر؟ 

  هحاات  ل  ااكثر خقل الشهر؟  3احتمال أن أسرة ما تستهلك 

 هالانحراا المعيارن لعا  الوحاات المستهلكة.احس  الوسط الحسابي،  -خ

 حا  شكل التوزيع. - 
 

 ل:ـالح
، هماى هةذا المتييةر  منفصل كميمتيير  X ا  الوحاات التي تستهلكها ااسرة  -أ

:}3,2,1,0{...,في هذه الحالة هو:    xX: 

  الة الاحتمال:شكل  -ب

، 3هو:  ا  الوحاات التي تستهلكها ااسرة خقل الشهر  متوسط بما أن  

 اذا  الة الاحتمال هي:

,...2,1,0,
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 حساب الاحتمالات: -ح

  ،حساب احتمال أن أسرة ما تستهلك هحاتين خقل الشهرf(2) 
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 هاحا  ل  ااقل خقل الشهر هو: احتمال أن أسرة ما تستهلك  هحاة 
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  هحاات  ل  ااكثر خقل الشهر هو: 3احتمال أن أسرة ما تستهلك 
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 حساب الوسط الحسابي، هالانحراا المعيارن لعا  حالات الاستتابة: -خ

  الوسط الحسابي)(  البواسون هو معلمة معطاة هي:في حالة التوزيع 

3 

 ، فإن التباين يساهن الوسط الحسابي:في هذا التوزيع

32أن أن:           

 همن ،  يكون الانحراا المعيارن هو: 

732.13   

التي سبا استخاامها  هيمكن حساب معامل الاختقا النسبي، بتطبيا المعا لة

 في الفصل السابا، ههو:

%7.57100
3

732.1
100. 
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 تحايا شكل التوزيع: - 

 . اوما التوزيع البواسون موج  الالتواء

 

 التوزيعات الاحتمالية المستمرة الخاصة 6/

 Continuous Probability Distributions 

 

، هلها  هال كثافةة احتمةال محةا ة، هفيمةا هناك بعض التوزيعات الاحتمالية المستمرة الخاصة

 يلي بعض هذه التوزيعات:

 

 Uniform distribution المنتظ  التوزيع 8/6/1
   

     p.d.fشكل  الة كثافة الاحتمال

هو توزيع لة   الةة احتمةال ،ابتةة، هيسةتخام فةي حالةة الظةواهر التةي يمكةن أن تحةاث 

، مةةااه هةةو Uniformمتييةةر  شةةواوي لةة  توزيةةع منةةتظ   xإذا كةةان المتييةةر بشةةكل منةةتظ ، فةة

ba x :فإن  الة كثافة احتمال  هي 

  



 
 هيمكن تمثيل هذه الاالة بيانيا كما يلي:

 
 

 معال  هذا التوزيع 
),(توجةةةا معلمتةةةان لهةةةذا التوزيةةةع همةةةا  ab  الصةةةورة  توزيةةةعالرمةةةز لهةةةذا ، هلةةةذا يكتةةة

),(~ baUx  
 

 خصاوص التوزيع المستطيل
 لهذا المتيير هما : 2، هالتباين  الوسط الحسابي 

12

)(
,

2
)(
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xE





  

  ل  الطال  ا،بات ذلك: 
 

  C.D.F الة التوزيع التتميعي 

 الشكل ا تي xF)(تأخذ  الة التوزيع التتميعي 

 

 
 

  (6-8) مثـال
قن بطةاق ، ههضةعها فةي مخةزن، هقةام ببيعهةا  1500استور  أحا المراكز التتارية 

بكميات متساهية  ل  ماار شهور السنة. اذا كانت الفترة الزمنيةة للبيةع تتبةع توزيةع منةتظ ، 

 فأهجا ا تي:

  الفترة الزمنية للبيع. الة كثافة الاحتمال المعبرة  ن 

 بعا مرهر سبعة أشهر من بااية البيع، ما هي الكمية الموجو ة بالمخزن؟ 
 

 الحـــل   
 :الة كثافة الاحتمال المعبرة  ن الزمن  

يعبةةر  ةةن الفتةةرة الزمنيةةة للبيةةع مقاسةةة بالشةةهر، أن أن  xبفةةرض أن المتييةةر 

120  x :همن ،  تأخذ  الة كثافة الاحتمال المعبرة  ن الزمن الصورة التالية ، 

120,
12

1

012

1
)( 


 xxf 

 
 .حساب الكمية الموجو ة بالمخزن بعا سبعة أشهر من بااية البيع 

كمية البطاق  المستور ة ، تكون الكية المتبقية بالمخزن بعا  هي  Qبفرض أن 



 مرهر سبعة أشهر من بااية البيع هي : 

TonFQxpQ 625)
012

07
1(1500))7(1()7( 




 

 

 Negative Exponential distribution التوزيع  ااسي السال   8/6/2
 

     p.d.fشكل  الة كثافة الاحتمال
متيير  شواوي ل  توزيع أسي سال   ، مااه هو  xاذا كان المتيير  x0  فةإن

   الة كثافة احتمال  هي:

  
 هيمكن تمثيل هذه الاالة بيانيا كما يلي:

 

 معال  هذا التوزيع 
  )(توجا معلمة هاحاة هي 

 

 خصاوص التوزيع ااس  السال  
 :لهذا المتيير هما 2، هالتباين  الوسط الحسابي 

2

2 1
,
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  C.D.F الة التوزيع التتميعي 
 الشكل ا تي xF)(تأخذ  الة التوزيع التتميعي 

 xdxxfxXpxF e
x

  1)()()(
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 (   7-8مثــال )
،  قيقة 2اذا كانت الفترة الزمنية لإنهاء خامة العميل في البنك تتبع توزيع أسي بمتوسط 

 فأهجا ما يلي.

 .الة كثافة الاحتمال المعبرة  ن الفترة الزمنية لإنهاء خامة العميل  

 .ما احتمال انهاء خامة العميل في أقل من  قيقة 
    

 الحـــل
  الزمن: الة كثافة الاحتمال المعبرة  ن 

، أن أن نية لإنهاء خامة العميل بالاقيقةيعبر  ن الفترة الزم xبفرض أن المتيير 

 x0  21 المتوسط ، فإن   همن ،  تصبح قيمة ،)( :هي )5.0(   ،

 هتكت   الة كثافة الاحتمال المعبرة  ن الزمن  ل  الصورة التالية: 




 x
x

f ex 0,
5.0

5.0)( 



 .حساب احتمال انهاء خامة العميل في أقل من  قيقة 

3935.0)
)1(5.0

1()5.01()1( 


 ee xxp 

 

 The Normal Distributionالتوزيع الطبيعي  8/6/3

هذا التوزيع مةن أكثةر التوزيعةات الاحتماليةة اسةتخااما فةي النةواحي التطبيقيةة،  يعتبر

همنها الاستالال الإحصاوي شامق التقاير، هاختبارات الفرهض، كما أن معظ  التوزيعات يمكن 

 تقريبها ال  هذا التوزيع، هفيما يلي  رض لهذا التوزيع.
 

     p.d.f شكل  الة كثافة الاحتمال

متيير  شواوي لة  توزيةع قبيعةي  ، مةااه هةو  xاذا كان المتيير  x  فةإن

  الة كثافة احتمال  هي:
 

 
 ههذا التوزيع ل  منحن  متما،ل يأخذ الصورة التالية: 

 

   
 .فهذا المنحن  متما،ل  ل  جانبي الوسط الحسابي 

 

 معال  هذا التوزيع         
 توجا معلمتين لهذا التوزيع هما :

)var(2هالتباين :            xE)(الوسط الحسابي :  x  

~),(بةةالرموز :  xهمةةن ،ةة  يعبةةر  ةةن توزيةةع المتييةةر  2Nx  هيعنةةي ذلةةك أن المتييةةر

 . 2، هتباين يتبع التوزيع الطبيعي بمتوسط  xالعشواوي 
 

 خصاوص التوزيع الطبيعي 
هةةذا التوزيةةع مةةن أكثةةر التوزيعةةات الاحتماليةةة اسةةتخااما، بةةل يشةةتا منةة  كةةل التوزيعةةات 

المسةتخامة فةي الاسةتالال الإحصةاوي، همةن خصةاوص هةذا التوزيةع مةا الاحتمالية ااخرى 

 :يلي

  2هالتباين  -                               2الوسط الحسابي  -1

 منحني هذا التوزيع متما،ل  ل  جانبي الوسط  -3
 

)(حساب الاحتمالات  كيفية 21 xxp x   
)(الاحتمةةةال المطلةةةوب حسةةةاب  هةةةو  بفةةةرض أن 21 xxp x ، هةةةذا الاحتمةةةال يحةةةا  ه

 بالمساحة التالية:



 
بإيتةا  تحس   ) الاحتمال(هحين أن هذا التوزيع من التوزيعات المستمرة، فإن هذه المساحة 

 التكامل التالي:
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 ،Transform رياضةية ههذا التكامل يصع  حساب ، همن ،  لتأ الإحصاويين ال   مل تحويلة

 استخاام توزيعها الاحتمالي في حساب مثل هذه الاحتمالات، ههذه التحويلة هي: يمكن 








 




x
z 

،  Standard Normal Variableالقياسي بالمتيير الطبيعي  zهيعرا المتيير التايا  

 ههذا المتيير ل   الة كثافة احتمال تأخذ الصورة التالية:
 

  
 همن خصاوص هذا التوزيع ما يلي: 

)(0متوسط  هو: -1 zE                        2-   :1تباين  هو)var( z  

~)1,0(بةةةالرموز :  zهمةةن ،ةةة  يعبةةر  ةةةن توزيةةةع المتييةةر  Nz  هيعنةةي ذلةةةك أن المتييةةةر

 ( .1( ، هتباين )0يتبع التوزيع الطبيعي القياسي  بمتوسط ) xالعشواوي 

 المتما،ل  ل  جانبي الصفر:  يأخذ المنحن  الشكل الناقو -3

  
)()(جااهل احصاوية لحساب  الة التوزيع التتميعي: هصم  الإحصاوييون  zZPzF  كما ،

 هو مبين بالرس  التالي: 

 
)(هنعو  ا ن ال  خطوات حساب الاحتمال  21 xxp x   باستخاام التحويلةة)(  xz 

: 

),(يت  تحويل القي  الطبيعية  -1 21 xx ال  قي  قبيعية قياسية: 

 )(,)( 2211  xzxz. 



)()(همن ،  يكون الاحتمال:  -2 2121 zzpxxp zx : 

 

 
 

، هالةذن يعطةي المسةاحة الخاصةة بالاحتمةال م جااهل التوزيع الطبيعي القياسيتستخا -3
)()( zZPzF   

 
 قريقة استخاام جاهل التوزيع الطبيعي القياسي في حساب الاحتمالات  -4

 أهجا الاحتمالات التالية:

)57.1( -أ zP  33.2( -ب( zP    96.1( -ج( zP   - )28.101.2(  zP 

 الحل  
)57.1()57.1(تحا  المسةاحة المعبةرة  ةن الاحتمةال  -أ  FzP   أسةفل المنحنة  كمةا

 يلي 

 
 هيت  استخاام التاهل كما هو مبين : 

 
 

)57.1()57.1(9418.0هيكون الاحتمال المطلوب هو:    FzP 

)33.2()33.2(المسةةةةاحة أسةةةةفل المنحنةةةة  المعبةةةةرة  ةةةةن الاحتمةةةةال   -ب   FzP 

 موضحة كالتالي:
                           P(z<-2.33) 
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)33.2(0099.0همن ،  يكون :  zP 
 

)96.1(تحا  المساحة المعبرة  ن الاحتمال  -ج  zP :كالتالي 

 
 ههذا الاحتمال يحس  باستخاام خصاوص  الة التوزيع التتميعي ، حين أن : 

)96.1(1)96.1(1)96.1( FzpzP  

نتةةةةا أن :   1.96هبالكشةةةة  فةةةةي التةةةةاهل بةةةةنف  الطريقةةةةة السةةةةابقة  لةةةة  القيمةةةةة  

9750.0)96.1( zp   :همةةةةةةةةةةةن ،ةةةةةةةةةةة  يكةةةةةةةةةةةون الاحتمةةةةةةةةةةةال المطلةةةةةةةةةةةوب هةةةةةةةةةةةو ،

0250.09750.01)96.1( zP 
 
)28.101.2(المساحة أسفل المنحن  المعبرة  ن الاحتمال  -   zP :هي 



 
التتميعي يمكن حساب هذا الاحتمال ، حين أن هباستخاام أيضا خصاوص  الة التوزيع  

: 
)01.2()28.1()28.101.2(  FFzP 

 هبالكش  في التاهل  ن هاتين القيمتين ، نتا أن: 
8775.00222.08997.0)28.101.2(  zP 

 

 ( 8-8مثـــال)
 80اذا كان الاخل السنون للأسرة في أحا مناقا المملكة يتبع توزيع قبيعي متوسط   

 هالمطلوب:. 900أل  ريال، هتباين  

 كتابة قيمة معال  التوزيع الاحتمالي للاخل السنون. -1

 كتابة شكل  الة كثافة الاحتمال. -2

 أل  ريال ؟ 60ما هي نسبة ااسر التي يقل  خلها  ن -3

 من الاخول؟    0.975ما هو الاخل الذن أقل من   -4
 

 الحـــل 
 كتابة قيمة معال  التوزيع الاحتمالي للاخل السنون. -1

متييةةر  شةةواوي يعبةةر  ةةن الةةاخل السةةنون بةةاال  ريال، ههةةو يتبةةع التوزيةةع  xبفةةرض أن 

 الطبيعي، همعالم  هي:  

)(80المتوسط    -أ  xE   900:  التباين هو -ب)( 2 xVar  

~)900,80(              أن أن :  Nx  

 

 

 شكل  الة كثافة الاحتمال  -2
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)60(أل  ريال هي:   60نسبة ااسر التي يقل  خلها  ن -3 xP 

 
 

 هيتبع الخطوات المذكورة سابقا في حساب الاحتمال كما يلي: 



  )67.0(67.0
30

8060

)60(
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 هبالكش  مباشرة  ن هذه القيمة في جاهل التوزيع الطبيعي القياسي ، نتا أن 
 

  2514.067.0)60(  zPxP 

الذن   x)(من الاخول: في هذه الحالة يبحن  ن قيمة المتيير  0.975الاخل الذن أقل من   -4

)(، بفرض أن هذا المتيير هو  0.975أقل من   1x : فإن ، 
 

975.0
30

80
)( 1
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x
zpxxP 

 9.1نتاها تقع  نا تقاقع الص   9750.0بالكش  بطريقة  كسية ، حين نبحن  ن المساحة 

 ، هيكون :   96.1zأن أن قيمة  .06، هالعمو  

8.13880)96.1(30,
30

80
96.1 1

1 


 xThen
x

 

 أل  ريال في السنة.   138.8الاخل هو  اذا 

 

 
 


