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   الجزئي : نعتبر الفضاء        1ن تمري 3F ( , , ) ,x y z x y z y z     R 
 .F للفضاء  أساسا   عين  ..11
أن  بين  ..22 3F G 0   حيث ،, ,G 1 1 1( ). 

, حيث 3Rبين أن الأشعة الثلاثة الآتية تُشكل أساسا لـ   ..33 ,1 1 1( ) ،, ,0 1 1( ) ،, ,2 1 0( ). 
 F لـ  أساستعيين   ..11

, , 2 2 0    2 2F ( ) :x y z x y z y z x y z y x z           

, , , , , , , ,
2 2

2 1 0 0 1 1( ) ( ) ( ) ( )x xx y z x z z z    

,   ومنه    , , ,F 2 1 0 0 1 1( ), ( ) 

F تعيين الفضاء  ..22 G 

F التقاطعمن  Xكيفي  شعاع ليكن G.  ُيي كتب كعبارة خطية وحيدة في كلا أساسهذا الشعاع يF وG : 
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   ومنه   , ,F G 0 0 0( )  
 3Rتعيين الأساس لـ  ..33

    الأشعة  يةاستقلال أولا ندرس, ,1 1 1( ) ،, ,0 1 1( ) ،, ,2 1 0( ): 
,        ، يكونRمن و و كل   أجلمن    , , , , , , ,(2 1 0) (0 1 1) (1 1 1) 0 0 0( )      
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, شعةلأا ومنه    ,1 1 1( ) ،, ,0 1 1( ) ،, ,2 1 0(  .مستقلة خطيا (
      الثلاثة ةالأشعهل , ,1 1 1( ) ،, ,0 1 1( ) ،, ,2 1 0(  ؟  3Rتولد (

)ليكن , , )x y z  الثلاثة :لأشعة في اكعبارة خطية  هذا الشعاع لنكتب .  3R من شعاع  
        , , , , , , , ,2 1 0 0 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x y z       
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 : z و y و  x بدلالة  و و  نع يعني التعبير و و الأخيرة ذات المجاهيل الحقيقة  الجملةحل 
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            ومنه     , , , , , , , ,(2 1 0) 2 (0 1 1) 2 2 (1 1 1)( )x y z y z x y z x y z         
, والأشعة ,1 1 1( ) ،, ,0 1 1( ) ،, ,2 1 0(  .3Rتشكل أساسا لـ الثلاثة الأشعةهذه   ومنه. 3Rتولد (

 الجزئي : ءنعتبر الفضا    2 نتمري 3( , , ) , 2x y z x y zA     

 ، هو:   Aلفضاء ا أساس  ..11 , , , ,1 2 3 2 1 2( ), ( )  . ..      ، , ,2 1 2( )  . ×.      ، ,2 3( )  . .. 

,الشعاع   ..22 ,1 2 1( )v    لفضاء اينتمي إلى A   : نعم ،         .× . لا  .   .    

,شعة الأ  ..33 ,2 1 2( )،, ,1 2 3( )،, ,1 2 1(     .× . مستقلة خطيا ،     .  . مرتبطة خطيا :    (
 

المزود بالأساس القانوني  3Rفي الفضاء الشعاعي     3 نتمري 321 ,, eeeB: نعتبر الأشعة ، 

3 , ,(1 1 0)v     ,  
2 , ,(1 2 1)v    ,  1 , ,( 1 1 2)v    

1v ـأدرس الاستقلال الخطي ل  ..11   ،2v  ،3v  1الفضاء ، واستنتج بعد 2 3V , ,  v v v. 
) عين صورة شعاع كيفي  ..22 , , )x y z  3منR  الخطيبالتطبيقh: حيث . 

3 3( ) h e v   ،2 2( ) h e v   ،    1 1( ) h e v 
1v دراسة الاستقلال الخطي للأشعة  ..11   ،2v  ،3v  1الفضاء ، و 2 3V , ,  v v v. 
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 والأشعة
3v،

2v،
1v ومنه  خطيا مستقلة .dim V 3 

) حساب  ..22 , , )h x y z : 3 حيث 3( ) h e v  , 2 2( ) h e v    1 1( ) h e v 
1 2 3 1 2 3

, , , , , ,                   ( 1 1 2) (1 2 1) (1 1 0)

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )h h h h h
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    

      

2          ومنه 2( , , ) ( , , )h x y z x y z x yx y z         
) :2في  3تطبيق خطي من  f   4 نتمري , , ) ( 2 , 2 )f x y z x y z x y z      

Imعين  f وker f 
 الفضاء الجزئيker f  : 

) الأشعة , , )x y z kerمن  f  :تحقق  ( , , ) (0 , 0)f x y z . 
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) الشعاعإذن       , , )x y z منker f :يأخذ الشكل ( , , 2 ) (1,0,1) (0,1, 2)
a b

x y x y x y    

kerوالفضاء f  مولد بالشعاعين المستقلينa وb  أي ،ker (1,0,1) ; (0,1, 2)f   2dimker f  
 الفضاء الجزئيImf : 

1 2 2
( ) (1, 0, 0) ( 1, 1) , ( ) (0,1, 0) (2, 2) , ( ) (0, 0,1) (1, 1)f e f f e f f e f         

  ومنه
1 2 3

Im ( ) ( ) ( ) ( 1, 1) (2, 2) (1, 1); ; ; ;f f e f e f e     
Imلـهذه الأشعة الثلاثة المولدة  f  .1) الشعاعمرتبطة خطيا, 1) خطيا ويولد مستقلIm f يشكل  وفه

Imلـ اأساس fومنه ،  Im (1, 1)f     dimIm rg 1f f . 
 

 مزود بالأساس القانوني 3Rالفضاء الشعاعي    5 نتمري 321 ,, eeeB. 
    f بحيث 3في 3من  تطبيق خطي:  , ,3( ) 1 2 1( )f e  ، , ,2( ) 1 2 3( )f e  ، , ,1( ) 2 1 2( )f e  
)صورة ال  ..11 , , )f x y z تعُطى بالعبارة : 

2 2 2 3 2( , , )x y z x y z x y z       . .. ،  2 2 2 2 3( , , )x y z x y z x y z       . ×. 

Imالجزئيالشعاعي أساس الفضاء   ..22 fو، ه : 

 , , , ,(2 1 1), (1 2 3) . ..  ،   , , , , , ,(1 2 1), (1 2 3), 2 1 2( ) . ×.  ،   , ,1 1 1( ) . .. 

) الأشعةمجموعة   ..33 , , )x y z ,  تحقق: التي 3نم  ,0 0 0( , , ) ( )f x y z  الجزئي:الشعاعي ، هي الفضاء 

, , , ,0 1 1 1 0 1( ) , ( )   . ..  ،   , ,(0 0 0) . ×. ،   , , , , , ,0 1 1 1 0 1 1 1 1( ) , ( ) , ( )     . .. 

3 تين: صفوفالم 2 لـ نعتبر في الأساس القانون    6 نتمري 1
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 في الحالات الآتية: x،y،zالأعداد الحقيقية عين

11..  A B.....z  ,   .....y   , .....x  

22..  
1 2

4 3
A B

 
   

 
 .....z  ,   .....y   , .....x  

33..  
0 1

2
2 0

B A
 

   
 

.....z  ,   .....y   , .....x  

 ةالمصفوف 3 لـ نعتبر في الأساس القانون    7 نتمري
0 1 0

0 0 1

1 0 0

M

 
 

  
 
 

  

2 :حساب

0 0 1

1 0 0

0 1 0

M

 
 

  
 
 

 ،  3
3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

M I

 
 

  
 
 

  ،  
3

2

, 3

, 3 1

, 3 2

n
n k

n k

n k

I

k M M

M



 

 




  



 
 

 :gو fينالتطبيقين الخطي اتمصفوف Bو Aنعتبرنية، القانو  امهس  بأسُ  نيدمزو ال 3و 2 ئينالفضا في   8 نتمري
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 ، هما :البدء والوصول ءاتلفضا ةبالنسبة للأسس القانوني، Bو Aالمرفقان بالمصفوفتين  gو fالتطبيقان  ..11
                                                                      3 2 3 3:                      :                          

;  
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f تعُطى مصفوفة التطبيق الخطي  ..22 g: بالعلاقة( ) ( ) ( )C M f g M f M g A B    :حيث ، 
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f الخطيالتطبيق   ..33 g معرف كما يلي :     ( , , (2 3 , 8 9) 17 )x yf g x y z z x y z    
 

        :ة الآتيةالخطي ةالجمل حلطريقة العمليات على الأسطر،  باستخدام  ..44 
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                              المصفوفة الاخيرة تكافئ:  
2 1

II 5 3 5
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.    

5نحصل على ف ،المعادلة الأخيرةبيبتدئ  ،الجملة وحل هذه

3
z   ،الثانية،  وبالتعويض في المعادلة

0yنحصل على  .  1نحصل على  الأولى بالتعويض في المعادلةو أخيرا، و

3
x   

 :ينالجزئي ئينالفضانعتبر     9 نتمري 3( , , ) , 2 0A x y z x y y z       ،( 2, 1, 1)B  

، هو:  Aلفضاء ا أساس  ..11 , , , ,2 1 0 0 1 1( ), ( )  . ..   ، , ,1 2 2( )  . ..    ، ,2 1( )  . .. 

,الشعاع   ..22 ,1 2 1( )v   لفضاء اينتمي إلىA    : لا ،      .. . نعم  . .. 

A الفضاء  ..33 B هو ، , ,0 0 0(  .. .  صحيح ،       .. . خطأ      : (
,الأشعة الثلاثة   ..44 ,1 2 2( )،, ,2 1 1( )،, ,0 1 1(  .. . مستقلة خطيا ،     .. . مرتبطة خطيا :     (
,فضاء الأشعة المرتبطة بالشعاع   ..55 ,1 2 2(  .. . A  . ..     ،B  . ..    ،3    هو: (

 


