
 
 les Matrices  المصفوفات  : الفصل الثالث

 المصفوفات:

 تعریف المصفوفة  .1

 المصفوفة المرفقة بتطبیق خطي  .2

 عملیات على المصفوفات  .3

 المحددات  .4

 حساب مقلوب مصفوفة .5

 تعریف:

ولكن سنقتصر في درستنا    ,ℂاو الاعداد المركبة  𝑅من الاعداد الحقیقیة  ھي عبارة عن جدول وفةفالمص

 : عمود نرمز لھا بالرمز  𝑚سطر و  𝑛مرتب في على الاعداد الحقیقیة فقط 

𝐴 ∈ ℳ(𝑛,𝑚) ∈ 𝑅 بحیث 𝑎𝑖𝑗 تمثل عناصر المصفوفة 𝐴  یمكن تمثیل المصوفة عن طریق الجدول اذن

 التالي :
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 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 

 : ویمكن ان نرمز لھا باختصارب 

𝐴 = �𝑎𝑖𝑗�     ;  𝐴 = �𝑎𝑖𝑗� 𝑛,𝑚 

  : درجة المصفوفة

𝑛عمود نقول ان المصفوفة من الدرجة    𝑚سطر و  𝑛اذا كان للمصفوفة  × 𝑚  واذا كان𝑛 = 𝑚 

 𝑛نقول ان المصفوفة من الدرجة 

 (types de matrices) : انواع المصفوفات

 (Matrice ligne) : مصفوفة سطر

1تسمى المصفوفة التي من الشكل  × 𝑚 بمصفوفة سطر اذن : 

𝑠𝑖 𝑛 = 1: 𝐴1,𝑚 = (𝑎11, 𝑎12, … … . . 𝑎1𝑚) 

 : مثال

𝐴(1,4) = (1 2− 3 0) 

 (Matrice collone) : مصفوفة عمود
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𝑛تسمى المصفوفة التي من الشكل  ×  : بمصفوفة عمود اذن 1

𝑠𝑖 𝑚 = 1: 𝐴𝑛,1 =
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 (matrice nulle) : مصفوفة معدومة

 : المصفوفة المعدومة ھي المصفوفة التي تكون جمیع عناصرھا معدومة اي تاخذ الشكل التالي

𝑨𝒏,𝒎 = �
𝟎 ⋯ 𝟎
⋮ ⋱ ⋮
𝟎 ⋯ 𝟎

� 

𝑠𝑖 𝑎𝑖𝑗 = 0  ∀𝑖 𝑒𝑡 ∀𝑗 

 (matrice carréé) : مصفوفة مربعة

𝑛اذا كان  = 𝑚   نقول ان المصفوفة A  مربعة من الدرجةn  و نرمز لھا :  

𝐴𝑛 ∈ ℳ𝑛(𝑅) 

 ترفق بالكل مصفوفة مربعة بما یسمى المحدد .

 matrice transposé) :  (مصفوفةمنقولة 

 : بحیث 𝐴𝑡و نرمز لھا   كل مصفوفة تقبل مصفوفة منقولة لھا

𝐴𝑡 = 𝐵 ⇔ 𝑏𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 

 : مثال

A = �
1 2 3
3 −1 5
0 2 1

�            𝐴𝔱 = �
1 3 0
2 −1 2
3 5 1

� 

 خواص:

(𝐴 + 𝐵)𝑡 = 𝐴𝑡 + 𝐵𝑡 

(𝐴.𝐵)𝑡 = 𝐴𝑡 .𝐵𝑡 

[𝐴𝑡]𝑡 = 𝐴 

  (matrice diagonale) : المصفوفة القطریة

𝐴لتكن المصفوفة  = �𝑎𝑖𝑗�  مصفوفة مربعة اذا كان : 

𝐴 = �
𝑎𝑖𝑗 = 0     𝑠𝑖 𝑖 ≠ 𝑗 
𝑎𝑖𝑖 ≠ 0       𝑠𝑖 𝑖 = 𝑗 
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 : وعلیھ یكون شكل المصفوفة القطریة

𝐴 =
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 : مثال

C = �
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�A = �
1 0 0
0 2 0
0 0 3

� ;𝐵 = �1 0
0 0� 

 : خاصیة

 : محدد المصفوفة القطریة یكون بالشكل

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = �𝑎𝑖𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑎11.𝑎22 … . .𝑎𝑛𝑛 

 (matrice d’identité) : المصفوفة الاحادیة

 1في المصفوفة القطریة للقیمة   (diagonale principale)اذا تساوت جمیع عناصر القطر الرئیسي 

 𝐼  : المصفوفة احادیة ونرمز لھانقول ان 

𝐼 =
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 : اي

𝑎𝑖𝑗 = �1 ; 𝑠𝑖 𝑖 = 𝑗
0 ; 𝑠𝑖 𝑖 ≠ 𝑗 

 : مثال

𝐼2 = �1 0
0 1�      𝐼3 = �

1 0 0
0 1 0
0 0 1

  �… … …    

 : خاصیة

 1محدد المصفوفة الاحادیة یساوي للقیمة 

𝑑𝑒𝑡(𝐼) = 1 
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𝐼𝑛.𝐴𝑛𝑚 = 𝐴𝑛𝑚 

 : مصفوفة سلمیة

السلمیة ھي مصفوفة قطریة التي تتساوى فیھا جمیع عاصر القطر الرئیسي وتكون مختلفة  المصفوفة

 : للواحد وتكون بالشكل
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𝐴 = �
𝑎𝑖𝑗 = 0             𝑠𝑖 𝑖 ≠ 𝑗 
𝑎𝑖𝑖 = 𝑘 ≠ 1       𝑠𝑖 𝑖 = 𝑗 

 : دةویمكن كتابة مصفوفة السلمیة بدلالة مصفوفة الوح 
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𝐴 = 𝑘𝐼𝑛 

 (matrice triangulaire supérieure) : مصفوفة مثلثیة علویة

 : اذا كانت جمیع العناصر الواقعة فوق القطر الرئیسي مساویة للصفر و تكون بالشكل التالي

𝐴 = �
𝑎11 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

� 

 : مثال

𝐀 = �
𝟏 𝟎 𝟎
𝟐 𝟏 𝟎
𝟑 −𝟏 𝟏

� 

 (matrice triangulaire inférieure) : مصفوفة مثلثیة سفلیة 

 : اذا كانت جمیع العناصر الواقعة  تحت القطر الرئیسي مساویة للصفر و تكون بالشكل التالي

𝐴 = �
𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

� 

 : مثال
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A = �
1 2 3
0 1 1
0 0 1

� 

 (matrice symétrique) : مصفوفة متناضرة

𝐴لتكن المصفوفة  = �𝑎𝑖𝑗� مصفوفة مربعة نقول عنھا انھا متناضرة اذا كانت : 

𝐴 = 𝐴𝑡  ⇔ 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖  

 (matrice singulière) : مصفوفة شاذة

𝐴لتكن المصفوفة  ∈ ℳ(𝑛,𝑚)(𝑅) التي من خصائصھا ان محددھا معدوم اذن : 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = |𝐴𝑛| = 0 

 (marice rigulière) : مصفوفة نضامیة

𝐴لتكن المصفوفة  ∈ ℳ(𝑛,𝑚)(𝑅) التي من خصائصھا ان محددھا  غیرمعدوم اذن : 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = |𝐴𝑛| ≠ 0 

 (trace de’une matrice) : اثر المصفوفة

𝐴لتكن المصفوفة  = �𝑎𝑖𝑗� مصفوفة مربعة اثرھا ھو مجموع عناصر القطر الرئیسي اي : 

𝑇𝑟(𝐴) = �𝑎𝑖𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 :(les opérations sur les matrices) العملیات على المصفوفات 

 : تساوي مصفوفتین

𝐴لدینا  المصفوفة  = �𝑎𝑖𝑗�𝑛,𝑚
𝐵و المصفوفة    = �𝑏𝑖𝑗�𝑛,𝑚

نقول ان المصفوفتین متساویتین اذا    

 : كان

𝐴 = 𝐵 ⇔ �
𝐴;𝐵 ∈ ℳ𝑛,𝑚(𝑅)

𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 ∀𝑖 = 1 … . .𝑛 ;  ∀𝑗 = 1 … .𝑚 

 : جمع مصفوفتین

𝐴لدینا  المصفوفة  = �𝑎𝑖𝑗�𝑛,𝑚
𝐵و المصفوفة    = �𝑏𝑖𝑗�𝑛,𝑚

𝐶نقول ان المصفوفة    = �𝑐𝑖𝑗�𝑛,𝑚
 

 : اذا كان 𝐴 𝑒𝑡 𝐵جمع المصفوفتین 

𝐶 = 𝐴 + 𝐵 ⇔ �
𝐶 ∈ ℳ𝑛,𝑚(𝑅)

𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 ∀𝑖 = 1 … . .𝑛 ;  ∀𝑗 = 1 … .𝑚 

 : خواص جمع المصفوفات

𝐴)  : خاصیة التجمیعیة • + 𝐵) + 𝐶 = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶) 
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 : مثال

   (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = �2 3
3 4� + �1 0

1 0� = �3 3
4 4�   

(𝐵 + 𝐶) = �1 2
1 2� + �1 0

1 0� = �2 2
2 2� 

𝐴 + (𝐵 + 𝐶) = �1 1
2 2� + �2 2

2 2� = �3 3
4 4� 

𝐴)  : اذن + 𝐵) + 𝐶 = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶) 

𝐴  : خاصیة تبدیلیة • + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴 

 : مثال

𝐴(2) = �1 1
2 2�         𝐵(2) = �1 2

1 2�    𝐶(2) = �1 0
1 0�   

  𝐴 + 𝐵 = �1 1
2 2� + �1 2

1 2� = �2 3
3 4� 

   𝐵 + 𝐴 = ��1 2
1 2�  �+ ��1 1

2 2�� = �2 3
3 4� 

𝐴  : اذن + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴 

 علویة ھي مصفوفة مثلیة علویة.جمع مصفوفة مثلثیة علویھ مع مصفوفة مثاثیة  •

 : مثال

𝐴 = �
1 2 3
0 2 11
0 0 3

� ;𝐵 = �
−1 3 5
0 −3 1
0 0 −5

� 

𝐴 + 𝐵 = �
0 5 8
0 −1 12
0 0 −2

� 

 جمع مصفوفة مثلثیة سفلیة مع مصفوفة مثاثیة سفلیة ھي مصفوفة مثلیة سفلیة. •

 : مثال

𝐴 = �
2 0 0
4 6 0
6 4 2

� ;𝐵 = �
3 0 0
5 9 0
7 3 5

� 

𝐴 + 𝐵 = �
5 0 0
9 15 0

19 7 7
� 

 

 عنصر حیادي بانسبة لعملیة الجمع 𝑛,𝑚[0]المصفوفة الصفریة  •



 
 les Matrices  المصفوفات  : الفصل الثالث

• 𝛼𝛼(𝐴 + 𝐵) = 𝛼𝛼𝐴 + 𝛼𝛼𝐵 

• (𝛼𝛼 + 𝛽)𝐴 = 𝛼𝛼𝐴 + 𝛽𝐴 

• 𝛼𝛼(𝛽𝐴) = (𝛼𝛼.𝛽)𝐴 

 عملیة الضرب :

.�A𝑛,𝑝�عملیة الضرب بالنسبة للمصفوفات �B𝑝,𝑚� :یكون بتحقق الشرط التالي 

 B𝑝,𝑚� (𝑝)�یساوي عدد اسطر المصفوفة A𝑛,𝑝�  (𝑝)�عدد اعمدة المصفوفة 

,𝑛)ذات الرتبة  𝐵و المصفوفة  (𝑚,𝑛)ذات الرتبة   Aاذا كانت المصفوفة  𝑝)   اذن المصفوفةA. B  ھي

,𝑚)من الرتبة  𝑝) 

 : اذن

𝐴 ∈ ℳ𝑛,𝑝(𝑅);     𝐵 ∈ ℳ𝑝,𝑚(𝑅) 

𝐶 = 𝐴.𝐵 = �

𝐶 ∈ ℳ𝑛,𝑚(𝑅)

𝐶𝑖𝑗 = �𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗

𝑝

𝑘=1

 

 : مثال

 : لدینا المصفوفتین

𝐴 = �
2 2 0
0 2 0
0 0 2

� ;𝐵 =

⎝

⎜
⎛

1
2 − 1

2 0

0 1
2 0

0 0 1
2⎠

⎟
⎞

𝐶 = � 1 2
−1 −2   3

−3� ;𝐷 = �
1 1 0
0 1 0
0 0 1

�

 

;𝐴.𝐵احسب    𝐶.𝐷 

 

 : الحل

𝐴.𝐵 = �
2 2 0
0 2 0
0 0 2

� .

⎝

⎜
⎜
⎛

1
2 −

1
2 0

0
1
2 0

0 0
1
2⎠

⎟
⎟
⎞

= �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� 
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𝐶.𝐷 = � 1 2
−1 −2   3

−3��
1 1 0
0 1 0
0 0 1

� = � 1 3
−1 −3    3

−3� 

 خواص ضرب المصفوفات :

• A. (𝐵.𝐶) = (𝐴.𝐵).𝐶 

 : مثال

�� 1 0
−2 1� �

2 1
9 0�� �

−1 −1
1 4 � = � 1 0

−2 1� ��
2 1
9 0� �

−1 −1
1 4 �� 

�2 1
5 −2� �

−1 −1
1 4 � = � 1 0

−2 1� �
−1 2
−9 −9� 

�−1 2
−7 −13� = �−1 2

−7 −13� 

• A. (𝐵 + 𝐶) = (𝐴.𝐵) + (𝐴.𝐶) 

 : مثال

⎝

⎜
⎛

0 1 2
1
2 −2 −6
1
2 3 9

⎠

⎟
⎞
��

1
3
0
� + �

1
0
−1

�� =

⎝

⎜
⎛

0 1 2
1
2 −2 −6
1
2 3 9

⎠

⎟
⎞
�

2
3
−1

� = �
1
1
1
�

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

⎝

⎜
⎛

0 1 2
1
2 −2 −6
1
2 3 9

⎠

⎟
⎞
�

1
3
0
�

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

⎝

⎜
⎛

0 1 2
1
2 −2 −6
1
2 3 9

⎠

⎟
⎞
�

1
0
−1

�

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 

=

⎝

⎜
⎛

3
1
2 − 6
1
2 + 9

⎠

⎟
⎞

+

⎝

⎜
⎛

−2
1
2 + 6
1
2 − 9

⎠

⎟
⎞

= �
1
1
1
� 

• (𝐀 + 𝐵). (𝐶) = (𝐴.𝐶) + (𝐵.𝐶) 

 : مثال

 : لدینا

𝐴 = �
1 0 −1
−1 2 0
0 0 −1

� ;𝐵 = �
0 1 1
1 −1 0
0 0 2

� ;𝐶 = �
1 −1 0
0 1 0
0 0 1

� 

𝐴] : احسب + 𝐵].𝐶;   ([𝐴.𝐶] + [𝐵.𝐶]) 
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��
1 0 −1
−1 2 0
0 0 −1

� + �
0 1 1
1 −1 0
0 0 2

���
1 −1 0
0 1 0
0 0 1

� = �
1 1 0
0 1 0
0 0 1

��
1 −1 0
0 1 0
0 0 1

�

= �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� 

��
1 0 −1
−1 2 0
0 0 −1

��
1 −1 0
0 1 0
0 0 1

�� + ��
0 1 1
1 −1 0
0 0 2

��
1 −1 0
0 1 0
0 0 1

�� 

= �
1 −1 −1
−1 3 0
0 0 −1

� + �
0 1 1
1 −2 0
0 0 2

� = �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� 

 مصفوفة مثلثیة علویة ھي عبارة عن مصفوفة مثلثیة علویة ×ضرب مصفوفة مثلثیة علویة  •

 : مثال

 : لدینا

𝐴 = �
−1 0 4
0 2 −2
0 0 −3

�   ;𝐵 = �
1 3 0
0 −2 −7
0 0 1

� 

 𝐴.𝐵احسب 

 : الحل

𝐴.𝐵 = �
−1 0 4
0 2 −2
0 0 −3

��
1 3 0
0 −2 −7
0 0 1

� = �
−1 −3 4
0 −4 −16
0 0 −3

� 

 مصفوفة مثلثیة سفلیة ھي عبارة عن مصفوفة مثلثیة سفلیة ×ضرب مصفوفة مثلثیة سفلیة  •

 : مثال

 : لدینا

𝐴 = �
−1 0 0
−3 2 0
−2 3 1

�   ;𝐵 = �
1 0 0
2 −2 0
3 2 1

� 

 𝐴.𝐵احسب 

𝐴.𝐵 = �
−1 0 0
−3 2 0
−2 3 1

��
1 0 0
2 −2 0
3 2 1

� = �
−1 0 0
1 −4 0
7 −4 1

� 

 ملاحضة:

 تبدیلي معناه: بالصفة عامة ضرب المصفوفات لیس
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A. B ≠ B. A 

 : حالة خاصة

𝐴اذا كانت المصفوفة   ∈ ℳ(𝑛)(𝑅)  ولدینا مصفوفة الوحدة𝐼𝑛 اذن : 

𝐼𝑛.𝐴 = 𝐴. 𝐼𝑛 

 : مثال

A = �1 0
1 0�           𝐵 = �0 1

0 0� 

A. B = �0 1
0 1�            𝐵.𝐴 = �1 0

0 0� 

 : ملاحضة

 صفریةیمكن ان نحصل على مصفوفة  صفریتیینضرب مصفوفتان غیر 

�0 0
1 0� . �0 0

1 0� = �0 0
0 0� 

 : اذن

𝐴.𝐵 = 0 ⇏ 𝐴 = 0 𝑜𝑢 𝐵 = 0 

 : عددا صحیحا غیر سالب اذن 𝑘مصفوفة مربعة و كان  𝐴اذا كانت 

𝐴0 = 𝐼 

𝐴𝑘.𝐴 = 𝐴𝑘+1 

 : مثال

𝐴 : لیكن المصفوفة ∈ ℳ3( ) 

𝐴 = �
−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

� 

 𝐴𝑛احسب 

𝐴2 = �
−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

� .�
−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

� = �
1 0 0
0 1 0
0 0 4

� 

𝐴3 = 𝐴2.𝐴 = �
1 0 0
0 1 0
0 0 4

� .�
−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

� = �
−1 0 0
0 −1 0
0 0 8

� 

𝐴4 = 𝐴3.𝐴 = �
−1 0 0
0 −1 0
0 0 8

� .�
−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

� = �
1 0 0
0 1 0
0 0 16

� 
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𝐴𝑛 = �
(−1)𝑛 0 0

0 (−1)𝑛 0
0 0 (2)𝑛

� 

 : خاصیة

𝐴   : لتكن المصفوفتان ∈ ℳ𝑛( ) ;  𝐵 ∈ ℳ𝑛( 𝐴.𝐵  : بحیث  ; ( = 𝐵.𝐴 

 : اذن

(𝐴 + 𝐵)𝑝 = ��
𝑝
𝑘� .𝐴𝑝−𝑘 .𝐵𝑘

𝑝

𝑖=1

 

 

 : قسمة مصفوفات

 

 (rang d’une matrice) : رتبة مصفوفة

𝐴 رتبة مصفوفة  ∈ ℳ(𝑛,𝑚)(𝑅) او الاعمدة المستقلة خطیا . ھو عدد الاسطر 

1 ≤ 𝑟𝑔(𝐴) ≤ 𝑀𝑖𝑛(𝑛,𝑚) 

 : مثال

 : اوجد رتبة المصفوفة التالیة

𝐴 = �
√2
1
0
√2

 0
 0
−1
−1

−2
−√2
−2
−4

6
  3√2
−4
2

� 

 : نلاحظ ان

𝐴 = �
√2
1
0
√2

 0
 0
−1
−1

−2
−√2
−2
−4

6
  3√2
−4
2

� 𝐿1 = √2𝐿2
𝐿4 = 𝐿1 + 𝐿3

��������������������������⃗
 

𝑟𝑔(𝐴)  : اذن = 2 

 : طریقة المحدد

𝐴 رتبة مصفوفة  ∈ ℳ(𝑛)(𝑅) 𝑟𝑔(𝐴) = 𝑛 اذا كان : 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) ≠ 0 ⇔ 1 ≤ 𝑟𝑔(𝐴) = 𝑛  

𝐴و تكون رتبة المصفوفة   ∈ ℳ(𝑛)(𝑅)  𝑟𝑔(𝐴) = 𝑛 −  : اذا كان 1
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𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 0   ⇔ 1 ≤ 𝑟𝑔(𝐴) ≤ 𝑛 − 1 

𝑛الجزئیة من الرتبة  المحدداترتبة المصفوفة في ھذه الحالة نحسب  لمعرفةو  − ان وجد على الاقل  1

𝑛)محدد جزئي غیر معدوم اذن الرتبة ھي  − 1) 

 : مثال

 

𝐴 =

⎝

⎜
⎛

0 0 −1

−
√2
2 −1 3

1
√2

1 −𝑒2
⎠

⎟
⎞

 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = �
�

0 0 −1

−
√2
2 −1 3

1
√2

1 −𝑒2
�
� = 0 

 : اذن

1 ≤ 𝑟𝑔(𝐴) ≤ 2 

 : اذن   2من الدرجة  Aوعلیھ نحسب محدد المصفوفة 

�−1 3
1 −𝑒2� = 𝑒2 − 3 ≠ 0 

𝑟𝑔(𝐴) = 2 

   (échelonnée) : او المصفوفة المختزلة  Gauss رتبة مصفوفة بطریقة

𝑛)او من الدرجة   تستعمل ھذه الطریقة في المصفوفة المربعة  × 𝑚) 

 ورتبة المصفوفة ھو عدد العناصر التي توجد في القطر الرئیسي ولا لاتساوي الصفر 

 : مثال

 : المصفوفات التالیة

𝐴 = �
1 1 1
1 2 3
1 3 4

� ;𝐵 = �
2
4
2

   
3
1
0
� ;𝐶 = � 1 2 1

−1 −2 0� 

  Gaussبطریقة A ,B ,Cاحسب رتبة المصفوفات 

 : الحل
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𝐴 = �
1 1 1
1 2 3
1 3 4

�
𝐿2 = 𝐿2 − 𝐿1
𝐿3 = 𝐿3 − 𝐿1

��������������������������⃗
�

1 1 1
0 1 2
0 2 3

�  𝐿3 = 𝐿3 − 2𝐿2�����������������������������⃗  �
1 1 1
0 1 2
0 0 −1

� 

𝑟𝑔(𝐴) = 3 

𝐵 = �
2
4
2

   
3
1
0
�𝐿2 = 𝐿2 − 2𝐿1�����������������������������⃗ �

2
0
2

   
3
−5
0
�𝐿3 = 𝐿3 − 𝐿1��������������������������⃗ �

2
0
0

   
3
−5
−3

� 

〈(2; −5) ≠ 0〉 ⇔ 𝑟𝑔(𝐵) = 2 

𝐶 = � 1 2 1
−1 −2 0� 𝐿2 = 𝐿2 − 𝐿1��������������������������⃗ �1 2 1

0 0 1� 

〈(2 ≠ 0;  0 = 0)〉 ⇔ 𝑟𝑔(𝐶) = 1 

 المصفوفة المرافقة لتطبیق خطي :

 (matrice inversible) : المصفوفة المعكوسة .1

𝐴لتكن  ∈ ℳ𝑛 ∈ (𝐾)  مصفوفة مربعة من الدرجة𝑛  نقول ان المصفوفة𝐵   معكوس(inverse) 

𝐵اذا كانت المصفوفة   𝐴للمصفوفة  ∈ ℳ𝑛 ∈ (𝐾)  مربعة و من الدرجة𝑛 تحقق : 

𝐴.𝐵 = 𝐵.𝐴 = 𝐼 

 𝐴−1قابلة للعكس. ونرمز لمعكوس المصفوفة بالرمز 𝐴   في ھذه الحالة نقول ان المصفوفة 

 : نضریة

 یكون للمصوفة المربعة معكوس واحد على الاكثر.

𝐴اذن لتكن  ∈ ℳ𝑛 ∈ (𝐾)  مصفوفة مربعة من الدرجة𝑛  ونضامیة : 

𝐴 = �
𝑎11 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

� 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) ≠ 0 

  : ملاحضة

𝐴اذا قبلت المصفوفة   ∈ ℳ𝑛(𝑅) .مصفوفة معكوسة فھي وحیدة 

𝐴تكون المصفوفة  ∈ ℳ𝑛(𝑅) قالبة للعكس اذا كان : 

• 𝑑𝑒𝑡(𝐴) ≠ 0 

𝐴لیس قیمة ذاتیة للمصفوفة  0 • ∈ ℳ𝑛(𝑅) 

 : مثال

 : خواص المصفوفة المعكوسة



 
 les Matrices  المصفوفات  : الفصل الثالث

𝐼−1 معكوس مصفوفة الوحدة ھي نفسھا  • = 𝐼 

 : معكوس ولدینا 𝐴−1معكوس ا فان للمصفوفة   Aاذا كان للمصفوفة  •

(𝐴−1)−1 = 𝐴 

,Aاذا كان للمصفوفة  • 𝑒𝑡  𝐵  معكوس فان للمصفوفة𝐴.𝐵 معكوس : 

(𝐴.𝐵)−1 = 𝐴−1.𝐵−1 

 : معكوس ولدینا 𝐴𝑘معكوس ا فان للمصفوفة   Aاذا كان للمصفوفة  •

(𝐴𝑘)−1 = (𝐴−1)𝑘 

𝑟 معكوس و كان   Aاذا كان للمصفوفة  • ∈ 𝑅; 𝑟 ≠  : معكوس ولدینا rAا فان للمصفوفة 0

(𝑟𝐴)−1 =
1
𝑟 𝐴

−1 

 : النضام الخطي یقبل حل وحید یكون من الشكلمعكوس فان  Aاذا كان للمصفوفة  •

𝑋 = 𝐴−1. 𝑏 

 : ملاحضة

 اذا كان 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 0 

 لا تقبل معكوس. Aالمصفوفة 

 : مثال

𝐴 = �
2 1 −3

ln 𝑒2 √2 2
√2 1 √2

�  

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 2 �√2 2
1 √2

� − �𝑙𝑛 𝑒
2 2

√2 √2
� − 3 �𝑙𝑛 𝑒

2 √2
√2 1

� 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 0 

 لا تقبل معكوس لھا. Aالمحدد معدوم اذن المصفوفة 

 (calcule de matrice inversible) : حساب معكوس مصفوفة

 : لحساب معكوس مصفوفة نتبع الخطوات الاتیة

 : طریقة المحدد

 𝑑𝑒𝑡(𝐴)  : المصفوفة نحسب محدد

 𝑐𝑜𝑚(𝐴) : (comatrice)نحسب مرافق المصفوفة 
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𝑐𝑜𝑚(𝑨) = �
𝑪𝟏𝟏 ⋯ 𝑪𝟏𝒏
⋮ ⋱ ⋮

𝑪𝒏𝟏 ⋯ 𝑪𝒏𝒏
� 

 : بحیث

  𝐶𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝐷𝑖𝑗 المعاملا المرافقة 

  𝐷𝑖𝑗المحددات الجزئیة 

 : نحسب منقول المصفوفة المرافقة

𝑐𝑜𝑚(𝐴)𝑡 = �
𝐶11 ⋯ 𝐶𝑛1
⋮ ⋱ ⋮
𝐶1𝑛 ⋯ 𝐶𝑛𝑛

� 

 : النتیجة

𝑨−𝟏 =
𝟏

𝒅𝒆𝒕(𝑨) 𝒄𝒐𝒎(𝑨)𝒕 

 : مثال

𝐴 = �
1 0 −1
2 −2 1
0 −2 0

� 

 : نحسب المحدد

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = �
1 0 −1
2 −2 1
0 −2 0

� = − �
0 −2 0
2 −2 1
1 0 −1

� = −�2 �2 1
1 −1�� = 6 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 6 ≠ 0 

 تقبل معكوس لھا. Aاذن المصفوفة 

 : 2خطوة 

 : Aنبحث عن المصفوفة المرافقة ل

𝑐𝑜𝑚(𝐴) =

⎝

⎜⎜
⎛

+ �−2 1
−2 0� − �2 1

0 0� + �2 −2
0 −2�

− � 0 −1
−2 0 � + �1 −1

0 0 � − �1 0
0 −2�

+ � 0 −1
−2 1 � − �1 −1

2 1 � + �1 0
2 −2�⎠

⎟⎟
⎞

 

𝑐𝑜𝑚(𝐴) = �
2 0 −4
2 0 2
−2 −3 −2

� 

 : 3خطوة 
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 : نبحث عن منقول مصفوفة المرافقة

[𝑐𝑜𝑚(𝐴)]𝑡 = �
2 2 −2
0 0 −3
−4 2 −2

� 

 : 4خطوة 

 : حساب منقول مصفوفة

𝐴−1 =
[𝑐𝑜𝑚(𝐴)]𝑡

𝑑𝑒𝑡(𝐴) =

⎝

⎜
⎜
⎛

1
3

1
3 −

1
3

0 0 −
1
2

−
2
3

1
3 −

1
3⎠

⎟
⎟
⎞

 

 : التاكد من صحة النتیجة

𝑨.𝑨−𝟏 = 𝑰𝟑 

𝐴.𝐴−1 = �
1 0 −1
2 −2 1
0 −2 0

�

⎝

⎜
⎜
⎛

1
3

1
3 −

1
3

0 0 −
1
2

−
2
3

1
3 −

1
3⎠

⎟
⎟
⎞

= �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� 

𝐴−1.𝐴 =

⎝

⎜
⎜
⎛

1
3

1
3 −

1
3

0 0 −
1
2

−
2
3

1
3 −

1
3⎠

⎟
⎟
⎞
�

1 0 −1
2 −2 1
0 −2 0

� = �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� 

 Gauss : طریقة

 : نتبع الخطوات الاتیة Gaussلایجاد معكوس مصفوفة بطریقة 

 1: خطوة

والتي ھي عبارة عن المصفوفة المراد البحث   (matrice augmentée)نقوم بتشكیل المصفوفة الموسعة

 : عن معكوسھا مع مصفوفة الوحدة بالشكل التالي

(𝐴/𝐼) = �
𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎11

� �
1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 1

�� 

 : 2خطوة 
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 : نقوم ببعض العملیات الاولیة على المصفوفة الموسعة بحیث تصبح من الشكل

(𝐼/𝐴−1) = �
1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 1

� �
𝑎11∗ ⋯ 𝑎1𝑛∗
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1∗ ⋯ 𝑎11∗
�� 

 : مثال

 Gaussباستعمال طریقة Aوجدمعكوس المصفوفة ا 

𝐴 = �
1 1 1
1 2 3
1 3 4

� 

 : 1خطوة 

 : حساب المحدد

𝑑𝑒𝑡(𝐴) ≠ 0 

 : 2خطوة 

 : تشكیل المصفوفة الموسعة

(𝐴|𝐼) = ��
1 1 1
1 2 3
1 3 4

� � �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

�� 

(𝐴|𝐼)

= ��
1 1 1
1 2 3
1 3 4

� � �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

��𝐿2 = 𝐿2 − 𝐿1��������������������������⃗ ��
1 1 1
0 1 2
1 3 4

� � �
1 0 0
−1 1 0
0 0 1

��

= 𝐿3 = 𝐿3 − 𝐿1��������������������������⃗ ��
1 1 1
0 1 2
0 2 3

� � �
1 0 0
−1 1 0
−1 0 1

�� 

= 𝐿3 = 𝐿3 − 2𝐿2�����������������������������⃗ ��
1 1 1
0 1 2
0 0 −1

� � �
1 0 0
−1 1 0
1 −2 1

�� 

= 𝐿3 = −𝐿3�������������������⃗ ��
1 1 1
0 1 2
0 0 1

� � �
1 0 0
−1 1 0
−1 2 −1

�� 

= 𝐿2 = 𝐿2 − 2𝐿3�����������������������������⃗ ��
1 1 1
0 1 0
0 0 1

� � �
1 0 0
1 −3 2
−1 2 −1

�� 
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= 𝐿1 = 𝐿1 − 𝐿3��������������������������⃗ ��
1 1 0
0 1 0
0 0 1

� � �
2 −2 1
1 −3 2
−1 2 −1

�� 

= 𝐿1 = 𝐿1 − 𝐿2��������������������������⃗ ��
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� � �
1 1 −1
1 −3 2
−1 2 −1

�� 

= ��
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� � �
1 1 −1
1 −3 2
−1 2 −1

�� 

 : اذن

𝐴−1 = �
1 1 −1
1 −3 2
−1 2 −1

� 

 : التاكد من صحة النتیجة

𝐴.𝐴−1 = �
1 1 1
1 2 3
1 3 4

� .�
1 1 −1
1 −3 2
−1 2 −1

� = �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� 

 : مثال

𝐴 = �
−2 1 −2
−1 −1 −1
−1 1 −2

� 

 : 1خطوة 

 : حساب المحدد

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = �
−2 1 −2
−1 −1 −1
−1 1 −2

� = �
−1 0 0
−1 −1 −1
−1 1 −2

� = −1 �−1 −1
1 −2� = −3 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = −3 ≠ 0 

 تقبل معكوس لھا. Aاذن المصفوفة 

 : 2خطوة 

 : تشكیل المصفوفة الموسعة

(𝐴|𝐼) = ��
−2 1 −2
−1 −1 −1
−1 1 −2

� � �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

�� 
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                      (𝐴|𝐼) = ��
−2 1 −2
−1 −1 −1
−1 1 −2

� � �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

��𝐿1 = 𝐿1 − 𝐿3��������������������������⃗  

                               = ��
−1 0 0
−1 −1 −1
−1 1 −2

� � �
1 0 −1
0 1 0
0 0 1

��𝐿2 = 𝐿3 − 𝐿2��������������������������⃗  

                             = ��
−1 0 0
0 2 −1
−1 1 −2

� � �
1 0 −1
0 −1 1
0 0 1

��𝐿3 = 𝐿3 − 𝐿1��������������������������⃗  

                            = ��
−1 0 0
0 2 −1
0 1 −2

� � �
1 0 −1
0 −1 1
−1 0 2

��𝐿2 = 𝐿3 − 2𝐿2�����������������������������⃗  

             = ��
−1 0 0
0 −3 0
0 1 −2

� � �
1 0 −1
−1 2 0
−1 0 2

��
𝐿1 = −𝐿1
𝐿2 = −𝐿23

��������������������⃗
 

            =

⎝

⎛�
1 0 0
0 1 0
0 1 −2

� �� �
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�
�

�

⎝

⎜
⎛
−1 0 1
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⎞
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 : اذن

𝐴−1 = −
1
3�

3 0 −3
−1 2 0
−2 1 3

� 

 : تاكد من صحة النتیجة

𝐴.𝐴−1 = 𝐼3 



 
 les Matrices  المصفوفات  : الفصل الثالث

𝐴.𝐴−1 = −
1
3�

−2 1 −2
−1 −1 −1
−1 1 −2

� .�
3 0 −3
−1 2 0
−2 1 3

� 

= −
1
3�

−3 0 0
0 −3 0
0 0 −3

� = 𝐼3        


