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 التطبیقات الخطیة 

 تعریف التطبیق الخطي  .1

 نواة و صورة التطبیق الخطي  .2

 تباین و تغامر التطبیق الخطي  .3

 : تعریف التطبیق الخطي

الشرطیین إذا تحقق  𝐹 نحو  𝐸معرف من  𝑓نقول أن التطبیق  ,ℝشعاعین على    فضائیین 𝐹 و𝐸 لكٌن 

 : التالیین

1. ∀𝑥,𝑦 ∈ 𝐸 × 𝐸,𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 

2. ∀𝑥,∈ 𝐸, 𝜆𝜆 ∈ ℝ,𝑓(𝜆𝜆𝑥) = 𝜆𝜆𝑓(𝑥) 

 : في شرط واحد كما یلي1,2 كما یمكن دمج الشرطین 

 

1. ∀𝑥,𝑦 ∈ 𝐸 × 𝐸,∀𝜆𝜆 ,𝜇 ∈ ℝ × ℝ ,𝑓(𝜆𝜆𝑥 + 𝜇𝑦) = 𝜆𝜆𝑓(𝑥) + 𝜇𝑓(𝑦) 

 : ملاحظة

𝑓(0𝐸)اذا كان ≠ 0𝐹  نقول ان التطبیق غیر خطي 

 : تطبیق

 بین ھل التطبیقات التالیة خطیة ام لا

1. f:ℝ3 → ℝ2,    𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 − 𝑦, 𝑥 + 𝑧) 

f:ℝ3 → ℝ2,    𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 − 𝑦 + 1, 𝑥 + 𝑧 − 1) 

 الحل 

1. f:ℝ3 → ℝ2,    𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 − 𝑦, 𝑥 + 𝑧) 

 : نتحقق من الشرط الاول

1. ∀𝑥,𝑦 ∈ 𝐸 × 𝐸,𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 

 

∀𝑥 ∈ 𝐸 ⇒  (𝑥, 𝑦, 𝑧),   ∀𝑦 ∈ 𝐸 ⇒ (𝑥′,𝑦′, 𝑧′)   
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𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥 + 𝑥′,𝑦 + 𝑦′, 𝑧 + 𝑧′)

= �2(𝑥 + 𝑥′)− (𝑦 + 𝑦′), (𝑥 + 𝑥′) + (𝑧 + 𝑧′)�

= (2𝑥 − 𝑦, 𝑥 + 𝑧) + (2𝑥′ + 𝑦′,𝑥′ + 𝑧′) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 

 : التحقق من الشرط الثاني

2. ∀𝑥,∈ 𝐸, 𝜆𝜆 ∈ ℝ,𝑓(𝜆𝜆𝑥) = 𝜆𝜆𝑓(𝑥) 

∀𝑥 ∈ 𝐸 ⇒  (𝑥,𝑦, 𝑧), 𝜆𝜆𝑥 = (𝜆𝜆𝑥, 𝜆𝜆𝑦, 𝜆𝜆𝑧) 

𝑓(𝜆𝜆𝑥) = 𝑓(𝜆𝜆𝑥, 𝜆𝜆𝑦, 𝜆𝜆𝑧) = (2𝜆𝜆𝑥 − 𝜆𝜆𝑦, 𝜆𝜆𝑥 + 𝜆𝜆𝑧) = 𝜆𝜆(2𝑥 − 𝑦, 𝑥 + 𝑧)

= 𝜆𝜆𝑓(𝑥) 

 2: التطبیق

𝑓 �
0
0
0
� = � 1

−1� 

� نلاحض ان 
0
0
0
� ≠ � 1

−1� ⇒ 0ℝ3 ≠ 0ℝ2 

 اه صورة الصفر لا تساوي الصفر نمع

 :3تطبیق 

𝑓:𝑅3⟦𝑋⟧ → 𝑅3

𝑓(𝑃) = �𝑃(−1),   𝑃(0),   𝑃(1)�
 

 تطبیق خطي  𝑓بین ان   .1

 تطبیق خطي تقابلي  𝑓ھل  .2

 الحل :

∀𝑝1,𝑝2  ∈ ℝ3⟦𝑋⟧  ∀ 𝛼,𝛽 ∈ ℝ 

𝑓(𝛼𝑝1 + 𝛽𝑝2) = 𝛼𝑝1 + 𝛽𝑝2 

𝑓(𝛼𝑝1 + 𝛽𝑝2) = �(𝛼𝑝1 + 𝛽𝑝2)(−1); (𝛼𝑝1 + 𝛽𝑝2)(0); (𝛼𝑝1 + 𝛽𝑝2)(1)�

= ��𝛼𝑝1(−1);𝛼𝑝1(0);  𝛼𝑝1(1)�+ �𝛽𝑝2(−1);  𝛽𝑝2(0);  𝛽𝑝2(1)�

= 𝛼�𝑝1(−1);𝑝1(0); 𝑝1(1)� + 𝛽�𝑝2(−1);𝑝2(0); 𝑝2(1)�� 

 النتیجة :

𝑓  تطبیق خطي 
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𝑓  تطبیق خطي تقابلي معناه𝑓 متباین + غامر 

 متباین ؟ 𝑓ھل 

 𝑓  متباین⇐ 𝑘𝑒𝑟(𝑓) = {0𝐸}  

 : 𝑘𝑒𝑟(𝑓)تعیین 

𝑝 ∈ ℝ3⟦𝑋⟧ ⇒ 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥3 

{𝑘𝑒𝑟(𝑓) = 0 ⇒ 𝑝(−1) = 0;𝑝(0) = 0;𝑝(1) = 0 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑎 − 𝑏 + 𝑐 − 𝑑 = 0 (1)

𝑎 = 0
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 0 (2)

(1) + (2) = 𝑐 = 0
−𝑏 = 𝑑

 

𝑝 ∈ ℝ3⟦𝑋⟧ ⇒ 𝑏𝑥 − 𝑏𝑥3 = 𝑏(𝑥 − 𝑥3) 

𝑘𝑒𝑟(𝑓) = 𝑣𝑒𝑐𝑡〈(𝑥 − 𝑥3) ≠ 0〉 

𝑑𝑖𝑚𝑘𝑒𝑟(𝑓) = 1 

   𝑓 لیس تطبیق متباین 

 غامر؟ 𝑓ھل 

𝑖𝑚(𝑓) = 𝑅3 

 من نظریة البعد لدینا 

𝑑𝑖𝑚𝑘𝑒𝑟(𝑓) + 𝑑𝑖𝑚𝑖𝑚(𝑓) = 𝑑𝑖𝑚𝑅3 

𝑑𝑖𝑚𝑖𝑚(𝑓) = 3 − 1 = 2 

   𝑓  لیس تطبیق غامر 

 : التطبیق الخطي المتباین  خطي,نواة تطبیق 

 : تعریف

مجموعة   𝑘𝑒𝑟(𝑓)و نرمز لھا بالرمز  fنعرف نواة  Fنحو   Eتطبیق خطي معرف من  𝑓 لیكن

 : التي صورھا معدومة  𝑓العناصر من 

𝑘𝑒𝑟(𝑓) = {𝑥 ∈ 𝐸 /  𝑓(𝑥) = 0𝐹} 

 1: ملاحظة

 Eھیا فضاء شعاعي جزئي من  𝑘𝑒𝑟(𝑓)اذن  Fنحو   Eتطبیق خطي معرف من  𝑓اذا كان 

 2: ملاحظة

 : انھ متباین اذا و فقط اذا كان Fنحو   Eتطبیق خطي معرف من  𝑓نقول عن 
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𝑘𝑒𝑟(𝑓) = {0𝐸} 

 

 :مثال

f: ℝ3 → ℝ2 

𝑓(𝑥,𝑦, 𝑧) = {(𝑥 + 𝑦 − 𝑧),𝑥 − 𝑧} 

  𝑘𝑒𝑟(𝑓)عین اساس  .1

 متباین 𝑓ھل  .2

𝑘𝑒𝑟(𝑓) = {𝑥 ∈ 𝐸 /  𝑓(𝑥) = 0𝐹} 

�(𝑥 + 𝑦 − 𝑧) = 0 ⇒ 𝑦 = 0
 𝑥 − 𝑧 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑧

� 

 

𝑘𝑒𝑟(𝑓) = �𝑥 = �
𝑧
0
𝑧
� = 𝑧 �

1
0
1
�  / 𝑧 ∈ ℝ 

𝑘𝑒𝑟(𝑓) = 𝑣𝑒𝑐𝑡 〈�
1
0
1
�〉 

𝑑𝑖𝑚 𝑘𝑒𝑟(𝑓) = 1 

𝑣𝑒𝑐𝑡اذن الشعاع  〈�
1 
0
1
  𝑘𝑒𝑟(𝑓)یشكل اساس ل  〈�

 

𝑘𝑒𝑟(𝑓)لدینا  = 𝑣𝑒𝑐𝑡 〈�
1
0
1
�〉 ≠ 0ℝ3 

 : مثال

f: ℝ3 → ℝ3 

𝑓(𝑥,𝑦, 𝑧) = {2𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑦 − 𝑧, 𝑥 − 𝑦} 

  𝑘𝑒𝑟(𝑓)عین اساس  .1

 متباین 𝑓ھل  .2

𝑘𝑒𝑟(𝑓) = {𝑥 ∈ 𝐸 /  𝑓(𝑥) = 0𝐹} 
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�
2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 ⇒ 4𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0

 𝑦 − 𝑧 = 0 ⇒ 𝑦 = 𝑧
𝑥 − 𝑦 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑦

� 

𝑘𝑒𝑟(𝑓) = 𝑣𝑒𝑐𝑡 〈�
0
0
0
�〉 

𝑣𝑒𝑐𝑡اذن الشعاع  〈�
0
0
0
  𝑘𝑒𝑟(𝑓)یساوي الشعاع المعدوم فھو لا یشكل اساس ل   〈�

𝑘𝑒𝑟(𝑓)لدینا  = 𝑣𝑒𝑐𝑡 〈�
0
0
0
�〉 = 0ℝ3  اذن(𝑓) . تطبیق متباین 

 التطبیق الخطي الغامر:صورة تطبیق خطي 

 تعریف :

مجموعة صور   𝑖𝑚(𝑓)و نرمز لھا بالرمز  𝑓نعرف صورة  Fنحو   Eتطبیق خطي معرف من  𝑓لیكن

  :  Eفي  xكل الاشعة 

𝑖𝑚(𝑓) = {𝑓(𝑥)  / 𝑥 ∈ 𝐸   } = {∀ 𝑦 ∈ 𝐹,∃𝑥 ∈ 𝐸 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

:ملاحضة  

 نقول عن التطبیق  انھ غامر اذا وفقط اذا كان :

 

𝑖𝑚(𝑓) = 𝐹  

:نضریة  

,𝑒1�لیكن   𝑒2 … … … … … . 𝑒𝑝�  قاعدة معیاریة كیفیة من الفضاءE  صورة𝑖𝑚(𝑓): 

𝑖𝑚(𝑓) = 〈𝑓(𝑒1),𝑓(𝑒2) … … … . .𝑓�𝑒𝑝�〉 

 مثال :

 

f: ℝ3 → ℝ3 

𝑓(𝑥,𝑦, 𝑧) = {𝑥 − 𝑦,𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑧} 

  𝑖𝑚(𝑓)اساس  و صورة عین .1

 غامر 𝑓ھل  .2

 الحل :

𝑖𝑚(𝑓) = {𝑓(𝑥)  / 𝑥 ∈ 𝐸   } 
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𝑖𝑚(𝑓) = 𝑣𝑒𝑐𝑡〈𝑓(𝑒1),𝑓(𝑒2) … … … . .𝑓�𝑒𝑝�〉 

𝑖𝑚(𝑓) = 𝑣𝑒𝑐𝑡 〈𝒱1 = �
1
0
1
� ,𝒱2 = �

−1
1
0
� ,𝒱3 =  �

0
1
1
�〉 

 مرتبطین خطیا :  𝒱2 و  𝒱1نلاحض ان 

 ھو :  𝑓اذن اساس 

ℬ~𝑣𝑒𝑐𝑡 〈𝒱2 = �
−1
1
0
� ,𝒱3 =  �

0
1
1
�〉 

  مستقلان خطیا فھما یشكلان اساس  𝒱3 و 𝒱2بما ان 

𝑑𝑖𝑚�𝑖𝑚(𝑓)� = 2 

𝑖𝑚(𝑓)لدینا :  = 2 ≠ 3 

  لیس غامر  𝑓اذن 

 مثال :

f: ℝ3 → ℝ2 

𝑓(𝑥,𝑦, 𝑧) = {−2𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑥 − 2𝑦 + 𝑧} 

 تطبیق خطي   𝑓بین ان  .1

 و استنتج بعده  𝑘𝑒𝑟(𝑓)عین اساس  .2

 𝑓عین اساس صورة  .3

 الحل :

 

𝑘𝑒𝑟𝑓 = {𝑥 ∈ 𝐸 /  𝑓(𝑥) = 0𝐹} 

�
−2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0                                 ⇒ 𝑥 = 𝑧
𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 0 ⇒ −3𝑥 + 3𝑦 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑦

𝑘𝑒𝑟(𝑓) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥( )}
� 

𝑘𝑒𝑟(𝑓) = 𝑣𝑒𝑐𝑡 〈�
0
0
0
�〉 

 ملاحضة :

 كیف نمیز بین التطبیق الخطي الغامر و المتباین؟
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𝑑𝑖𝑚(𝐹)فضائین شعاعیین منتھي البعد لنفرض ان  F و Eلكن  = 𝑚;   𝑑𝑖𝑚(𝐸) = 𝑛 

 نحو 𝐸 خطي معرف من  𝑓لیكن تطبیق 

1. 𝑓   متباین𝑟𝑎𝑛𝑔(𝑓) = n ⟺ 

2. 𝑓   غامر𝑟𝑎𝑛𝑔(𝑓) = 𝑚⟺ 

3. 𝑓  تقابلي⟺ 𝑓   غامر𝑓  متباین ⟺

 

 

 تطبیقین خطیین:تركیب 

,𝐸,𝐹لیكن  𝑒𝑡 𝐺  فضاءات شعاعیة التطبیق الخطي𝑔 ∘ 𝑓 : معرف كما یلي 

𝐸
𝑓
→ 𝐹

𝑔
→𝐺 

𝑔 ∘ 𝑓 

𝑔 ∘ 𝑓:𝐸 → 𝐺 

𝑔 ∘ 𝑓(𝑥) = 𝑔�𝑓(𝑥)� 

 

 مثال :

 تطبیقین خطیین معرفین كما یلي :   𝑓و  𝑔لیكن 

𝑓:𝐸 → 𝐹                      𝑔:𝐹 → 𝐺 

𝑔بین ان  .1 ∘ 𝑓:𝐸 → 𝐺 تطبیق خطي ؟ 

 مثال:

𝐹: 𝑅3لیكن  → 𝑅2  𝐺: 𝑅2 → 𝑅2  : تطبیقات خطیة معرفة كما یلي 

𝐹(𝑥,𝑦, 𝑧) = (2𝑥, 𝑦 + 𝑧) 

𝐺(𝑥, 𝑦) = ( 𝑦, 𝑥) 

𝐺عین  .1 ∘ 𝐹  و𝐹 ∘ 𝐺 

 الحل :

(𝐺 ∘ 𝐹)(𝑥,𝑦, 𝑧) = 𝐺�𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)� = 𝐺(2𝑥,𝑦 + 𝑧) = (𝑦 + 𝑧, 2𝑥) 

𝐹التطبیق  ∘ 𝐺  غیر ممكن لان 

 رتبة جملة اشعة و رتبة تطبیق خطي :

𝒮𝒮لتكن مجموعة  الاشعة  = �𝒱1,𝒱2, … … . .𝒱𝑝�   جملة من الفضاء الشعاعي𝐸 
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 اي : 𝒮𝒮بعد الفضاء الشعاعي الجزئي المولد ب 𝒮𝒮نسمي رتبة الجملة 

𝑟𝑎𝑛𝑔(𝒮𝒮) = 𝑑𝑖𝑚�𝑣𝑒𝑐𝑡(𝒮𝒮)� 

 ایزومورفیزم الفضائات الشعاعیة :


