Chapitre 2 : Etude des systemes linéaires

|- Systemes de premier ordre
1. Définition
On appelle systeme de premier ordre d entrée e (t) et de sortie s (t) tout systéme régi par une
equation différentielle de type :
90 | )= K eft)
dt
Avec:
K : gan statique,
7 : constante de temps (en s).
En appliquant la transformée de Laplace & cette équation & condition initiale nulle(s(0) = 0).
On peut alors définir la fonction de transfert (ou transmittance) du systéme de premier ordre

par laforme canonique de suivante :

K
1+rp

~—"

(o) =2

E(p)—»{ Hp) [—»Sp)

N—

2. Exemples
Circuit RC :

Charge d' une capacité C au travers d’ une résistance.

Rcddit(ths(t):e(t)

e(t) C == st

A condition initiale est nulle(s(0) = 0) lafonction de transfert est définit par :

H(p):s(p)Z L Avec: 1.=RC.
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Circuit RL :

L

e(t) R s(t)

Figure-1-Circuit RL

A condition initiale nulle(s(0) = 0) lafonction de transfert est définit par :

Systeme mécanique::

Y

S

Avec:

f : coefficient de frottement,

M : masse du corps en mouvement,

F : force extérieure appliquee.

L’ application de la relation fondamentale de la dynamique(RFD) pour ce systéme
donne:

F:Mﬂ+fv
dt

Latransformeée de Laplace, a conditionsinitiales nulles, donne
F(p)=(Mp+ f)V(p)
Lafonction de transfert de ce systeme est :

Ve o 1 _ 1
F(p) Mp+f 1+%p

M S
avec: 7, = T , constante mecanique
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3. Etudetemporelle

a. Réponseindicielle

On considere une entréee(t)= Eu(t) ou u(t)=1 (t > 0) est un échelon unitaire décrit par la

figure suivante:

-

Echelon unitaire u(t)

E(p) =%
()= H(P)E(R) =, 2

s(t) =L [S(p)] = KE (1-exp(~ &) u(t)

s(t) = KE, (1—exp(—%)) u(t)

t(sec)

Pour le systéme de premier ordre on définit les parameétres suivants :
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< Constantedetemps:s(7) = KE,(1-€™) = 0.63KE,
C'est le temps au bout duquel la réponse atteint 63% de la valeur finale. La constante de
temps du systéme caractérise larapidité du régime transitoire.

% Tempsdestabilisation 5% (ou deréponse) : s(3r) = KE,(1-€”) = 0.95KE,
Le temps de réponse est défini comme étant le temps au bout duquel la réponse du systéme ne
S écarte pas de plus de 5% de son état permanent.

Pour le systéme de premier ordret,a 95% = 3r .

b. Réponseauneimpulsion et) =J(t) =1 pour t =0

Y(p) _ K
E(p) 1+mp

. S(p)=ﬁE(p>

ki t
E(p)=E, = S(p>:1i'i°p:k'fo. | done [s="22e
4

(1) = O.36kTE°

KE/T= 5 ‘

4.5 .
4 | .

3.5 | 4
‘ Réponse impulsionnelle
3L d'un systéme de ler ordre

€25

>
2,
37%KE/T
1.5+
l,

0.5F

temps

Réponse impulsionnelle d’un systéme de 1¥ ordre (K E=10).
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st L0 y(t) o e
T

** gt o0 y(t) » 0

c. Réponseaunerampe

Onaeft) = E,tut), soit E(p) =%

KE
S(p)=H(p)E(p) = 7—"=
(p)=H{PE(P)= o )
Décompositions en éléments simpl esS( p)
__KE, _A B _C
P?(l1+rp) p p° 1+7p
B=[ p*S(p)] 507 KEs

C=[(1+7p)S(p)] [P:j): KE,r

T

S(p)

_Ap(l+7p)+B(1+7p)+Cp° _B+(A+Br)p+(C+Ar)p’

__ k5
S( )_p2(1+rp)_ p*(1+7 p)

Par identification terme aterme on aura: KE, = B+ (A+ Br)p+(C+ Ar ) p?

B = kE,
B=I& A=-KE,r
(A+Br)p=0 = S
(C+AT)p2:O =KE,r
: KE, r 1. 1
Final t S(p)=—7————=kE| ——+—=
Inalemen (p) p2(1+rp) EO{ p+p2+1+rp}

En appliquant la transformeée inverse de Laplace, on obtient :

s(t)=L*[s(p)]=K EOTG—H exp(—%)j u(t)

Pout t tend vers !’ infini :

L’ équation de |’ asymptote : y = KE,(t —7)

p’(1+7 p)
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Erreur de trainage : erreur entrée-sortie en régime permanent

&= lim[(e(t)-s(t)]

tO0s e

sk>1lalorsed 1 —o
sk=1laorse - Er
sk«lalorseO [ 4+

4. Etude harmonique (fréquentielle) (p = jw)

La transmittance harmonique du systéme est : H(jw) =

g

Posons «, =1y uza
r

K
1+ ju

H(ju) =

« Modulede H(ju)
K
i
« Argument de H(ju)
¢ =arg[H (ju)] = -arctg(u)
a. Diagrammede Bode

H(ju)

Diagramme asymptotique

Posons |H (ju) =|H|

Etude du module et de I’argument

|H|=k ou|H|, =20log, (k)

» Pour w=0 < u=0= .
$=0

» t(sec)
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k
|H|:ﬁ ou |H| , =20log,,(K)-3

¢ =45

> Pour w=q) = u=1=

IH|=K ou|H|, =20log,,(K)

> Pourw((w, < u({l= {¢:0°

K
> Pourw)) w, = u)l= {|H| = o IH|,, =20log, (K)-20log,(u)
¢ =-90

La représentation asymptotique de Bode en amplitude est donc composée de deux
asymptotes :
v Une asymptote padlele a I'axe des fréquences  pour

(@((a,) |H|, =20log,(K)

v Une asymptote oblique d équation (|H| s = 20log,,(K)-20log,, (u) de
pente(— 20)dB/ décade pour (w)) a,)

v Lepoint d'intersection entre les deux asymptotes est le point ou w=

La représentation asymptotique de Bode en phase est donc composée de deux
asymptotes :
v Une asymptote paralléle al’ axe des fréguences pour (w( ( a) (¢ = O°)

v Une asymptote paralléle a I’ axe des fréquences pour (w)) @) (¢ =-90° )

7127



ISET Kairouan-Tunisie

Frequency (radisec)

Dhagramme de Bode d un systéme de premier ordre

1

Le systéme possede une fréguence de coupure pour w,

T

Remar que pour tracer le diagramme de Bode, il faut utiliser du papier semi-logarithmique.

b. Diagramme de Nyquist
Il représente dans le plan complexe la partie imaginaire en fonction de la partie réelle et qui

lue en fonction de w.

évo

j))

(i

f(red[H

|

On représente Img[H (ja))

Ku
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Y2 =KX - X?
=Y+ X2-kX =0

-kl (5]
:(x—g”z :(g

Lelieu de Nyquist est un cercle de centre( g : O) et derayon (gj

X0

Or Da)D[O, oo[, ona {
Y(0

I
o

w=1/1 W - ©
k/2 0
-k/2 0

w w
X
Y

ol ~

Donc le diagramme de Nyquist est un demi-cercle.

Dizcyamime de myguist

osf L - N
Tyl

04t .
03t .
0zt .
04t ]

ka He

Axeimagiraire
=

-0

02

O3} W Croissante!

04
ast -k

-1 RN -06 -0.4 -0.2 0 0.z 0.4 0.6 0.3 1

Allure de Nyquist pour un systéme de 1¥ ordre
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c. Diagramme de Black

Kk . Kk
H(p)=—— H(jw) =—
(P) 1+1mp = HO®) l+jw
H(jo) -k IH|, = 20logk - 20log(1 + (re)*)"?
1/1"‘(1’6())2 = ¢ = —arctg(row)
¢ =ag(H (jw) = —arctg(Tw)
H(iai= f (ag[H (je)])
20
! AFdE
I
10F | ]
= !_225|°gk'3 2 logk | o
g E ' Fhase (9
'J'Eg 2 A0 ]
T 5 o20f .
o .%
]
=30 .
T w=00| |
=180 -135 - -45 0

Phasze enboude ouwverte (™)
Cper-Loop Phase (deg)

Allure de Black pour un systeme de 1% ordre

II. Systeme de premier ordregénéralisé

1. Définition
On appelle systémes de premier ordre généralisé, les systémes dont I’ équation différentielle
est delaforme suivante::

&= FOREONE

dt

Hypothése : conditions initiales nulles
Lafonction de transfert est :
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S 1+7'
H(p)—EEp)=K L P
p) 1+rp
Soit/]:%, r
S 1+
H(p)_EEp): + Tp
p) 1+7p
2. Exemples

a. Systeme éectrique a avance de phase

R
Re=a il
| |
B
e(t) ¢ RH S
_S(p)
H(p)=2\P/
(p) £(p)
_ R, _ R 1+RCp
H = =
(p) Rli R1+R21+ﬁcp
R, + Cp R+R
1
R.+Cip
Soient: 7 =RC, r:ﬂcet K = R,
R +R, R +R,

1+7p

Finalement on obtient la forme d' un systéme de premier ordre généraliséH (p) = K i
r

a=L =R1F:—R2 y 1= Systéme a avance de phase.
r 2
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b . Systéme éectrique a retard de phase
R1 R

R2 R
e(t) s(t)

Calculons H(p):S(p) 1+RCp _1+7rp
E(p) 1+(R1+R2)Cp 1+7p

Avec: 7 =RC, 71=(R+R,)Cet k=1

a=L = R, (1= Systéme aretard de phase.
r R +R

3. Etudetemporelle

On considére une entréee(t) = E,u(t)

1+A1p
1+7p ' p

= s(t)=KE, (1+(/1 _) exp(-ﬂ] u(t)

Cette réponse est représentée schématiquement, selon lavaleur de A, sur lafigure suivante :

S(p) =H(p)*E(p) =k

A s
AKE,
A>1
KE, r=1
A=0
AKE, %<1
p» t(sec)

Réponses indicielle d’ un systeme de premier ordre généralisé
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Remarque:

Pour A=0 on retrouve le cas du systeme de premier ordre.

On note aussi que pour A>1, le systéme commence par dépasser sa valeur finale, de sorte que

sa sortie atteint des valeurs notables bien plus vite que celle du systeme de premier ordre.

4. Etude harmonique(p = jw)

y_9Yja) _  1+ATjw _ . .
H(Jw)_ E(jw)_K 1+7 jw _H1(Jw)DH2(Jw)

i K
. _ K H(Jw):—
H, ( w)_ij ) H.(jw) G

H,(jw)=1+ 47 jw H,(jw) =41+ (A7 w)

AVeCc

a. Diagramme de Bode
Diagramme asymptotique
_ 1+(Atw)
) = =r AL
1+(7 w)
Module: |H|, = 20log,|H| = 20log,,|H, |+ 20l0g,,[H,|
Argument : Arg[H (jw)] = arg[H, (jw)] +arg[H , (j )]

Premier cas (1 ) 1) systéme & avance de phase

20

[T o o RN [
15 L 1 e e W 1 e M A O s ey I o v | i}
[ n o orrrom (RN o

I orann [N
M=~ TIATAM T " T~ T Tr O
n IR orrn

o4

Phaze (deq)

10 10 10 1" 10 10 10
Frépuence (radisec)

-Diagramme de Bode 'un systéme de 1% ordre généralisé 4 =10%1
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Deuxiéme cas (A( 1) systéme aretard de phase

EEEEELELEEEEEER)

TTTIFY
[NRRTIN]

o
IASER=]

[
3=

P

S

PR

L.

T T ]
' 1 '

—-=lo--1 Lo -
===t===% E=z==== =4
4 === k= =4
SIZCCI L -1
- - R —— L- -4
N e 1 [ ——
1 ] ] T T ] T
L Y e 4
' ' ' ' [ ' '
] ] ] ] 1 ] 1
1 1 1 1 1 1 l
) ) = = [ ) [ L [
AT = =

(Bap) azeyy

Fréguence (radizec)

0.002¢1

Ciagramme de Bode d'un systéme de 1% ordre généralisé A

Remarques:

te un extremum :

ésen

alise, la courbe de phase pr

7

énér

Pour un systeme de premier ordre g

S (A¢1) : un minimum.

s (1)1

;. UN maximum.

H(jo)

b. lieu de niquist :
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Imaginary Axis

_ k1+)l( rw2)2 + i —1)ra; _
1+(r w) 1+(7 w)
k(A+D) ) _(k(A-DY

2 )2
X =k
Y=0

X =kA
YO0

Nyquist Diagram

H (jw)

=Y?+| X

pour w=0

pour wl] [ o

[11. Systemes de second ordre

1. Définition

X+

1Y

0.25 T T T T T T T 0.25 S mm—— :
1GmBIBIBIB dBdE -10dB -6dB \10 6RIB dB dB 42 dBldB
0.2 I A R \ \ 02k \ v br
' [ [l Vo [
[ b e
0.15F Vi 0.5} _‘:\\\
L o \ - [
01l 2008! AR | "20d8 ‘ oal2008 1] L e
' [ A // \ A [ Il | /A
| | \ | [ | / \
0.05f “\\:::\: [ I o 0051 | 1‘”:‘\‘w; / \
\ : : : : R | ~‘ : Z \ o : | JJ \‘
>
R R e B
I I R . [ ! 2 ' [ | ‘( |
-0.05} ¢ N I I \ l | E -005f [ T T N f
/ [ I I I I \ / ; ( | | : ! : | N !
o1l “ 01} AR S
Porrrrig ! P e
0.15 A R I 0.15 N
! ‘\ \ I ! | : (I \‘ |
02F 1 i \‘ : | “ “‘ 0.2p “‘ “ : o
‘f | : [ o 0.2 R : ‘w‘ ‘\ L |
0 25_1 _0‘5‘ 6 0‘5 ° 0.8 -06 04  -02 0
Real Axis Real Axis
Systéme a avance de phase (Y >0) Systéme a retard de phase (Y <0)
b. lieu de black :
Nichols Chart Nichols Chart
60 |
50 —
20LogkA ;P
W — 0
g9 g
5207‘ ‘E
§ 10 i’
20Logk °
— 20Logk
a)_o ’ 71777\777%7\
I I I W —
10 oy ! I I | |
[ Sop b
[ ) [ [ | |
20 ! 760“4‘*‘4‘** : b | !
185 180 25 360 360 315 270 -225  -180 135
Open-Loop Phase (deg) QOpen-Loop Phase (deg)
Systéme a avance de phase (1 >1) Systéme a retard de phase (1 <1)
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ISET Kairouan-Tunisie

On appelle systéme de second ordre d entrée e(t) et de sortie s(t) tout systeme régi par une
équation différentielle de type:

d?s(t) dslt) -
?+2mw0 & + e s(t) = Kagelt)

Avec:

K est le gain statique du systeme (gain en régime permanent).

w, : est appelé pulsation libre ou pulsation naturelle ou pulsation propre du systéme non
amorti (se mesure en rad/s).

m: est appelé amortissement du systeme ou facteur d amortissement ou coefficient

d’ amorti ssement.
En appliquant latransformée de L aplace a conditions initiales nulles (s(0) = 0 et s'(0) = 0)
_S(p) . K4«
H (p) - T2
E(p) p*+2ma,p+af
2. Exemple (Circuit RLC)

i

e (t) C S(t)

i

On appliquant laloi de maille on détermine |’ équation différentielle du circuit

eft)

it)=C

Ri(t)+L
ds(t)
dt

di (1
~sf)

~eft)=LC d;;(t) +RC djft) +st)

En appliquant la transformée de Laplace (T.L) & condition initiales nulles a I'éguation
différentielle précédente on obtient :

E(p)=(LCp*+RCp+1)S(p)
Lafonction de transfert du circuit est défini par :

H(p):s(p): 1 = %
E(p) LCp’+RCp+l p’+Rp+i
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3. Etudetemporelle du systéme de second ordre
L’ équation caractéristique du systeme second ordre est défini par :

E.(p)=D(p)=0

= p°+2mw, p+af =0

= A =af (M -1)

a. Systéme du second or dre hyper-amorti (m>1)

A =awf(m*-1) =0

P, = —Ma, + @V m? _1:_1
L’ équation caractéristique a deux pblesréels: Tll
p, =-Maw, —wyVm? -1=-—
Z-2
k.
H(p):s(p)z K = Ly = kag
E(p) (1+7p)(1+5,p) 2 0¥l p, 1 p*+2meg prag
TlTZ Z-17-2
1
% =
. P . Z-12-2
Par identification on aura :
_ 1 Z-1 + TZ
m__
2 11,

Réponse indicielle

L’ entrée appliquée est un échelon de position e(t) = E,u(t)

:E(p):%
= S(p)=H(p)E(p)= p(1+r1l$?1+rzp)

Latransformée de Laplace inverse de S(p) donne:

17/27



v 2ol £ o

b. Systéme du second ordre critique(m=1)

Ona: m=1=A=0

plzp = - :—l
, = T4 .

_S(P)_. ke _ Kah
H(p)_E(p)_p2+2%p+ag_(p+%)z

Réponseindicielle

e(t)=Eu(t)= E(p) =E_po

KofE, _  KE
p(p+aw)” p(+rp)

s(t)=L" {ﬁ} = kE, {1—(1+£J exp(—;ﬂu(t)

c. Systéme du second ordre oscillant amorti (0(m( 1)

= S(p)=H(p)E(p)=

m(l = A(0
N =-cf(@-m') = jPef@-n?)  (j*=-1)
Donc I’ éguation caractéristique a deux poles complexes conjugués

{pl =M, + jw, Vi-m®

P, = —Ma, — wyv1-m?
Réponseindicielle

Cette réponse est obtenue pour (e{t) = E,u(t)),

Lasortie s(t)du systéme est :

KE, «f
p(p?*+2may, p+af)

S(p)=H(p)E(p)=
=s(t)=L"[S(p)]

~s(t) =ka{1—%én(%m t+t//)}u(t)
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Y =arctg m
m
{ = arccos(m)
Pour |e systéme du second ordre oscillant amorti, on définit:
+« Pseudo pulsation du systéme
Cette pseudo pulsation est définie par @, = %W
« Temps de premier dépassement :
On appelle temps de premier dépassement, I'instant ou la sortie atteint son premier maximum.
Onlenotepart , .

T _ S
t, =————— : Tempsde premier pic

wWyN1-m?
% Dépassement:
On appelle amplitude de premier dépassement, I'amplitude du premier maximum sur la valeur

finale delasortie.

S(tp) B S(oo)
5(co)

En(%): D(%)= ><100=100exp(— ALl j

=

Régime [-weudupérit;pelique R S v ]

Echelon-d'entrée

e If

= t :

%‘ 0. aH kg e —--- -Répime apériodique: .

qE: o6l R{:}_{im?: critigue |
o T N K S S |
(g 5 JURRERRRRAIC SETCORRNAEORG SO RR 2 x ................. -

4 . !.
1] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
l{sec)

Réponses indicielles d' un systeme de second ordre pour m=(0.5;1;3)
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d. Systeme de second ordre oscillant pur (m=0)

m=1=A=-uf
poles p,, =% ja

__kap
H(p)_ p2+&,§

Réponseindicielle

p(p’ +af)

S(t) = KE,(1—cosat)u(t)

Anpitude

2.5

1.5

0.5

-0.5

o] 1000 2000

3000 4000 5000 6000 7000
Time (sec)

8000

4. Etude harmonique des systemes de second ordre(p = jw)

Reégles générale de tracage asymptotique pour e diagramme de Bode

Lesrégles générales pour les tracés asymptotiques sont les suivantes :

« Représenter le module des poles|p,| et des zéros|z | sur I’ axe des pulsations w.

» Chaque fois gu'on rencontre un pole, le tracé asymptotique du module voit sa pente
diminuer de 20db/décade.

* Quant on rencontre un zéro, le tracé asymptotique du module voit sa pente augmenter de

20db/décade.

» Pour un pole négatif ou un zéro positif, le tracé asymptotique de I’ argument diminue de 7—2T

* Pour un pole positif ou un zéro négatif, le tracé asymptotique de I’ argument augmente de

I\J-| N

a. Systeme hyperamorti (m>1)

k

H(p)=(

1+1,p)(1+7,p)
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Lieu de Bode
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Lieu de Black

Nichols Chart

Open-Loop Gain (dB)

360 -315 -270 225 -180 -135 -90  -45 0
Open-Loop Phase (deg)

b. Systéme du second ordre oscillant amorti (0<m<1)

s(i
Latransmittance harmonique du systéme est : H ( jw) = (i) kag

E(jw) -o+2jmuy w+af

w . ORI
Posons u =— : pulsation normalisée (réduite).
0

_ k
1-u*+2jmu

H (ju)

Posons|H(ju)| =|H|

‘H (jU)‘ ] \/(1—u2)i2(+4m2u2

¢ =arg[H(ju)] :—arctg(lz_n:ij

Lieu de Bode
> Pour w=0 «u=0> |H|:k ou |H|dB :20|0910(k)
=0
k
> Pour =y U=l |H|:ﬁ ou |H|, =20log,, (k) - 20log,, (2m)
¢ =-90
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> Pourw(( - u<<1:>{ IH|=k = |H|, =20log,, (K)

¢=0
_ K _ _
> PoUr@)) @ - U )l |H|—? ou |H| , = 20log,, (k) - 40log,, (u)
¢ =-180

La représentation asymptotique de Bode en amplitude est donc composée de deux
asymptotes :
v Une asymptote pardléle a I'axe des  fréguences  pour

(w((a) |H|,=20logy, (k)

v/ Une asymptote oblique d équation (|H| 1 =20log,,(K)-40log,, (u)) de
pente(— 40dB/ décade) pour (w)) w,)

v Lepoint d'intersection entre les deux asymptotes est le point ou (a) = a)o)

La représentation asymptotique de Bode en phase est aussi composée de deux
asymptotes :
v’ Une asymptote paralléle a |’ axe des fréquences pour (w ( ( w,) (¢ = O°)

v Une asymptote parallddle a I'axe des fréguences pour (w)) w,)

(6 =-180°)

Calcul dela pulsation de résonance

d|H (ju) Kk 4u®-4u+8un?

d 2 3
- [(1—u2)2+(2mu)2}2
LIV S u(au® -4 +8m?)=0
du
u=0
=u =+v1-2m°
4u® -4+8n’ =0

W, . )
Or u, =—"- donc w, = wyv1-2m*  pulsation de résonance
wO

L

V2

w est définiequand 1-2m?)0 = m(—= =0.707
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1-m?

2

Facteur de résonnace :

Ho| =[H (j@2)

_[Hua _

IH©O) 2

Pic de résonnace :

1-m?

Q(m)

MP =20logQ = 20log ||:’(“8X)||

1.3 et m=0.42

Q:

Lavaleur optimale de de MP=2.3dB correspond a

Fréguence de résonnance :

wN1-2m? pour 0< m< g

@
=—_ avecw

fr

217

La bande passante a-3dB :

cq)\/(l—Zmz) +4m* —4m* + 2

Whp

0= wy, =1.55w),

pour m

1= wy, =0.64w,

pour m

Bode Diagram
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Frequency (rad/sec)

0. 31rad/s

%rel. 74, WO

[0.1];

nl=
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Bode Diagram

[1 1.1 0.1];
tf(nl,dl);
tf(n2,d2);
tf(n3,d3);

[0.1];
d3=[1 0.63*0.1 0.1];

[0.1];
d2=[1 0.63 0.1];

bode(h1, h2, h3)

di

hl
%=1
n2

h2
%m=0. 1
n3

h3
grid
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Frequency (rad/sec)

f(red[H (jw))

-2

tf(n4, d4);

bode( h4)

[0.1];
d4=[1 0.63*0.005 0. 1];

On représente Img[H (jw)]

Lieu de Nyquist

%n=0. 005 10

n4
h4



Ciagramme de Myouist

e
=
=]
G
E
i)
i
-1.5 -1 -0.5 ] 05 1 15 2
Mg réel
Dhagramme de Nyguist pour les différentes waleurs de m pour un systéme de
second ordre
Lieu deBlack

C’est une courbe de[H ( jaw)| = f (arg[H (Jw)])
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Diagramme de Black

(8P) OF Ua ugs
(ap) e doo-uad

-133 -9

-180
Phase en B0 (™)

-Ara -2
pen-Loop Phase (deg)

=315

360

Diagramime de Black pour les différentes waleurs de m pour un systéme de second

ordre

27127



