Chapitre

Problemes
Hamiltonien et
Eulérien

Partie A. Probléme Hamiltonien

1. Définitions
« Soit G( X,U ) un graphe connexe d'ordre N:\X\ . On appelle chemin

hamiltonien (chaine hamiltonienne), un chemin (une chaine) passant une fois et
une seule par chacun des sommets de G . Un chemin hamiltonien (une chaine
hamiltonienne) est donc ¢lémentaire et de longueur N — 1 .

Un circuit hamiltonien (un cycle hamiltonien) est un circuit (un cycle) qui passe
une fois et une seule par chacun des sommets de G . Un cycle hamiltonien est
donc élémentaire de longueur » .

Un graphe non orienté est un graphe hamiltonien (non orienté) s'il contient un
cycle hamiltonien. Un graphe (orienté€) est un graphe hamiltonien (orienté)s'il
contient un circuit hamiltonien.

Probléeme :

On ne connait pas de solution polynomiale pour la recherche d'un cycle hamiltonien :
cette recherche est donc tres difficile. De plus, il n'existe pas de condition a la fois
nécessaire et suffisante pour I'existence d'un cycle hamiltonien. En outre, s'il existe de
nombreux théorémes concernant l'existence d'un cycle hamiltonien dans un graphe
simple, peu de théorémes existent pour l'existence d'un circuit hamiltonien dans un
graphe orienté.
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2. Condition nécessaire d'existence d'un cycle hamiltonien

-+ Conseil
t une condition nécessaire évidente pour qu'un graphe non orienté soit
hamiltonien est qu'il soit 2 connexe

Cette proposition n'est malheureusement pas suffisante car le graphe de la figure
20 est le graphe 2 connexe non hamiltonien ayant le plus petit nombre de
sommets.

A SCH. 21 : LE PLUS PETIT GRAPHE 2 CONNEXE NON HAMILTONIEN

-+ Conseil
*’ « tout graphe hamiltonien possede un 2 facteur (un arbre couvrant de degré 2)

Cette proposition n'est pas suffisante non plus car le graphe de la figure 21
appelé "graphe de Petersen" n'est pas hamiltonien.

A SCH. 22 : LE GRAPHE DE PETERSEN

3. Condition suffisante d'existence d'un circuit hamiltonien

Lemme :
soit | = [x], Xz, Xk] un chemin d'un graphe G et soit X& 11 un sommet de G tel que

p= Xy, Xg =, Xy X Xiy 1, Xy | 1€ SOIt pas un chemin pour aucun indice i . Alors le

nombre d'arcs m(x,S), reliant X et § = {Xh Xz, Xk}’ veérifie : m(x, )< ‘ S ‘ +1
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Démonstration :
Soient Az{ xi/x;€S,i#k, (x;,x)eU } et Bz{ xi/x;€S,i#k, (x,x,)€U } . Selon

I'hypothése du lemme, OnaAﬂB=Q) ’AUB CS— x| d'oﬁ‘AUB‘S‘S’—l
i3<>n<>m(x,s)<A+]B]+2<AUB+2<s+1-

. Un graphe est fortement connexe si pour toute paire de sommets x , ¥ de x , il
¢ existeun cheminde ;| x,y |dexayetuncheminy| y, x |deyax.

Théoréeme de Meyniel 1973 :
soit G un 1 graphe d'ordre n, sans boucles et fortement connexe. Si pour toute paire x
, Y de sommet non voisins (non adjacents), on a do(x)+dg(y)>2n—1 alors G

contient un circuit hamiltonien.

Démonstration :
Supposons que la condition soit vérifiée mais qu'il n'y ait pas de cycle hamiltonien.
Soient y= | x;, x5, - x, | le plus long circuit et S = | x, x5, -, x; | -

On suppose qu'il n'existe pas de chemin dont les extrémités sont deux points distincts
de S et les autres sommets forment un ensemble non vide de X — § .

La forte connexité de (G implique qu'il existe un circuit [ Sosds 325 " A, So] avec s, € S
et A= {a], ay, - a, } c X — S .Par hypothése, aucun point de 4 ne peut étre adjacent a
un point de § — { So | ,doncpoura ¢ A, se S— { So} ,ona:

m(a,A)<2 A —2;m(s,A)=0;m(aS)<2;m(s8)<2 S —2.

En outre, il ne peut pas y avoir de chemin de longueur 2 entre @ et s avec un sommet
intermediaire dans x _ ( A U S) car ce chemin formerait un chemin interdit de § a §

(avec une partie de H ) par conséquent
m(a,X—(AUS))-{—m(S,X— (AUS>>§2 ‘ X — (AUS> ‘ . Donc « et s ne sont pas

voisins mais dG(a)—FdG(S)SZ(\AH—\SH—‘X—(AUS) ‘)_2§2n _o ce qui

est contradictoire et on a nécessairement un chemin dont les extrémités sont deux
points distincts de § et les autres sommets forment un ensemble non vide de X — §S .

Soit v=| s;,a,, a5, @y, 8, | avec s; € S, s,€ S, 5, #5, , Un chemin dont les extrémités
sont deux points distincts de § avec A= {aj, a, -, a,} CX—S,A# () choisi de sorte
que la portion M[ 51,52] soit la plus courte possible. Par construction, aucun sommet
de 4 ne peut étre adjacent a M( 51,521 — { 51,52} =§, donc a ¢ A=m(aS,)=0 .
Comme H est le plus long circuit, le lemme indique que le sommet a vérifie

m(a,S—S;) < ’ S—S§, ‘ +1 et m(a,A)<2 ‘ A ’ 2. Soitg[ 52,51] le plus long chemin
de S, a S, dont I'ensemble des sommets g vérifie g _ S cScs » il existe un sommet
sc S —§csl et le lemme indique que m<s,S _g) <2 ‘ S_g ‘ _9-Orun point de §,
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m(a, X = (AlJS))+m(s, x—(AlJs))<2|x-(alJs) - BEn ajoutant les
inégalités trouvées, on aboutit a :

dga) +dg(s)<|S=8; +1+2 A[-2+ |S +1+2 8- -2+2 X-(A|Js)

U dg(a)+dg(s)<2 S +2 8-S +2]A|+2 | X—(A[JS) -2<2n 2

ce qui est (a nouveau) contradictoire car a et s ne sont pas voisins.

Les deux paragraphes précédents montrent 1'existence d'un circuit hamiltonien.

Corollaire :
(Théoréeme de Ghouila Houiri 1960) si dans un 1 graphe G d'ordre n fortement
connexe sans boucles, ona ¥V xe X, d g(x)>n alors il existe un circuit hamiltonien.

4. Condition suffisante d'existence d'un cycle hamiltonien

Théoréme de Dirac (1952) :
un graphe simple G( X, E) d'ordre n qui vérifie v, y dg(x) > n admet un cycle
’ 2

hamiltonien

Ce théoreme est une restriction du théoreme d'Ore (1961).

Théoréme d'Ore (1961) :

un graphe simple G(X,E) d'ordre n tel que toute paire X , y de sommets non
adjacents verifie do(x)+dg(y)>n admet un cycle hamiltonien

Démonstration
Soit G* le graphe symétrique obtenu en remplacant chaque aréte de ( par deux arcs
de sens opposes, la condition d'Ore sur G devient d;(x ) + d(y) > 2 n pour G* . Donc

d'apres le théoréme de Meyniel, G* admet un circuit hamiltonien.

Théoréme de Tutte (1956) :

si un graphe planaire G est 4 connexe alors il admet un cycle hamiltonien.

Démonstration
Cf. Ore 1968

Partie B. Probleme Eulérien

Le probleme eulérien est un des plus vieux problemes combinatoires comme le prouve
la résolution par Euler du probleme des sept ponts de Konigsberg (devenue
Kaliningrad).
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1. Définitions
/@ Soit G(X,U) un multigraphe connexe d'ordre N—\ X\ On appelle chaine

eulerienne (cycle eulérien), une chaine (un cycle) utilisant une fois et une seule
chacune des arétes de G . Une chaine eulérienne est donc simple. Un
multigraphe est un graphe eulérien s'il contient un cycle eulérien.

2. Condition nécessaire et suffisante d'existence d'une
chaine eulérienne

Théoréme d'Euler (1766) :
un multigraphe G admet une chaine eulérienne si et seulement si il est connexe (a des
points isolés pres) et si le nombre des sommets de degré impair est 0 ou 2.

Démonstration :

S'il existe une chaine eulérienne # le graphe est connexe. De plus, si les deux sommets
terminaux de # , s'ils sont distincts, sont les seuls a avoir un degré impair : il y a donc
0 ou 2 sommets de degré impair.

On suppose que la condition d'Euler est vérifiée pour tout graphe de moins de m
arétes. Soit G un graphe de m arétes et qu'il admet deux sommets de degré impair a et
b . On va définir une chaine # en partant de @ dans une direction quelconque sans
parcourir deux fois la méme aréte. Si on arrive en un sommet x =+ b , on aura utilisé un
nombre impair d'arétes incidentes a X , donc on pourra repartir par une aréte inutilisée.
Quand on ne pourra plus repartir, on sera nécessairement en p . S'il existe des arétes
non utilisées, elles permettent de définir un graphe partiel G ' dont tous les sommets
sont de degré pair.

Soient C,, C,, -, C, les composantes connexes de G' admettant au moins une aréte ;
par hypoth¢se, elles admettent des cycles eulé€riens , y,, - ; cOmme G est
connexe, la chaine # rencontre successivement toutes les C; en des sommets x, e C; .
Alors la chaine M[a, le + 1 -HL[Xz, le + 1ty +"'+U[Xk= b] est une chaine
culérienne.

Corollaire :
un multigraphe G admet un cycle eulérien si et seulement si il est connexe (a des
points isolés pres) et s'il n'a pas de sommet de degré impair.

3. Algorithme local pour tracer un cycle eulérien

Principe de I'algorithme :
Cet algorithme a pour objectif de parcourir "d'un seul trait de plume" toutes les arétes
d'un multigraphe G connexe dont tous les sommets sont de degré pair.
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3 régles de parcours
¢ on part d'un sommet a quelconque, et 1'on suit une chaine sans jamais utiliser
deux fois la méme aréte.

¢ arrivé en un sommet X #a a la kétape, on prendra jamais une aréte qui, au
moment considére, est un isthme pour le graphe G, engendré par les arétes
non encore utilisées (excepté si X est un sommet pendant de G, ).

4 si on arrive au sommet @ , on repart par une aréte quelconque nouvelle si elle
existe ; sans cela on s'arréte.

Le parcours obtenu est bien un cycle eulérien
On peut toujours respecter les régles énoncées précédemment. Car si I'on arrive au
sommet X # a , il reste toujours dans G, une aréte incidente a x : ¢4 o(x) est pair donc

dg(x) est impair. Si cette aréte est unique, c'est une aréte pendante de G, , et on peut
l'utiliser. Dans le cas contraire, il y a au moins une aréte qui n'est pas un isthme : sinon
il y a deux isthmes dans G, reliant deux composantes connexes C et p distinctes. Dans
c , i vy au moins un sommet de degré impair sinon

1 +2mg,(C,C) ZdG (mod 2) € qui est absurde. De méme dans p ,ily a

xeC
au moins un sommet de degré impair. Or dans G, , il n'y a, a part x , qu'un seul

sommet de degré impair (le sommet a ) d'ou la contradiction et l'existence d'une aréte
qui n'est pas un isthme.

Si I'on respecte ces régles, le parcours effectué jusqu'a I'étape  est le début d'un cycle
culérien. En effet, le graphe G, est connexe (a des points isolés pres). Si l'on arrive en
x#a ,ily adans G, seulement deux sommets de degre¢ impair, x et @ , et d'apres le
théoréme 1, les arétes de G, peuvent former une chaine eulérienne allant de x a @ .

4. Lien entre probléme eulérien et hamiltonien

Conseil
"r-.: un graphe eulérien sans subdivision est hamiltonien mais la réciproque est
evidemment fausse.



