Chapitre 3

Théoremes limite fondamentaux

L’objet de ce chapitre est d’énoncer les deux théorémes limite qui sont a la
base de la théorie des probabilités et des statistiques a savoir, la loi des grands
nombres et le théoréme limite central. Pour se faire, nous généralisons tout d’abord la
notion d’indépendance des événements aux variables aléatoires, puis nous définissons
différents modes de convergence qui vont nous permettre de traduire le fait qu’une
suite de variables aléatoires converge vers une variable aléatoire limite.

3.1 Indépendance de variables aléatoires

Au chapitre précédent, nous avons introduit la notion d’indépendance de deux
(ou plus d’) événements. Cette notion se généralise aux variables aléatoires.

3.1.1 Définitions équivalentes

Il existe plusieurs définitions équivalentes pour I'indépendance de variables aléa-
toires. La plus simple consiste & repasser par la notion d’indépendance pour les
événements.

Définition 3.1.1. Soient deux variables aléatoires X et Y définies sur un méme
espace de probabilités (, F,P). On dit que X et Y sont indépendantes, et on note
parfois X | Y si pour tous ensembles “mesurables” A et B dans R, on a

P(XeAet YeB)=PX eA) xPY €B).

Plus généralement, on dit que des variables aléatoires (X;);c; sont indépendantes, si
pour toute famille d’événements (A;);ers :

P (ﬂ{xi c Ai}) =][P(Xi € A).

On peut se limiter & une famille d’événements bien choisis et ainsi utiliser les fonc-
tions de répartition. En outre, on peut envisager une définition utilisant I’espérance
mathématique définie au chapitre précédent.
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Définition 3.1.2 (équivalentes). Les variables X et Y sont indépendantes si pour
tous s, t € R :
PX <s et YV <t)=P(X <s) xP(Y <t) = Fx(s) x Fy(t).

Les variables X et Y sont indépendantes si pour toutes fonctions continues bornées
geth:
Elg(X)h(Y)] = E[g(X)] x E[A(Y)].

Exemple 3.1.3. On considére le jet de deux dés modélisé par = {1,...,6}2
F = P(), et P uniforme. On note X le résultat du premier dé et Y le résultat
du second. Alors X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, pour tout

(k,0) e Q:
P(X =ketY ={) = P(X = k)P(Y = {).

Exemple 3.1.4. Soient p €]0,1[ et X, Y deux variables aléatoires a valeurs dans
I'ensemble {0,1} et telles que P(Y = 1) = p, P(X =0et Y = 1) = (1 — p)?%,
P(X =0etY =0) =p(1l —p). Alors X et Y sont indépendantes. En effet, on a
P(X =0)=1—-pet P(X =1) = p puisque

P(X=0) =P(X =0etY =1)+P(X =0etY =0)
=(1-=p?*+pl—-p)=(1-p).

On a donc bien
PX=0etY =1)=P(X =0)PY =1) = (1-p)?

P(X=0etY =0)=PX =0)P(Y =0) =p(l —p),
PX=1etY=1)=PX=1)PY =1) =p(1—0p),
PX=1etY =0)=PX =1)P(Y =0) =p*

Dans le cas de variables a densité, on peut encore donner la définition suivante.

Définition 3.1.5 (indépendance et densité). Soient X, Xs, ..., X, des variables aléa-
toires continues admettant des densités fx,, fx,, ..., fx, . Les variables X1, X5, ..., X,
sont indépendantes si et seulement si le vecteur (X7, Xs, ..., X,,) admet la densité
fxy X fx, X ... %X fx,, c’est-a-dire, pour tout [a;, b;[C R :

P <ﬂ{Xi e [ai,bi[}> - /Hﬂ ) ) da,

el

Exemple 3.1.6. Soient X et Y deux variables aléatoires de loi exponentielle de
paramétres A et p respectivement. On suppose que X et Y sont indépendantes.
Alors le couple (X,Y) admet la densité f(x y) suivante :

foxvy(@y) = fx(@) X fy(y) = Ae ™ x pe ™™ = A\ue M.
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Coeflicient de corrélation

La dépendance / relation entre deux variables aléatoires peut étre quantifiée par la
covariance comme vue précédemment. Cependant, a I'image de la moyenne et de la
variance, la covariance est un moment donc posséde une dimension ce qui la rend
plus difficile & interpréter. C’est pourquoi on utilise plus généralement le coefficient
de corrélation, indicateur sans dimension, défini par

cov(X,Y)

p(X,Y) = var(X)var(Y)

Le coefficient de corrélation mesure la qualité de la relation linéaire entre deux
variables aléatoires X et Y (i.e. de la forme Y = aX +b).

Proposition 3.1.7. Pour toutes variables X et Y possédant un moment d’ordre
deuz, on a les propriétés suivantes :

1. p(Xv Y) S [_]-7 1] ;
2. 5t X LY, alors p(X,Y) = 0. La réciproque n’est pas vraie en général;
3. si il existe une relation linéaire entre X et'Y alors p(X,Y) = £1.
Exemple 3.1.8. On place au hasard deux billes dans deux boites A et B. On note

X la variable aléatoire “nombre de billes dans la boite A” et Y la variable aléatoire
“nombre de boites vides”. Les lois, espérances et variances de X, Y et XY sont :

P(X=0)=1/4, P(X=1)=1/2, P(X=2)=1/4, E[X]=1,var(X)=1/2,
PY=0)=1/2, P(Y =1)=1/2, E[Y]=1/2,var(Y)=1/4,
P(XY =0)=3/4, P(XY =1)=0, P(XY=2)=1/4, E[XY]=1/2.
Le coefficient de corrélation p(X,Y’) est nul car
EXY]-EX|E[Y]=1/2—-1x1/2=0.

Cependant les variables X et Y ne sont pas indépendantes. En effet, X et Y ne
peuvent s’annuler simultanément car il est impossible d’avoir & la fois aucune bille
dans la boite A et aucune boite vide. On a donc

0=P(X =0ctY =0)AP(X =0)P(Y =0) = 1/4 x 1/2 = 1/8.

3.2 Convergence de variables aléatoires

Les théorémes limite qui font ’objet de ce chapitre concernent le comportement
asymptotique de suites de variables aléatoires. Ils traduisent la convergence de ces
suites vers des limites, qui peuvent étre déterministes mais aussi aléatoires. Nous
précisons ici en quel sens une suite de variables aléatoires peut admettre une limite.
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3.2.1 Les différents types de convergence

Nous commengons par donner la définition de la converge en probabilité d’une
suite de variables aléatoires.

Convergence en probabilités

Définition 3.2.1 (convergence en probabilités). Soit (X, ),en une suite de variables
aléatoires définie sur un espace de probabilités (€2, F,P). On dit que la suite (X,,)

converge en probabilité vers une variable aléatoire X, et on note X, L X s pour
tout € > 0 :
lim P[| X, — X|>¢]=0,

n—+oo
ou de maniére équivalente :

lim P[|X, — X| <e] =1

n—-4o0o

Exemple 3.2.2. Soit (X)) une suite de variables indépendantes a valeurs dans ’en-
semble {0, 1} et telles que P(X,, = 0) = 1/n, et donc P(X,, =1) =1 —1/n. Alors la
suite (X,,) converge en probabilité vers la variable “aléatoire” constante égale a un.
En effet, fixons 0 < € < 1. Lorsque n tend vers l'infini, on a

P(|X, — 1| > &) = P(X, = 0) = 1/n — 0.

Exemple 3.2.3. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
P(X,=2—-1/n)=1/3 et P(X,, =2+ 1/n) = 2/3. Alors la suite (X,,) converge en
probabilité vers la variable “aléatoire” constante égale a 2. En effet, fixons 0 < e < 1.
On a toujours | X,, — 2| = 1/n de sorte que pour n > 1/¢ :

P(|X, — 2| > ¢) = 0.

Exemple 3.2.4. Considérons une variable aléatoire X a valeurs dans {0, 1} et telle
que P(X =0) =P(X =1) = 1/2. Pour tout entier n > 1, on définit la variable X,
de la fagon suivante : si X vaut 1, alors X vaut 1; si X vaut zéro, alors X,, vaut
1/n. Alors, n tend vers l'infini, la suite X,, converge en probabilité vers X. En effet,
on a toujours | X,, — X| = 1/n. Pour ¢ > 0 fixé, dés que n > 1/¢, on a alors :

P(|X, — X| >¢) = 0.

Exemple 3.2.5. Soit (X,,),eny une suite de variables aléatoires indépendantes de loi
uniforme sur I'intervalle [0, 1]. Alors, losque n tend vers l'infini, la suite de variables
aléatoires Y,, := max(Xj,..., X,) converge en probabilité vers la constante 1. En
effet, soit 0 <e < 1,0n a

P(|Y, — 1| >¢) =P(max(Xy,...,X,) <1—¢)

=PX;<1—¢)..PX,<1l—¢)=(1—¢)" — 0.
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Il existe une notion de convergence qui est plus forte que la convergence en proba-
bilité, c’est la convergence presque stre : toute suite qui converge presque stirement
converge en probabilité.

Convergence presque stire

Définition 3.2.6 (convergence presque siire). Soit (X,,)neny une suite de variables
aléatoires définie sur un espace de probabilités (2, F,P). On dit que la suite (X,)
converge presque srement vers une variable aléatoire X, et on note X,, 2= X, si
il existe un sous ensemble A de Q avec P(A) =1 et pour tout w € A :

Xp(w) = X(w).

Exemple 3.2.7. Considérons l’espace de probabilté (, F,P) ou = [0,1], F est
la tribu borélienne, et P est la probabilité uniforme sur [0, 1]. Pour tout n > 1, on
consideére la variable aléatoire X,, définit comme suit :

X, :[0,1] —» R, X, (w) = min(n X w, 1).

Soit A :=]0, 1], on a P(A) = 1. Par ailleurs, pour tout w € A, on a n X w — 400,
donc pour n assez grand X,(w) = 1. La suite de variables aléatoires X,, converge
donc presque stirement vers 1 lorsque n tend vers I’'infini.

Exemple 3.2.8. On reprend I'exemple 3.1.8. A la variable XY qui est & valeurs dans
= {0, 1,2}, on associe la suite Z,,  définie par la formule :

Lorsque XY vaut 0 ou 2, on a Z, = 1/2" qui converge vers zéro lorsque n tend
vers U'infini. Lorsque XY vaut 1, ce qui arrive avec probabilité P(XY =1) =0, Z,
vaut 1. On peut donc affirmer que presque stirement la suite de variables aléatoires
converge presque slirement vers zéro.

Nous définissons enfin un dernier mode de convergence, plus faible que les deux
précédents, dont I'importance sera mise en évidence dans I’énoncé du théoréme limite
central.

Convergence en loi

Définition 3.2.9 (convergence en loi). Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires
définie sur un espace de probabilités (€2, F,P). On dit que la suite (X,,) converge en
loi vers une variable aléatoire X, et on note X, X , si la suite des fonctions de
répartition Fx, converge vers F'y en tout point de continuité de Fx, i.e. lorsque n
tend vers 'infini, pour tout z ot F'x ne “saute” pas :

Fx, (x) =P(X, <z) — Fx(z) =P(X < ).
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Exemple 3.2.10. Soit (X,,) une suite de variables indépendantes et uniformes a
valeurs dans l'ensemble {0,1/2"/2/2" ... 1}, i.e. telles que

P(X, = k/n) =1/(2"+1), ke{0,1,...,2"}.

Alors la suite (X,,) converge en loi vers la variable aléatoire X de loi uniforme
sur Uintervalle [0, 1]. En effet, soit € [0, 1] alors pour tout n il existe k, tel que
kn/2" < x < (k, +1)/2" et donc k, /2" — x. Dés lors,

k
P(X, <z)= 2—2 — x = Fx(z).
)
Fx(z)
FXTL((L')
0 1

FIGURE 3.1 — Fonction de répartition des lois uniformes continue et discrétes.

Exemple 3.2.11. Les variables exponentielles sont caractérisées par leur fonction de
répartititon : si X ~ E(\) alors P(X > x) = e=**. Soient (a,) une suite de nombres
réels positifs tels que Y7 a, = 2, et (X,,) des variables indépendantes de loi &(ay,).
Alors la suite Y, = min(Xy,...,X,,) converge en loi vers une variable de loi £(2).
En effet, on a

PY,>z) =PX;>z,Xo>x,....X,>2)=P(X; >2)...P(X, >2)

=e M x ... xe " =exp|— (D] ar) x] — e
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3.3 Les théorémes limites

Nous pouvons & présent énoncer les deux théorémes limite fondamentaux qui
seront nos principaux outils dans la suite du cours, en particulier dans la partie du
cours consacrée aux statistiques. Nous énoncgons ainsi tout d’abord la loi des grands
nombres puis le théoréme limite central, en donnant & chaque fois des exemples
d’applications de ces résultats.

3.3.1 Loi des grands nombres

La loi des grands nombres est le premier résultat fondamental de la théorie des
probabilités. Elle concerne la moyenne arithmétique de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées. Voici 1’énoncé précis du théoreme :

Théoréme 3.3.1. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi, telle que E[|X;|] < +oo. Alors lorsque n tend vers l'infini, on a

S’n X1++Xn p.s.etIP’\

— = 7 ]E[Xl},
n n
autrement dit, pour tout € >0 :
: Sh,
lim P||— —E[Xj]| >¢| =0,
n—+o0o n

et méme, il existe A C ) tel que P(A) =1 et pour tout w € A :

Sn(w) _ Xi(w)+ ...+ X, (w) R

E[X,].

Remarque 3.3.2. La loi des grands nombres justifie la démarche intuitive suivante :
pour connaitre le résultat moyen d’une expérience aléatoire, on refait un grand
nombre de fois I'expérience et on considére la moyenne arithmétique des résultats
obtenus. En y réfléchissant bien, il n’est pas du tout clair a priori que la moyenne
arithmétique des résultats soit une bonne approximation du résultat moyen. La loi
des grands nombres justifie rigoureusement ce résultat intuitif.

Exemple : mutation d’un géne

Parmi de nombreuses causes, une certaine maladie est déclenchée par la mutation
d’un gene sur un chromosome. Pour avoir une idée du nombre de personnes dans
la population susceptibles d’étre atteintes par cette maladie, on souhaite connaitre
la proportion de la population chez qui il y a eu mutation. On demande ainsi a
n personnes de se soumettre a un test, on note {X; = 0} (resp. {X; = 1} les
événements il n’y a pas (resp. il y a) mutation chez la i—éme personne testée.

On fait 'hypothése que les résultats des tests sont des réalisations de variables
aléatoires indépendantes, autrement dit que les variables X; sont indépendantes et
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de loi de Bernoulli de parameétre p, la proportion théorique de mutation au sein de
la population. D’apreés la loi des grands nombres, lorsque n tend vers 'infini, on a :

Sy Xi+...+X, p

— = — E[X3] = p.

n n
Autrement dit, avec une grande probabilité, si n est assez grand, la moyenne arith-
métique S, /n est proche de p. Une bonne valeur approchée de la proportion de
personne chez qui la mutation est apparue est donc S, /n. Dans la pratique, une

valeur de n de l'ordre de 1000 ou 10000 fournit déja une bonne approximation de p.

Exemple : nombre d’accidents

Afin de fixer ses primes pour I'année & venir, une compagnie d’assurance souhaite
connaitre le nombre moyen de sinistres auquels seront confrontés ses clients dans
I’année. Les sinistres sont des événements rares et 1’expérience montrent que pour
chaque client, leur nombre peut étre modélisé par une variable de Poisson de para-
métre X\. On suppose aussi que les nombres de sinistres pour deux clients distincts
sont indépendants. La difficulté ici est choisir le paramétre A > 0.

Pour se faire, la compagnie ouvre ses archives et observe le nombre de sinistres
pour 100 de ses clients sur les 20 derniéres années. On note ainsi X; les nombres de
sinistres individuels annuels, ot 7 = 1...2000. D’aprés la loi des grands nombres, si
X; est une suite de variables indépendantes de loi de Poisson P(\), lorsque n tend

vers l'infini, on a :
Sh X +...+ X,
S e NN T A

n n

Autrement dit, avec une grande probabilité, si n est assez grand, la moyenne arith-
métique S, /n est proche de A. Une bonne valeur approchée du nombre moyen de
sinistres par client chaque année est Ssyg/2000.

Exemple : pile ou face

Vous jouez un grand nombre de fois de suite a pile ou face. Vous gagnez un euro a
chaque pile et perdez un euro a chaque face. On note S, le gain aprés n lancers. Ce
gain peut sécrire sous la forme S, = Z? X, ou les X; sont des variables aléatoires
indépendantes de loi de Bernoulli B(+1,p), p € [0, 1]. Le cas d’une piéce équilibrée
correspond bien str a p = 1/2. On s’intéresse aux questions du type : aprés n lancers,
étes-vous bénéficiaire ? quel est votre gain moyen ? etc.

La réponse a ces questions est donnée par la loi des grands nombres. En effet, d’aprés
le théoréme, lorsque n tend vers l'infini, on a :
Sn X1 + ...+ Xn P

Pn o _ S EX]=2p—1.
n n

Ainsi, si p > 1/2 et n est assez grand, avec une grande probabilité on a S, ~
n(2p — 1) > 0 et vous étes bénéficiaire. En revanche, lorsque p < 1/2, il vaut mieux
arréter de jouer rapidement sous peine d’étre ruiné! Le cas ou p = 1/2 est plus
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difficile & trancher. Pour ce faire, on a besoin d’un résultat plus fin que la loi des
grands nombres.

3.3.2 Théoréme limite central

La loi des grands nombres exprime le fait que la moyenne arithmétique d’une suite
de variables indépendantes (X,,) de méme loi converge vers la moyenne stochastique
de la loi en question, c’est-a-~dire E[X;]. Le théoréme limite central est un raffinement
de la loi des grands nombres : il précise a quelle vitesse a lieu cette convergence, et
comment la moyenne arithmétique fluctue autour de sa limite.

Théoreme 3.3.3. Soit X,, une suite de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi, telle que E[|X:]|] < 400 et E[|X1|> < 4+o00. On note m = E[X;] et
0% = var(Xy). Alors, lorsque n tend vers l'infini, on a

Vn x (%—m) = (Xl_m)—{—'\/'ﬁ_l— (Xn —m) ﬂ>/\/'(O,a2),

ou de maniere équivalente :

Vi (Se N i mm) it (X = m)
o X<n ) o x /n — N(0,1).

Autrement dit, pour tout x dans R, lorsque n tend vers l'infini, on a

P {@ « <&—m) gx] PN, 1) < 1),

o n

ou encore pour tout intervalle [a,b] C R :

P [@ X (ﬁ — m) € [a,b]] — P(N(0,1) € [a,b]).

(o} n

Remarque 3.3.4. Le théoréme limite central exprime le fait que dans la loi des
grands nombres, les fluctuations autour de la moyenne limite sont de l'ordre de
1/y/n et que la loi de ces fluctuations est universelle : elle est gaussienne et ne
dépend pas la loi initiale des variables X :

Sp=nxm+acxyvnN(0,1)+o(v/n),
Sy o
i.e. ;—m+%/\/(0,1).

L’universalité des fluctuations explique pourquoi la loi normale est omniprésente
dans la modélisation de phénomeénes aléatoires.
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Exemple : mutation d’un géne

On reprend 'exemple de 'estimation de la proportion de mutation dans la popula-
tion. On souhaite préciser I’erreur commise lorsque 1’on approche la valeur théorique
p = E[X;] par la moyenne empirique S,,/n. On rappelle que la variance d’une va-
riable de Bernoulli de paramétre p est o> = p(1 — p). D’aprés le théoréme limite
central, lorsque n tend vers l'infini, on a

Vi (sn p) _Kp) ) o
np( ’

p(i—p) \n —p)

n

En prenant les valeurs absolues, on obtient :

vn

p(1—p)

Sh

n

L2 IN(0, 1)

Soit xy = 1.961 de sorte que P(JN(0,1)| > x¢) < 5%. Lorsque n tend vers infini,
on a alors,

X % —p‘ > .7:0] — P(JN(0,1)| > o) < 5%.

p [_ﬁ

p(1—p)

Autrement dit,

(p%[——\/ Pl =p \/ P =p D—>Py/\/(o1)\>xo) 5/%.

Comme on a toujours p(1 — p) < 1/4, on conclut que lorsque n tend vers 'infini :

Sn ZTo Sn Zo
Ppg |- "0, 20y 5%.
<p ? [ w2k n 2 D
Pour n assez grand, on peut donc affirmer qu’avec une probabilité supérieure a 95%,
le taux de mutation moyen p appartient a 'intervalle

[ |Sn T S T
"Tln o 2yn’ n 2yn]’

Exemple : nombre d’accidents

On reprend l'exemple précédent du nombre de sinistres. La encore, on souhaite
controler 'erreur commise en disant que le nombre moyen de sinistre A est proche
de S,,/n. On rappelle que la variance d’une loi de Poisson de paramétre \ est 02 = \.
D’apreés le théoréme limite central, lorsque n tend vers l'infini, on a

\/gx (%_A) _(Xi- +\)ﬁ+ (X0 =) w1, yr0.1),
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En prenant les valeurs absolues, on obtient alors :

Sy,

n

A

loz
5 VO
Soit xg = 2.5759 de sorte que P(JN(0,1)| > zo) < 1%. Lorsque n tend vers 'infini,

on a alors,

Sn _ A‘ > 0| — BUN(O, 1] > ) < 1%

IP’[ ﬁ><
n

A
Autrement dit,

IP’()\¢ —\/gxxo,%%r\/gxxo]) PN, 1)] > 20) < 1/%.

On peut montrer que la convergence a encore lieu lorsque ’on remplace la variance
A par S, /n, i.e.

]P()\¢ [%—M%X.’lﬁo, %"‘H%Xl’o]) gl%

Pour n assez grand, on peut donc affirmer qu’avec une probabilité supérieure a 99%,
le nombre moyen d’accidents A appartient a l'intervalle

S S

Exemple : pile ou face

On précise maintenant 1’évolution du gain dans un jeu de pile ou face symétrique,
i.e. lorsque p = 1/2. La loi des grands nombres donne :

S, X X,
On_ Mt T A By 910

n n

Le théoréeme limite central précise :
%@x—ﬁwlel)

Pour tout intervalle [a,b] € R, on a donc

25,
P <% € [a, b]) — P(N(0,1) € [a,b]) > 0.

Autrement dit, la gain normalisé S, /4/n visite n’importe quel intervalle avec une
probabilité strictement positive.
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Exemple : prix d’une action

Le prix S, d’une action au jour n est modélisé ainsi : Sy = s > 0 est fixé, et
Snt1 = (14 7+ 0€,41)Sy, ot 7 > 0 est un taux fixe, o €]0, 1 + 7| est une volatilité
fixe, et (¢, n € N) est une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées de loi de Bernoulli B(£1, 1/2). On souhaite répondre aux questions
suivantes :

1. Etudier le comportement des suites (log S,,)/n et S,,.
2. Etudier le comportement de la suite (log S,,)/v/n lorsque (14 7)% = 1+ o2

3. Etudier le comportement de la suite suivante :

(14 7)2 — 2] V@) 5 guva,

On montre tout d’abord aisément par récurrence que pour n > 0, on a
n
H (1+7r+o0g)s

En prenant le logarithme, on obtient :

log(S,,) = log s + Z Y;, ot lon a posé Y; :=log(l+r + og;).

=1

Comme les variables ¢;, les variables Y; sont indépendantes et identiquement distri-
buées. Par ailleurs, comme 0 < o0 <147, on a

1 1
E[|Y1]] = §]log(1 +r+o)|+ §\log(1 +r—o0)| < +oo,

et
1 1
E[Y?] = §|10g(1 +r+o)+ §| log(1+ 7 — 0)]? < +o0.

Le calcul de lespérance m = E[Y]] et de la variance o? = E[Y}!] — E[Y1]? donne :
m =3log(l4+r+o)+3log(l+r—o)
=llog(1+7r—0)x (1+71—0))
= 2log ((147)* —o?) :log( (1+7“)2—02> ,
o? =1log(l4+r+0?)+1log(l+7r—0)?—1log(l+7r+0)log(l+r—o0)

:i(log(1+r—|—o)—log(1+r—0)) = (1Og(i;+g)) '

Il s’agit ici naturellement d’utiliser la loi des grands nombres et le théoreme limite
central.
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1. Les variables Y; satisfont aux hypothéses de la loi des grands nombres, d’aprés
le théoréme 3.3.1 on peut affirmer que lorsque n tend vers I'infini :

log(S,) logs

n n

] — p
Ny, — E[Y;].
m;-%m[ﬂ

On a donc, lorsque n tend vers l'infini :
Sp =exp (n x m+ op(n)).

Il y a donc une dichotomie selon que m > 0 ou m < 0. Si m > 0, c’est-
a-dire si (1 +7)* > 1 + o2 le prix de I'action croit exponentiellement vite
vers l'infini. m < 0, c’est-a-dire si (1 +r)? < 1+ ¢ la prix de I'action tend
exponentiellement vite vers zéro. Le cas m = 0 est plus subtil.

2. Le cas ou (1 +7)* =1+ o2 correspond au cas m = 0. Comme Y; admet un
moment d’ordre deux, on peut appliquer le théoréme limite central, lorsque
n tend vers l'infini :

log(Sy)  10i

T —>N(0,0'2).

Pour tout intervalle [a,b] € R, on a donc

log(Sy) a o2 a
P(—\/ﬁ €| ,b]) — P(N(0,0°) € [a,b]) > 0.

Autrement dit, le prix normalisé log(.S,,)/y/n visite n’importe quel intervalle
avec une probabilité strictement positive.

3. Plus généralement, le théoréme 3.3.3 donne :
1 Sn ot
¢dﬂJ40;Mw%
n

c’est-a-dire :

(%_mx \/ﬁ) L N(0,0),

et en prenant ’exponentielle :

w exp [—m x /| 22 ex o’
exp{ \/ﬁ] p[ \/_}—> P(N(07 ));

ou encore

SUVne=mvn — gLV o [(1 +7)% — 02} (-1/Gvm) oi, exp (N(O, 02)) )
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