Groupes, anneaux, corps Pascal Lainé

Groupes, anneaux, Corps

Exercice 1.
1. On munit R de la loi de composition interne * définie par :
Vi, yER, x*xy=xy+(x?-1(F?*-1)
Montrer que * est commutative, non associative, et que 1 est élément neutre.
2. On munit R** de la loi de composition interne = définie par :
Vx,y € RY, x*xy =+/x2+y?
Montrer que * est commutative, associative, et que 0 est élément neutre. Montrer que aucun élément de
R*™ n’a de symétrique pour *.
3. On munit R de la loi de composition interne * définie par :
v,y ER, xxy=3x3+y3
Montrer que I’application x — x3 est un isomorphisme de (R,*) vers (R, +). En déduire que (R,*) est
un groupe commutatif.
Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.
Soit G = R* X R et = la loi dans G définie par (x, y) * (x',y") = (xx',xy’ + y)
1. Montrer que (G,*) est un groupe non commutatif
2. Montrer que (]0, +oo[X R,*) est un sous-groupe de (G,*).
Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.
On munit A = R X R de deux lois définies par :
)+ &,y =C+x,y+y) et (xy)*&,y)=(x',xy" +x'y)
1. Montrer que (4, +) est un groupe commutatif.
2.
a) Montrer que la loi * est commutative.
b) Montrer que = est associative
c) Déterminer 1’élément neutre de A pour la loi * .
d) Montrer que (4, +,*) est un anneau commutatif.
Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4.

On pose Ly 34
id = (1,2,3,4) = (1 3 4)

1 2 3 4
C]_ - (2F3I4F1) = (2 3 4 1)

1 2 3 4

a=Ga1D=(3 ;5 1 o)

1 2 3 4
CZ = (41112:3) = (4 1 2 3)

Calculer,cy o cy,c10¢q,c1 0, Ccy 0 .
Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.
Montrer que I’intersection de deux sous-groupes H et K de G est un sous-groupe de G.

Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.
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Montrer que les ensembles bZ muni de 1’addition sous des sous-groupes de (Z, +)
Allez & : Correction exercice 6

Exercice 7.
Soit (G,*) un groupe, et soit e son élément neutre.
1. Soient x,y € G, déterminer (x x y)~1.
On suppose que pourtout g € G, g> =g*g=-e
2. Soientx,y € G, déterminer x~ 1 et y~1.
3. En déduire que (G,*) est commutatif.
Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.
Soit G = {e,a, B,v, 8, €} muni de la loi * un groupe. Compléter sa table. On ne demande pas de
justification.
e est I’élément neutre de G

* e a B y é €
e

a ) y
B € 5 |y

y 1)

6 a € e
€ B a

Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.
Montrer que U = {z € C, |z| = 1} muni de la multiplication est un sous-groupe de (C*,X).
Allez & : Correction exercice 9

Exercice 10.
Dresser les tables des groupes (Z/5Z, +) et (Us,X) ol Us = {z € C,z° = 1} et montrer qu’il existe un
isomorphisme entre ces deux groupes.

2im

Pour simplifier les notations on pourra poser w = e s et exprimer les éléments de Us en fonction des
puissances de w.
Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.
2im
Soitj=e's
SoitU={z€C, z°=1}
1. Montrer que U muni de la multiplication est un groupe.
2. Déterminer tous les éléments de U, on les exprimera en fonction de j, puis déterminer les ordres

possibles des éléments de U, puis enfin déterminer 1’ordre de chacun de ces éléments.
3. A l’aide de la question précédente, déterminer deux sous-groupes de (U,x), écrire leur table de
multiplication.
Allez a : Correction exercice 11
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Exercice 12.
1. Résoudre dans C, I’équation X® = 1 (donner les solutions sous forme algébrique et trigopnométrique),
et exprimer ces solution en fonction de j.
2. Montrer que Uy = {z € C,z° = 1} muni de la multiplication est un sous-groupe de (C*,x).
3. Déterminer les ordres possible des sous-groupes de (Ug,X), en déduire tous les sous-groupes de (Usg,X).
Allez a : Correction exercice 12

Exercice 13.
Soitn > 3.

2ikm 2ikgm
On pose U,, = {eT,k €{0,1,2,...,n— 1}}. Soit wy, = e n ,avec ko = 1, et dy I’ordre de wy,, on

rappelle que d, est le plus petit entier non nul tel que w,‘f(‘]’ =
1. Montrer que (U,,X) est un sous-groupe de (C*,X).
2.
a) En faisant la division euclidienne de kyd, par n montrer que kqd, est un multiple de n.
b) Montrer que si k, et n sont premiers entre eux alors 1’ordre de wy, est n.
3. Montrer que si D = PGCD(n, ko) > 1 alors I’ordre de wy, est strictement inférieur a n.
4. Que peut-on conclure a 1’aide des questions 2°) et 3°).
Montrer que si I’ordre de wy, est n alors k, et n sont premiers entre eux. (On pourra montrer la

contraposée)
Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14.
Soit E I’ensemble des fonctions f:]0, +00[—]0, +oo[ telles qu’il existe @ € R* veérifiant :
Vx €]0, +oo[, f(x) =x“
1. Montrer que pour tout ¢ € R*, f est une bijection de ]0, +oo[ sur ]0, +oo.
2. Montrer que E muni de la loi de composition o des fonctions est un groupe.
Allez a : Correction exercice 14

Exercice 15.
On sait que si n est un entier premier, H,, = {1,2, ...,n — 1} est un groupe pour la multiplication des classes.
1. Trouver deux entiers relatifs u et v tels que 8u + 29v = 1.
2. En déduire le symétrique de 8 dans le groupe H,o.
3. Déterminer les x € Z solutions de 8x =9 mod 29.
Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16.

1. Existe-t-il un inverse pour la multiplication de 8 dans (Z/247)*.
2. Trouver tous les éléments de (Z/247)* qui admettent un inverse dans (Z/247Z)".
3. Trouver I’inverse pour la multiplication de la classe de 5 dans (Z/11Z)".
4. Montrer que pour tous éléments de (Z/11Z)*, x° = x~1, o x~ désigne I’inverse de x pour la
multiplication dans (Z/11Z)".
5. En déduire les solutions de x° + 5 = 0.
Allez a : Correction exercice 16

Exercice 17.
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On considére les groupes Z/6Z et Z/2Z (pour I’addition). On notera [ la classe de 'entier [ dans Z/6Z
et [ la classe de I’entier [ dans Z/2Z.
1. Montrer que I’application f:Z/6Z — Z/27. définie par f(Z) = [ est bien définie et que c’est un
morphisme surjectif de groupes.
2. Déterminer le noyau ker(f) et dresser sa table de composition.
3. Construire un isomorphisme entre ker(f) et Z/3Z.
Allez a : Correction exercice 17

Exercice 18.
1. Montrer que I’application
f:lUg > Uy:z » z*
Est bien définie et que c’est un morphisme surjectif de groupes.
2. Déterminer le noyau ker(f) du morphisme f et dresser sa table de multiplication.
3. Expliciter un isomorphisme du groupe Z/4Z pour 1’addition sur le groupe ker(f).
Allez a : Correction exercice 18

Exercice 19.
Onnote H = {z € C, z8 = 1}, ol C est ’ensemble des nombres complexes.
1. Montrer que (H,X) est un sous-groupe de (C*,X).
2. Pourz, € Hetz, € Honpose z,~z, & z{ = z3.
Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur H.
3. Montrer que H admet deux classes d’équivalence.
Déterminer les éléments de ces deux classes d’équivalence.
Allez a : Correction exercice 19

Exercice 20.
Soitn € N*;onnote U, = {z € C, z" = 1}.
Démontrer que ¢’est un sous-groupe de C* pour la multiplication.

Montrer que sin € N*, m € N* et n divise m alors U,, € U,,.
Montrer que si d = PGCD(n,m) alors U; = U,, N U,y,.

> wp e

.2km
Pourn = 5:onpose f:Z — C telle que f(k) = e"s . Montrer que f est un morphisme du groupe additif Z
dans le groupe multiplicatif Us. Déterminer ker(f).
Allez a : Correction exercice 20

Exercice 21.
Pour tout x € Z, on appelle classe de x, notée x, I’ensemble des entiers congrus a x modulo 7.
On appelle Z/77Z I’ensemble des classe d’équivalence modulo 7 et (Z/7Z )* I’ensemble des classes

d’équivalence modulo 7 différentes de 0.
On appelle groupe engendré par x 1’ensemble des puissances de x, ¢’est-a-dire {Ek, k e Z}

On appelle Ug = {z € C,z° = 1} I’ensemble des racines sixiéme de ’unité.

—k
a) Calculer 3 pour k € {0,1,2,3,4,5}
—k

b) Déterminer 3 pour tout k € Z.

On pourra utiliser la division euclidienne de k par 6.
2. Pour quelle raison ((Z/7Z )* ,x) est-il un groupe ?
3. Montrer que le groupe engendré par 3 est égal a (Z/77Z )".

4



Groupes, anneaux, corps Pascal Lainé

4. Soit ¢ définie pour tout k € Z par

o(7)=
a) Montrer que ¢ est bien définie.
b) Montrer que ¢ est un morphisme de ((Z/7Z )* ,x) sur (Usg,X).
c) Déterminer le noyau de ¢ et en déduire que ¢ est un isomorphisme (morphisme bijectif) de
((Z)7Z ) ,x) sur (Ug,%).
Allez a : Correction exercice 21

Exercice 22.

Soit (G,*) un groupe. Pour tout g € G, on note y, I’application de multiplication a gauche par g, qui va
de G dans G et associe g * h atout h € G ; autrement diton a y,(h) = g * h pour tous g et h dans G.

1. Prouver que pour g € G, I’application y, est dans le groupe symétrique S, autrement dit que y, est une
bijection de G sur G.

2. Démontrer que I’application ¢@: g ~ y, est un homomorphisme de groupe de (G,*) dans (Sg,°).

3. Démontrer que I’application ¢ est injective.
Pour tout g € G, on note §, I’application de multiplication a droite par g, qui va de G dans G et associe
h*gatouth € G ; autrement dit ona §,(h) = h * g pour tous g et h dans G.

4. Prouver que pour tout g € G, I’application §, est dans le groupe symétrique S, puis que I’application
Y: g » &, estune injection de G dans .

5. Démontrer que ¥ est un homomorphisme de groupe si et seulement si le groupe G est abélien.
Allez a : Correction exercice 22

Exercice 23.
Soit (G,*) un groupe d’élément neutre e.
1. Soit ¢ I’application de G dans G qui a tout élément g € G son inverse g~ 1.
Prouver que ¢ est un (homo)morphisme de groupe si et seulement si G est abélien.
2. Soit x un élément d’ordre fini m de G. Justifier que la partie {e, x, x2, ..., x™~1} est un sous-groupe de
G.
3. On suppose maintenant que G est fini, de cardinal impair n. En utilisant le théoréme de Lagrange,
prouver que 1’application y qui & g associe g2 est surjective.
4. Donner une condition simple assurant que ¥ est un (homo)morphisme de G vers G.
Allez a : Correction exercice 23

Exercice 24.
Soit (G,*) un groupe. On considére le centre Z de G défini par :
Z={z€EGVgEG zxg=g=*2z}
1. Montrer que (Z,*) est un sous-groupe de G.
2. Si G est un groupe commutatif, que vaut Z ?
Allez a : Correction exercice 24

Exercice 25.
Soit E I’ensemble des parties d’un ensemble a deux éléments, par exemple E = P ({0,1}) donc
E = {2,{0},{13,{0,1}}
On considere les lois de composition * suivantes sur I’ensemble E.
1. Réunion:A*B =AU B.
2. Intersection:A*B =ANB



Groupes, anneaux, corps Pascal Lainé

3. Différence symétrique : A*B = (A\ B) U (B \ A)

4. Réunion des complémentaires: A * B =AU B

5. Intersection des complémentaires: A* B =ANB
Pour chacune d’entre elles :

a) Ecrire la table de composition de la loi *.

b) L’ensemble E possede-t-il un élément neutre pour la loi * ?

c) Laloi = est-elle associative ?

d) Laloi xest-elle commutative ?

e) L’ensemble E muni de la loi = est-il un groupe ?

f) Répondre aux questions 2 a 5 en remplacant E par I’ensemble des parties d’un ensemble quelconque.
Allez a : Correction exercice 25

Exercice 26.
Le but de I’exercice est d’étudier les groupes a 1, 2, 3 ou 4 éléments.
1. Ecrire la table de composition d’un groupe a 1 élément.
2. Ecrire la table de composition d’un groupe a 2 éléments. Vérifier qu’il est isomorphe aux groupes
suivants.

(Z/2Z,+); ({—1,1},%); ({x - X, X o %},o)

3. Ecrire la table de composition d’un groupe a 3 éléments. Vérifier qu’il est isomorphe aux groupes
suivants.
2im  4im
(Z/37,+) ; ({1 e s, eT},x) L ({((1,23), (231), 31,2)},0)
4. Soit ({e, a, b, c},*) un groupe a 4 éléments, d’élément neutre e.
a) Montrer qu’il existe au moins un élément, autre que 1’¢1ément neutre, qui est son propre symetrique.
On suppose désormais que b est son propre symétrique.
b) On suppose a * ¢ = ¢ * a = e. Remplir la table de composition du groupe.
Montrer qu’il est isomorphe aux groupes suivants.
(Z/4AzZ,+) ; ({1,i,—-1,—i},x); ({(1,2,3,4), (2,3,4,1), (3,4,1,2), (4,1,2,3) },0)
c) Onsuppose a * a = ¢ * ¢ = e. Remplir la table de composition du groupe. Montrer qu’il est
isomorphe aux groupes suivants.
(Z/)2Z x Z/27Z,+) ; ({(1,2,3,4),(1,2,4,3),(2,1,3,4),(2,1,4,3)},°)
d) Vérifier que 1’on est toujours dans le cas de la question (4b) ou dans le cas de la question (4c).
5. Veérifier que tous les groupes de cet exercice sont abéliens.
Allez a : Correction exercice 26

Exercice 27.
On considere les éléments suivants de Ss.
02(1 2 3 4 5) etp:(l 2 3 4 5)
3 4 2 5 1 5 4 1 2 3
Calculer les puissances successives et déterminer 1’ordre de o et p, ainsi que de op, po, ap~t et po~1.

Allez a : Correction exercice 27

Exercice 28.
On considere un pentagone régulier : pour fixer les idées, I’ensemble des points du plan complexe dont
des sommets ont pour affixes les racines cinquiemes de 1’unité, soit

2ikm
P = {e 5 k= 0,1,2,3,4}
Le but de I’exercice est d’étudier le groupe (pour la composition des applications) des isométries du plan
complexe qui laissent invariant ce pentagone. On notera p la rotation de centre I’origine et d’angle 2?” et
o la symétrie qui a un nombre complexe associe son conjugue.
2im
p:zwzes5; g:zV7Z
1. Vérifier que o et p laissent invariant I’ensemble P.
6
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2. Vérifier que les puissances successives de p sont des rotations dont on donnera 1’angle, et déterminer
I’ordre de p.

3. Pourn = 0,1,2,3,4, montrer que ap™ et p™o sont des symétries par rapport a un axe passant par
I’origine, dont on donnera 1’angle par rapport a 1’axe réel.

4. Quel est ’ordre d’une symétrie ?

5. Montrer que le produit de deux des symétries de la question 3°) est une puissance de p.

6. Montrer que le plus petit groupe contenant p et o possede 10 éléments.

Allez a : Correction exercice 28
Exercice 29.

1. Montrer que I’ordre de 1 dans Z/nZ vaut n.

2. Montrer que I’ordre de k dans Z/nZ vaut n si et seulement si k est premier avec n.

3. Si k est un diviseur de n, montrer que I’ordre de k est le quotient de n par k.

4. Soit (G,*) un groupe de cardinal n. On suppose que G contient un élément a d’ordre n. On note f
I’application de Z/nZ dans G qui & 0 associe I’¢lément neutre de G et & k associe la puissance k-iéme
de a dans G. Montrer que f est un isomorphisme de groupes.

Allez a : Correction exercice 29
Exercice 30.

+ est I’addition entre deux classes d’équivalence de Z/27Z
X est la multiplication entre deux classes d’équivalence de Z/27Z

1.

Allez a

a) Pourquoi (Z/2Z,+,x) est-il un corps ?
b) Donner la table d’addition de Z/27Z.
Soit A = Z/27 x 7).
On munit A d’une addition que 1’on notera @ définie par :
(@b)® (¢, d)=(@+¢b+d)
On munit A d’une multiplication que 1’on notera & définie par :
(@a,b)® (¢,d) = (@xcbxd)
a) Montrer que (4,8) est un groupe commutatif.
b) Montrer que la multiplication est commutative.
c) Montrer que la multiplication est une loi interne.
d) Montrer que la multiplication est distributive sur 1’addition
e) Montrer que A posséde un élément neutre pour la multiplication.
f) (4,8,&) est-il un anneau commutatif unitaire, un corps ?
: Correction exercice 30

Exercice 31.

1.

Soit S un ensemble quelconque et E = {0,1}° I’ensemble des applications de S dans {0,1}. On munit E
de I’addition modulo 2 des images : pour tout f,g € E, f @ g est I’application de S dans {0,1} définie
par :
1 si f(x)#g)

roaw={) 3 i
Montrer que (E,@) est un groupe abélien, dans lequel chaque élément est son propre symétrique.
Soit F = P(S) I’ensemble des parties de S. On munit F de la différence symétrique ensembliste. On
considére I’application ¢, de F dans E qui, & une partie de S, associe sa fonction indicatrice :

p:AEP(S) I,

oupourtoutx € S,I,(x) =1 six€ A et I,(x) =0 sinon.
Montrer que ¢ est un isomorphisme de F vers E, pour les lois A et @. En déduire que (F,A) est un
groupe
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abélien, dans lequel chaque élément est son propre symétrique.
Dans toute la suite, G désigne un groupe dans lequel chaque élément est son propre symétrique.
Montrer que G est abélien.
4. Soit a un élément quelconque de G, différent de 1’élément neutre. On définit la relation ~ sur G par :
Vx,y € G, x~ye (x=youx=ay)
Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur G. Montrer que chaque classe d’équivalence a deux
élements.
5. On définit la loi * sur I’ensemble-quotient G/~ par :
Vx,y € G, c(x)*cd(y) = c(xy)
Montrer que = est une loi de composition interne sur G/~, et que G/~ muni de = est un groupe abélien,
dans lequel chaque élément est son propre symétrique.
6. On suppose que G est fini. Déduire des questions précédentes que le cardinal de G est une puissance de
2.
Allez a : Correction exercice 31

w

Exercice 32.

On considere les applications suivantes, de R \ {0, 1} dans lui-méme.
x—1

firxex; frrxe1—x; fix g farx o fsix l—>xx—1; ferx —

On munit ’ensemble E = {f1, 2, f3, f4, 5, fo} de la composition des applications.
Ecrire la table de composition de (E o)
Montrer que G = (E,°) est un groupe.
Est-ce un groupe abélien ?
Déterminer tous les sous-groupes de G.
Déterminer 1’ordre de chacun des ¢léments de G.
Quels sont les éléments de < f, > ?

7. Quels sont les éléments de< f53 > ?
Allez a : Correction exercice 32

ok wnhE

Exercice 33.
Soient (E,*) et (F,.) deux groupes. On munit I’ensemble produit E X F de la loi de composition ®
définie par :
v, y), (" y) €EXF,  (y)OK,y)=(xxx',y.y")
1. Montrer que (E X F,(®) est un groupe.
2. Soit E' un sous-groupe de E, F' un sous-groupe de F. Montrer que E’ X F' est un sous-groupe de
E x F, muni de la loi ©.
Allez a : Correction exercice 33

Exercice 34.
Montrer que les ensembles suivants d’applications de C dans C, munis de la loi de composition des
applications, sont des groupes.
Ei={zwz+ttelL}
E,={zw»z+t,teC}
E;={z €206 € R}
4. E,={zH sz+t(s,t) EC* X C}
Allez a : Correction exercice 34

w NP

Exercice 35.
Soit G un sous-groupe additif de R*. On supppose que G # {0}.
1. Montrer que G N R™ posséde une borne inférieure, que 1’on notera b.
2. Montrerque b € G.
3. Onsuppose b > 0. Montrer que G = bZ.
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4. Onsuppose b = 0. Montrer que si x et y sont deux réels tels que x < y, I’intervalle ]x, y[ contient au
moins un elément de G (on dit que G est dense dans R).

5. Montrer que I’ensemble {m + nv2, (n,m) € Z? } muni de I’addition est un sous-groupe de (R, +), et

qu’il est dense dans R (on rappelle que /2 est irrationnel).
Allez a : Correction exercice 35

Exercice 36.
Soit KK I’ensemble des complexes de la forme z =r +isour € Qets € Q.

1. Montrer que (KK, +) est un groupe commutatif.

2. Montrer que (KK*,.) est un groupe commutatif.

3. Endéduire que (K, +,.) est un corps commutatif.
Allez a : Correction exercice 36

Exercice 37.
On note Z[\/f ] I’ensemble de réels suivant :
Z|V2 | = {m +nv2,m,n € Z}
1. Montrer que Z[\/? ], muni de I’addition et de la multiplication des réels, est un sous-anneau de R.
2. On considére ’application ¢, de Z[v2 | dans lui-méme, qui & m + nv/2 associe
p(m+nv2) =m—nv2
Montrer que ¢ est un automorphisme de I’anneau (Z[\/E ], +,X) (c’est une bijection, et un morphisme
pour chacune des deux lois).
3. Pourtout x € Z[vZ |, on pose N(x) = x¢(x). Montrer que N est une application de Z[v2 | dans Z,
qui est un morphisme pour la multiplication.
4. Démontrer que x est un élément inversible de Z[v2 | si et seulement si N (x) = 1.
5. Vérifier que 3 + 2v2 et —3 + 2v/2 sont inversibles dans Z[v2 |.
Allez a : Correction exercice 37

Exercice 38.
Soient r et s les applications de C dans lui-méme definies comme suit.
rC->C s:C->C
zviz' zvZ

Dans tout I’exercice, on identifiera I’application f de C dans C, avec 1’application du plan complexe
dans lui-méme, qui & un point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe f(z).

1. Onnote 7, et r; les composées 72 = r o r et r3 = r o 1 o . Interpréter comme transformations
géométriques du plan complexe les applications r, 72, 73,s,s o7, sor? et s o r3,

2. On note e I’application identité du plan complexe. Montrer que 1’ensemble,

{e,7,7%2,13,s,5071,5072%, 5073}

muni de la composition des applications est un groupe, dont on donnera la table de composition. Il sera

noté G.

3. Montrer que {e, 72}, {e,s}, {e,s o 1}, {e,s o 2}, {e,s o 3}, sont des sous-groupes de G, tous
isomorphes a Z/27Z.

4. Montrer que {e, s, T2, s o r2} est un sous-groupe de G, isomorphe a Z/27Z x 7./ 2.

5. Montrer que {e,r, 72,73} est un sous-groupe de G, isomorphe a Z/4Z.

6. Onnote :

A1 le point du plan complexe d’affixe 1 + i,
A, le point du plan complexe d’affixe —1 + i,
A3 le point du plan complexe d’affixe —1 — i,
A, le point du plan complexe d’affixe 1 — i,
Vérifier que chaque élément du groupe G laisse invariant I’ensemble {4, A,, A3, A4}
7. Etant donné un élément £ du groupe G, on lui associe la permutation ¢ (f) de {1, 2, 3, 4} définie par :

9
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vi,j €{1,234}, ()W) =j & f(4) = 4
On définit ainsi une application ¢ de G dans §,. Montrer que ¢ est un morphisme de groupes.
8. Ecrire in extenso I’image par ¢ de chacun des éléments de G.
9. Soit H I’image de G par ¢. Montrer que H est un sous-groupe deS,, isomorphe a G.
Allez a : Correction exercice 38

Exercice 39.
On note A I’ensemble de réels suivant :
A={m+n/6,mner}
1. Montrer que (4, +,X) (ensemble A muni de 1’addition et de la multiplication des réels), est un sous-
anneau de (R, +,X).
2. On considére 1’application ¢, de A dans lui-méme, qui & m + n+/6 associe :
(p(m+n\/5) =m—-n/6
Montrer que ¢ est un automorphisme de I’anneau (4, +,X) (c’est-a-dire une bijection, et un morphisme
pour chacune des deux lois).
3. Pourtout x € A, on pose N(x) = x@(x). Montrer que N est une application de A dans Z, qui est un
morphisme pour la multiplication.
4. Démontrer que x est un élément inversible de A si et seulement si N(x) = 1.
5. Vérifier que 5 + 2v/6 est inversible dans A et calculer son inverse.
Allez a : Correction exercice 39

CORRECTION
Correction exercice 1.
1.
xxy=xy+ @ -D@*-D=yx+(*-DE*-1) =y=*x
La loi * est commutative
Pour montrer que la loi n’est pas associative, il suffit de trouver x, y et z tels que :
x*(y*z) #(xxy)*z
Comme on le verra ci-dessous, 1 sera I’élément neutre il ne faut pas prendre 1 dans x, y et z.
Prenons, parexemple : x =0,y =2etz=3
x*(y*z)=0%(2%3)=0%(2x3+(22-1)(32-1))=0%(6+3x8) =0+30
=0x30+ (02—-1)(302—-1) = -899
(x*y)*z=(0%2)x3=(0x2+(0>2—-1)(22—1))*3=(-3)*3
=-3%x3+((-3)?-1)(32-1)=-9+8%2=55
La loi * n’est pas associative
1xx=1xx+(1>-1Dx*-1)=x
De plus, comme la loi est commutative x * 1 = 1 * x
Onabienx *1 =1 *x = x, 1 est ’élément neutre.
2.

x*y = Jx2+y2=y2+x2=y*x
La loi * est commutative.

2
(x*xy)*xz=+/x2+y? *zz\/(w/x2+y2) +2z%2 =/x? + y?2 + z2
En reprenant le calcul ci-dessus en changeant (x,y,z) en (y,z,x) :

(y*z)*xx =+/y?+2z% +x?

(y*2)xx=x%(y*2)

Comme * est commutative :

Et finalement :

(x*xy)xz=xx*(y*2)
La loi * est associative.
Remarque : On aurait pu calculer directement x * (y * z)

10
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Oxx=+02+x2=|x|=x, car x=0

Oxx=xx*0

Comme #* est commutative

Et finalement

Oxx=x*x0=x
0 est 1’¢lément neutre.
Supposons que x admette un symétrique y

xxy=0Jx2+y2=00x*+y?=0x=y=0
Orx > 0ety > 0donc x *y = 0 est impossible, pour tout x > 0, x n’a pas de symétrique.
3. Onpose ¢p(x) = x3, ¢'(x) > 0 pour tout x = 0 et est nul en 0, ¢ est une fonction strictement
croissante de R sur R, ¢ est une bijection de R sur R. Il reste a montrer qu’il s’agit d’un morphisme.

3
pxy) = (xy)? = (YF+37) =23 +y% = () + ()
@ est un morphisme de (R,*) dans (IR, +) et donc un isomorphisme de (R,*) dans (R, +) (puisque ¢ est
bijective).
@~ est un isomorphisme de (R, +) dans (R,*), donc un morphisme, (R, +) est un groupe commutatif
et I’image d’un groupe commutatif par un morphisme de groupe est un groupe. (R,*) est un groupe.
Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.
1. Six#0etx’ # 0alorsxx’ # 0donc (x,y) = (x',y") = (xx',xy" +y) € R* X R.
La loi = est une loi interne.
() * (' y") « (", y™) = (L y) * ('x", x'y" +y') = (ex'x", x(x'y" + y') + ¥)
= (xx'x", xx'y" + xy' +y)
Et
(Coy)* (', y0) * (x",y") = (xx’, xy' +y) * (x",y") = (xx'x", xx'y" + xy' + y)
Donc la loi = est associative.
Soit (a, b) tel que pour tout (x,y) € G :
(a,b) * (x,y) = (x,y) = (x,y) * (a, b)
Ces égalités équivalent a :

ax =x = xa _
(ax,ay + b) = (x,y) = (xa,xb + y) @{ {a 1

ay+b=y=xb+y® b=0
Donc (1,0) est I’élément neutre.

Soit (x, y) € G, on cherche (x',y") tel que (x,y) * (x',y") = (1,0) = (x,¥') * (x,y)
Ces égalités équivalent a :

, 1
x' =—
xx'=1=x'x x

(xx’, xy +y)=(1,0)=(xx,xy+y)@{xy,+y=0=x,y+y,

1
xy'ty=0=—y+y

Le symétrique de (x,y) est G — %)
Donc (G,*) est un groupe.
Comme (1,2) = (2,0) = (2,2) et que (2,0) = (1,2) = (2,4) il est clair que ce groupe n’est pas
commultatif.
2. L’élément neutre de (G,*), (1,0) €]0, +oo[x R.
Soit (x,y) €]0, +o[x Ret (x',y") €]0,+o[x R . Alors

11
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1 vy X y' x —xy' +x'y
Cony«\ =)=\ %) Y=\ —

X X X X X X
Z2Y) €]0, +oo[x R,

Donc (]0, +oo[x R,*) est un sous-groupe de (G,*).
Allez a : Exercice 2

Comme = > 0 alors (1,
X X

Correction exercice 3.
1. (,y)+ &,y)=@&+x",y+y") € Adonc laloi est interne.
(x' y) + [(xl,y/) + (X”,y”)] — (x’y) + (xr 4+ .X'”,y’ 4+ yu) — (X + (X’ + xu)'y + (yr + yu))
=(c+x)+x", G +y)+y") =[0y) + &,y + (x",y")

Donc la loi + est associative.
)+ @, y)=C+x,y+y)=C"+xy" +y)= (&, y)+ (xy)
Donc la loi + est commutative
Soit (a, b) tel que (x,y) + (a,b) = (x,y), il est clair que (a, b) = (0,0) est I’'unique élément neutre.
Soit (x', y") tel que (x,y) + (x',y") = (0,0) cela équivaut a

(x+xl’y+y/)=(0,0)®{x+x =0@{x = —X

y+y' =0 "y =-y
Donc le symétrique de (x,y) est (—x, —y).
Donc (4, +) est un groupe commutatif.

a) (oy)«(y) =0x",xy"+x'y) = (x'x,x'y +xy") = (x',y") * (x,y) donc * est commutative.
b)
[(.X', y) % (x/,yl)] % (x,,,y”) — (.X'X’,X'y’ + X,y) " (.X'”,y”) — (xxrxu’xxryu + xu(xyr + xry))
— (xxlxll’xxlyll + xllxyl + x”xly)
(x’ y) * [(xl,yl) * (xll’yll)] — (x,y) * (xlxll, xlyll + xllyl) — (xxlxll’x(xlyll + xllyl) + xlxlly)
— (xxlxll’xxlyll + xxllyl + xlxlly)

Donc [(x,y) = (x',¥)] = (x",¥") = (x,y) * [(x",y') = (x", y")]
La loi * est associative.

c) Soit (e, f) tel que pour tout (x, y) € 4, (x,y) * (e, f) = (x,y), e et f vérifient :

{ xe =x @{ e=1 @{ezl
xf+ye=y " lxf+y=y lf=0

(1,0) € A est I’élément neutre de A pour la loi *.

d) Toutes les propriétés pour qu’un ensemble muni de deux lois soit un anneau sont dans les questions
précedentes sauf la distributivité de * par rapport a 1’addition (a gauche ou a droite puisque la loi *
est commutative, c’est d’ailleurs cette commutativité qui rend 1’anneau commutatif).

Coy)«[(xy)+ " +y)]=Gy)« & +x",y" +y")
=@ +x"),x("+y")+ X"+ x)y) = (xx" +xx",xy" +xy" +x'y +x"y)
=0x" +xx",xy' +x'y+xy" +x"y) = (xx",xy" +x'y) + (xx", xy" + x"y)
=(y) =&, y)+ ()« (x",y")
Et voila, (4, +,%) est un anneau commutatif.
Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.

C1°62:(2 3 4 1
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1 2 3 4

con=( 230G 23023 e 1)-G 21 e
1 2 3 4

coa=( 230621 D-(3012)-0 23 Y-
1 2 3 4

aoa=( 239621 D-(3012)-( 27 9-a

Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.
e€EHeteeKdoncee HNK.

Soientae HNKetbh € HNK.
axb~1 € H, car H est un sous-groupe de G eta = b~! € K, car K est un sous-groupe de G donc
axb'eHNK
Cela montre que H N K est un sous-groupe de G.
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.
Vérifions que les bZ sont des sous-groupes de Z.
0=bx0E€EDbZ.
Six € bZety € b, il existe k € Z tel que x = kb et l € Z tel que y = b, on en déduit que
x—y=((k—-DbeL
donc bZ est un sous-groupe de Z.
Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.
L (xxy) =y txx”
2. xxx=e=>x"1=xdemémeyl=y.
3. x*xy=(xxy) =y lxx"1dapres 1°), puis x * y = y * x d’apres 2.
Allez a : Exercice 7

1

Correction exercice 8.

Allez a : Exercice 8

Correction exercice 9.
13
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|1] = 1donc 1 € U, soientz; € Uetz, € U donc |z;| =1et]|z,] =1

z lz,] 1
zz7t = |~ =T =7=1
Z3 |z, 1
donc z;z; 1 € U, (U,X) est un sous-groupe de (C*,X).
Allez a : Exercice 9
Correction exercice 10.
2ikm

z€Us © Ik €{0,1,2,34},z=¢€ 5 = o*

+ 0 1 2 3 4 X 1 w | 0| 0| ot
olo0 | 1|2 |3]| 12 1 1| o ||| o
1111213 |4]0 w | o |0 | et 1
2 2 3 4 0 1 w? | w? | w | wt| 1 w
3 (3|20 |1] 2 w | w1l | e | e
2 | 2|10 1|11 23 w* w1 | w | 0| o

Pour tout k € {0,1,2,3,4} on pose <p(E) = w*, il s’agit évidemment d’une bijection, de plus la place de
k dans la table de (Z/5Z, +) est la méme que celle de w* = (p(E) dans la table de (Us,%) donc il s’agit

d’un morphisme, finalement ¢ est un isomorphisme de (Z/5Z,+) sur (Us,X).
Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.
1. Montrons que U est un sous-groupe de C*.
1% = 1 donc I’élément neutre de C* appartient a U.

6 6
. s 2 _ 1 —
Soient z, et z, deux éléments de U, (z,2;1)¢ = (Z—l) =4 = =1donczz'eU.

Z2

U est un sous-groupe de C.
2ikm ikm

2. zeU©3Ike{0,1,2345},z=e6 =e3,U={1,—j%j,—1,j%—j}

L’ordre d’un élément de U divise Card(U) = 6, il vaut 1,2,3 ou 6.

L’ordre de 1 est 1.

L’ordre de - j2 est 6, car (—j2)?2 =j # 1, (—j?)3 = —j® = —1 # 1, son ordre est donc 6.

L’ordre de j est 3.

L’ordre de —1 est 2.

L’ordre de j2est3,car (j2)2 =j*=j#1et(j2)3 =j = 1.

L’ordre de —j est 6, car (—j)? = j2 # 1, (—j)3 = —j3 = —1 # 1, son ordre est donc 6.
3. H; ={—1,1} est un sous-groupe de U d’ordre 2.

H, = {1,,j*} est un sous-groupe d’ordre 3.

X 1 -1

1 1 -1

-1 | -1 1
X 1 j j?
1 1 j j?
jlJ 1
JE A1 ]

14



Groupes, anneaux, corps Pascal Lainé

Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.

2ikm ikm
1. Xy=e s =es aveck €{0,1,2,34,5}
i 2im 3im )
Xo=1 X =es=24+il=j2p,=¢5 =-24i8=j xy=¢5 =em=—1,
_oHm B, - Y
X, =e3 =—J-i= , Xg =e3 =s— i =]

2. 1°=1donc1 € Ug
Soientz; € Ugetz, € Ug, z8 = 1etzd =1

1y _ (72)® _ 28 _ 1 _ -1
(z1z;7)° = (= ——6—1—1d0n02122 € Us.

Zy z3

(Ug,x) est un sous-groupe de (C*,x).
3. L’ordre des sous-groupes de (Ug, %) divise ’ordre de (Ug,%), c’est-a-dire le nombre d’éléments de U,

soit 6. L’ordre des sous-groupes des (Ug, %) sont d’ordre 1,2,3 ou 6.
Il'y a un sous-groupe d’ordre 1 : {1}.
Il'y a un sous-groupe d’ordre 6 : {1, —j2,j,—1,j2, —j} = Us.
Dans les sous-groupes d’ordre 2, il y a forcément 1 et un élément d’ordre 2, parmi {—j?2,j,—1,j2,—j} il
n’y a que —1 qui soit d’ordre 2, il n’y a qu’un sous-groupe d’ordre 2 : {1, —1}.
Dans les sous-groupes d’ordre 3, il y a forcément 1 et deux ¢léments dont I’ordre divise 3, ce sont donc
des ¢léments d’ordre 3.
j est d’ordre 3 (car j3 = 1), le troisiéme éléments du sous-groupe est j~1 = j2, {1,},j2} est un sous-
groupe d’ordre 3 de (Ug,%).
j? est aussi un élément d’ordre 3 (car (j2)3 =j° = (j3)? = 1?2 = 1), le troisieme élément est j, on
retombe sur le cas précédent.
—j2 n’est pas d’ordre 3 car (—j%)3 = —j® = —1 # 1. —j n’est pas d’ordre 3 car (—j)3 = —j3 = —1 #
1, —1 est d’ordre 2, donc n’est pas d’ordre 3. Il n’y a pas d’autre sous-groupe d’ordre 3.

Allez a : Exercice 12

Correction exercice 13.

n n
1. U,={z€Cz"=1},1" =1donc1 € Uy, siz, €Uy,etz, € Uy,alors (z;z; )" = (?) = 2—11 =
2 2

% = 1donc z;z;* € U, par conséquent (U,,X) est un sous-groupe de (C*,x).

e s o - s d .
a) Par définition de I’ordre d, est le plus petit entier supérieur ou égal a 1 tel que (wko) ® =1, cequi

2ikgdom

équivautae n» = 1. Ladivision euclidienne de kyd, par n donne qu’il existe un unique couple
. 2ikgdgm 2i(gn+n)m
d’entiers (q,r)avec 0 <r <ntelque kodg =qn+r.e » =1ee » =1¢&

2irm 2irm

e?dme™n =1oen =1,000<r<ne0 ser"< 2m donc r = 0. On en déduit que kyd, =
qn.

b) D’apres le théoréme de Gauss k, divise gn et k, est premier avec n entraine que k, divise g, il exite
donc a € N tel que g = ak,. D’autre part I’ordre de wy, divise n d’apres le théoréeme de Lagrange
donc il existe b € N tel que n = bd, on a donc

kody = qn © kydy, = abkydy, © 1 = ab
Par conséquenta = b = 1 etalors n = d,.

15
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3. Si k, etn ne sont pas premiers entre eux alors I’ordre de wy, n’est pas n. Soit D = PGCD(n, ko) > 1, il
2ikgm 2ibm

existealorsa € Netb € N telsquen = aD etk, = bD,donCc wy, =e » =e a ,0nendeéduitalors

a P ;s oo. -
que (wko) = ¢2!b™ = 1, Et évidemment a < n car sinon D = 1.
Ce qui montre que I’ordre de wy n’est pas n.
4. 3. est la contraposée de « si I’ordre de wy, est n alors k, et n sont premiers entre eux », on en déduit que
«’ordre de wy est n si et seulement si k, et n sont premier entre eux ».
Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.

1. Sia > 0alors f'(x) = ax®* 1 > 0 donc f est croissante, de plus lim,_,o- x* = 0 etlim,_ ., x% =
L o)
f est une bijection de ]0, +oo[ sur ]0, +oo.
Sia < 0alors f'(x) = ax® 1 < 0 donc f est décroissante, de plus lim,_,y« x* = +oo et
lim,_ ;0 x%*=0
f est une bijection de ]0, +oo[ sur ]0, +oo.

2. Rappelons que la composition est une loi associative.
Soit Id)g 1o définie pour tout x €]0, +0o[, Id)g 4o(x) = x = x*, Idjg 400 € E Car 1 € R*.
Soient f € Eetg € E, ilsexistent « € R* et § € R* tels que pour tout x €]0, +oo] :
flx) =x%etg(x) = xF
f o g est une fonction de 10, +co[ dans 10, +oo[ et f o g(x) = f(g(x)) = f(xF) = (xF)* = x*F
af eR*donc fog €E
Le symétrique de f pour la composition est sa bijection réciproque, de plus f~1(x) = xé, comme
~eR', flEE.
Conclusion, o est une loi interne, associative, qui admet Id) 4| € E comme élément neutre et la

bijection réciproque de f comme symétrique dans E. (E,°) est un groupe.
Allez a : Exercice 14

Correction exercice 15.
1. Utilisons I’algorithme d’Euclide

29=3Xx8+4+5
8=1x5+3
5=1%x3+4+2
3=1x2+1
2=2%X14+0

1=3-1Xx2=3-1Xx05B-1%x3)=-1Xx54+2%x3=-1%x5+2%x(8-1%x5)=2%x8-3x%5
=2Xx8-3%x(29-3%x8)=-3%x29+11x38
u = 11 et v = —3 est un couple de solution.
2. D’apres la question précédente, —3 X 29 + 11 X 8 = 1, donc la classe de —3 x 29 + 11 x 8 dans H,q est
égal a la classe de 1 dans H,q.

—3x29+11x8=1©-3x29+11x8=111x8=1
Car 29 = 0, le symétrique de 8 est 11.
3. Les classes sont celles de H,q.

8x =9 mod 29 équivaut & 8x = 9, en multipliant par 11 & gauche et a droite :
11x8xx =11Xx9©1x¥=99ex¥=3%x29+12ex=3x29+12=12
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Les solutions sont donc les entiers x congrus a 12 modulo 29.
Allez a : Exercice 15

Correction exercice 16.
1. Oncherche u € (Z/247Z)" tel que :
8u=1©3k€Z8u=1+24k & 3k €Z8u—24k =1

PGCD(8,24) = 8 qui ne divise pas 1 donc 8 n’admet pas d’inverse.

2. Soita € (Z/247Z)" , a admet un inverse si et seulement s’il existe u € (Z/24Z)* tel que

axu=1

Ce qui équivaut a, il existe k € Z tel que au = 1 + 24k, autrement dit au — 24k =1
Finalement a ce que a et 24 sont premiers entre eux, 1’ensemble recherché est

{1,5,7,11,13,17,19,23}

On cherche u € (Z/11Z)* tel que :
Su=1o3k€Z5u=1+11k o 3k€Z5u—11k =1
Soit on voit une solution évidente (u, k) = (—2, —1) soit on utilise ’algorithme d’Euclide
5x(-2)—11x(-1)=1e5x(-2)=1+11x(-1)=>5x-2=1
L’inverse de 5 est —2 = 9.
4. (Z/11Z)* est un groupe multiplicatif & 10 éléments donc, pour tout x € (Z/11Z)*, x'° =1
Par conséquent x° = x !

x°+5=02x145=014+5x=0o —xx5=1
On a vu & la question 3. que 1’opposé de la classe de 5 est —2 donc x = 2.
Allez a : Exercice 16

Correction exercice 17.
1. Soitl' € l,ilexiste k € Ztel que I’ = [ + 6k, donc I’ = 1 4+ 2 x (3k) = [2] par conséquent
fr)=1
Si on change de représentant dans la classe de [ dans Z/6Z, on ne change pas la valeur de f(f) donc f
est bien définie.
On notera + 1’addition dans Z/6Z et dans Z /27, ¢’est un peu abusif mais pas trop.
fli+L)=fli+L)=b+L=0L+L=f0)+f(L)
f est bien un morphisme de groupe.
Il reste & montrer que f est surjectif. Dans Z/2Z il n’ y a que deux classes 0 et 1, comme
f0)=0 et f(1)=1
Ces deux classes ont au moins un antécédent.
Remarque :
Celui-ci n’a aucun chance d’étre unique pour plein de raison, la premiére est que sinon f serait une
bijection d’un ensemble a 6 éléments sur un ensemble a 2 éléments, ce qui est bien sur complétement
impossible, la seconde est que
f(2)=2=0;f(3)=3=1;f(4)=3=0etf(5)=5=1.
2. Sion reprend la remarque on a
ker(f) = {6, 2, Z}
Sinon (pour faire plus général), on cherche I € Z/6Z tel que
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f)=0ei=0o3keZl=0+2k=2keo3IkELl=2k
Dans Z/6Z il y a trois classes « paires », 0, 2 et 4.
On rappelle que le noyau d’un morphisme est un sous-groupe de I’ensemble de départ.

INIINTIEd e
NEE
NSl

ol N N N

3. Onnotera [ les classes de Z/3Z. On définit ¢ de ker(f) dans Z/3Z par :
9(0)=0; @(2) =1 et ¢(4)=2
Soit d’une maniére plus générale (p(ﬁ) = k.
Comme pour f on doit se demander ce qu’il se passe si on change de représentant dans 2k, est-ce que
I’on retombe bien sur la méme classe modulo 3 ?
Soit 2k’ € 2k, il existe n € Z tel que 2k’ = 2k + 6n, ce qui entraine que k' = k + 3n et que par

conséquent k’ = k, tout va bien.
Manifestement ¢ est une bijection, est-ce un morphisme ?

0 (2ky + 2k;) = o(2ky + 2ky) = 2ky + 2k, = 2k; + 2k, = 9(2k;) + (2k3)
@ est bien un morphisme.
Autre méthode :
On pouvait dresser la table de Z/3Z et constater qu’elle est identique a celle de ker(f).
Allez a : Exercice 17

Correction exercice 18.
1. 11 faut vérifier que I’image de Ug par f est bien incluse dans U,, or pour tout z € Ug, z8 = 1 par

conséquent (f(z))2 = (z%)? = z8 = 1 ce qui montre que f(z) € U,.
2. SoitzeUg,zeKer(fl)ef(z)=1ezt=1oz€{1,i,—1,-i}
Donc ker(f) ={1,i,—1,—i} = U,

X 1 i -1 | =i
1 1 i -1 | =i
i [ -1 | =i 1
-1 -1 | =i 1
—1 —i 1 [ -1
3.
Premiere méthode compliquée mais qui se généralise aux isomorphismes de Z/nZ sur U,,.

2iam iam

Onpose p(a) =e + =ez,olk € Z/4L.
Il faut d’abord vérifier que ¢ est bien définie, c’est-a-dire que si on change de représentant dans a alors

I’image est bien la méme. Soitb € a, b = a + 4k, k € Z.

2ib 2i(a+4k)m 2iam+2ix4km 2iam 2ikx4m 2iam ik 2iar 2iar
e 4 =e 4 =e 4 —e 4 e 4 =e 4 xXehT=¢"2 x1=¢ 4

Donc tout va bien.

— i(a+b)m iam ibw —
p(@a+b)=9(a+tb)=e 2 =ezez =p@q¢(b)
@ est bien un morphisme de Z/4Z sur U,.

18
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Montrons que le noyau de ¢ est bien réduit a 0 (I’élément neutre de Z/47), ce qui montrera que ¢ est
injective.

a€eKer(p) o pla)=1c e%r =1 & ilexistek € Z,az—n =2kn © ilexistek € Z,a =4k o a

=0

Donc ¢ est injective.

Comme le cardinal de Z/4Z est le méme que le cardinal de U,, on en déduit que ¢ est bijective,

finalement ¢ est un isomorphisme de groupe.

Deuxieme méthode.
Onpose p(0) =1, (1) =i, 9(2) = —1et(3) = —i
Chaque élément de U, admet un unique antécédent donc ¢ est une bijection.

Il reste a montrer que c’est un morphisme.
Le plus simple est de comparer la table de (Z/47Z ,+) avec celle de (U,4,%)

ol wl| NN
N| ||| O] Wl W]

Sl WI NI -]

wi|ml[ =l ol +
wi|Nl| R ollol

Les éléments de chaque groupe étant situé au méme endroit, ¢ est un morphisme entre ces deux groupes
Sinon on peut faire 1’effort de vérifier « & la main » que tout marche bien.

9(0+0) = 0(0) =1=1x1=9(0)p(0)

p(0+1) = (1) =i=1xi=9(0)p(1)
9(0+2) = 9(2) = -1=1x(-1) = ¢(0)p(2)
9(0+3) =9(3) = —i =1x (=) = 9(0)e(3)

o(1+1) = (@) = ~1=ixi = p(Do(D)
p(1+7) = 0(3) = =i =i x (1) = p(Do(?)
p(T+3) = (@) =1 = i x (=) = oD (3)

9(2+2)=9(0) =1= (- x (-1 = ¢(2)0(2)
0(2+3) =9(1) =i= (D x (=) = ¢(2)0(3)

9(3+3)=9(2) = —1= () x (=) = p(3)0(3)
Par commutativité on obtient ceux qui manquent.
@ est bien un morphisme de groupe. Comme il est bijectif, c’est un isomorphisme.
Allez a : Exercice 18

Correction exercice 19.
8 8
1. 18 =1donc1 € H.Soientz, € Hetz, € H alors (z,z; 1) = (j—l) == % =1donc z;z; ' € H,
2
(H,x) est un sous-groupe de (C*,x).
2. z* = z* donc z~z, autrement dit ~ est réflexive.
19
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3.

Zi~Zy D Z] = Z5 = Zy = Z] = z,~z; donc ~ est symétrique.
4 4
Zl~Z2 Z1 = Z oy . 9z .
! > = 7z} = 724 = z,~z5 donc ~ est transitive, ~ est une relation d’équivalence.
23~23  z3 = z3

4
Soita€eH,zeae zt=a* & (g) = 1 or les racines quatriéme de 1 sont {1, i, —1, —i} donc
i € {1,i,—1, —i} ou encore z € {a, ai, —a, —ia} , etdonc a = {a, ai, —a, —ia} .
Ces éléments sont évidemment tous distincts (sauf pour a = 0, mais 0 € H) donc une classe pour cette

relation d’équivalence a 4 éléments, or le cardinal de H est 8, il y a donc deux classes d’équivalence.
1 ={1,i,—1, —i} il reste & trouver une racine huitiéme de 1 qui ne soit pas dans 1. Par exemple

2im in

w =e s = e+, Laseconde classe d’équivalence est alors @ = {w, wi, —w, —iw}. On peut un peu
améliorer la « clarté » de ces complexes, en effet wi = eier = e¥, —w=—er = elTes = eszn,
—ilw = eane% = e¥.
Allez a : Exercice 19
Correction exercice 20.

1. 1"=1donc1€eU,

Soientz € U, etz' € U, doncz® =1letz" =1
A A
ez =(3) =m=1=1

Cela montre que zz'~* € U,,, U, muni de la multiplication est un sous-groupe de C*.

2. Comme n divise m, il existe k € N tel que m = kn.
Soit z € U,,, alors z™* = 1.

ZM = an — (Zn)k — 1k =1

Ce qui montre que z € U,, et que U,, € U,,.

3. ddivise n, d’aprés b) U; € U, de méme d divise m, d’aprés b) Uy < U,,, cela montre que Uy < U, N U,
SoitzeU,NU,,,z€ U,etze U,doncz"=1etz™ = 1. D’aprés I’identité de Bézout il existe u € Z et
v € Z tels que nu + mv = d, on en déduit que z% = z™™ = (zM)%(z™)Y = 1% x 1Y = 1, ce qui montre
que z € Uy, par conséquent U,, N U,,, € Uy.
D’apres cette double inclusion : Uy = U, N Uy,.

4. Soientk € Zetk' €Z

Altkhm (2kn 2kn) ke 2km
flk+k)=e" 5 =e\5 5 /=e"5e" 5 =fk)f(K)

Cela montre que f est un morphisme du groupe additif Z dans le groupe multiplicatif C*. 1l reste a montrer
que I’image de Z par f est incluse dans Us.

.2km 5 i
Pour tout k € Z, (f(k))5 = (elT) = e2i™ = 1, ce qui montre que f (k) € Us.

f est un morphisme du groupe additif Z dans le groupe multiplicatif Us.
k e ker(f) © f(k) =1
Le « 1 » est I’é1ément neutre du groupe Us muni de la multiplication.

2km 2kTT

keker(f) © f(k)=1oe's =1coilexiste k' € Z tel que — = 2k'm, autrement dit k = 5k’

ker(f) est ’ensemble des multiples de 5, ce qui s’écrit aussi 5Z.

Allez a : Exercice 20

Correction exercice 21.

1.

20



Groupes, anneaux, corps Pascal Lainé

)
—0 —
3 =1
-1 —_
3 =3
-2 —_ —_
3 =9=2
-3 2 — _ = —
3 =3 X3=2X3=6
3 23 x3=6x3=18=12
3’=3'x3=4x3=12=5
—6 —_
3 =1

La derniére égalité n’étant que le petit théoréme de Fermat.
b) Sik ¢ {0,1,2,3,4,5}, il existe un unique couple (q,7) € Z x {0,1,2,3,4,5} telsque k = 6q + r

3 =3 2 (56)" x3 =(1)"x3 =3 ¢ {§k,k € {0,1,2,3,4,5}}

7 est premier donc ((Z/7Z )* ,x) est un groupe.

3. D’aprés la premiére question le groupe engendré par 3 est

C’est bien le méme ensemble que (Z/7Z)".

!

L =k =k ) —K' —k
a) Il faut vérifierquesi3 =3 alorsonabien ¢ (3 ) =@ (3 )

k' —k —k'-k =
3 =3 &3 =le3dlelk'—-k=6le3leZk'=k+6l
La seconde égalité vient du fait que I’ordre de 3 est 6, d’aprés la premiére question.
_k' ik'm i(k+6)m ikm+ix6lm ikm . ikm _k
(p<3 ):eS =e 3 =e 3 =g 3 e2im — p73 :(p(3)

L —k . ikm © ]
Il faut aussi vérifier que ¢ (3 ) € U,, Cce qui est exact car (e 3 ) — p2ikm — 1

@ est bien définie.
b) Pour toutes classes a et b de (Z/7Z )*, il existe un unique k € {0,1,2,3,4,5} et un unique [ €

—k —l
{0,1,2,3,4,5} telquea=3 eth =3
—k—l —k+1 i(k+Dm ikm il —k 1
(p(ab)=<p(3 3)=(p(3 )=e 3 =e3e3 = (3 )(p(3)=(p(a)<p(b)
@ est un morphisme de groupe.

c) Soita € ker(¢p)

_k ikm km
<P(a)=1<:><ﬂ(3 ):1<:>e3 =1le 3k €L, 5 =2kt =3k €L,k =6k

Donc
—k -6k —e\K k' _—
a=3 =3 =(3) =1 =1
le noyau de ¢ est réduit a I’é1ément neutre de (Z/7Z )*, ce qui montre que ¢ est injective, comme
(Z/7L)’

et U ont tous les deux 6 éléments ¢ est bijective.
Allez a : Exercice 21

Correction exercice 22.
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1. Pourtoutk € G, il existeununique h = g~ ' xk € Gtel quey,(h) =y,(g *k) =g+g 'k =k
Donc y, est une bijection de G sur G.
2. Pourtout g, g’ € G etpourtouth € G
9(g*g) M) =Ygy =(gxg)xh=gx(g' +h) = g xvy(h) = vy (vy(h)) = vy o vyr(h)
Par conséquent
p(g*9)=vg°vy =9(g)°p(g’)
Ce qui montre que ¢ est un morphisme de (G,*) dans (S¢,°).
3. Pour montrer que ¢ est injective il faut et il suffit de montrer que le noyau de ¢ est réduit a 1’élément
neutre de G car ¢ est un morphisme.
g Eker(p) ® ¢(g) =1d; ©VheG,p(g)(h) =heo VheGy,(h)=heVheGgxh=heg
=e
Ce qui montre que ker(¢p) = {e}, et que donc ¢ est injective.
4. Pourtoutk € G, il existeununique h = kx g~ € Gtel que §;(h) =8,(kxg ) =kxgtxg=k
Donc &, est une bijection de G sur G.
Pour montrer I’injectivité de i on ne peut pas utiliser le « noyau » puisque pour I’instant 1 n’est pas un
morphisme.
Y(g) =¥(g') © Vhe G, P(g)(h) =¢(g)(h) © Yh € G,8,(h) =6, (h)
©VheGhxg=hxg ©g=g'
Y est injective.
5.
Si Y est un (homo)morphisme de groupe
Pourtous g,g' € G, ¥(g *g') = P(g) e yP(g'), donc pour tout h € G
(g * V() = P(9) o Y(gN(R) & 6,41 (h) = 85 0 8,1(h) & hx (g % ") = 85 (8 (W)
Shx(gxg)=08(h+xg) o hxgxg' =hxg' *g
Il reste a composer par h~! a gauche pour en déduire que pourtous g,g' € G, g*xg' = g’ * g,
autrement dit G est abélien.
Réciproque, supposons que G soit abélien.
C’est pareil dans 1’autre sens, faisons le tout de méme.
Pourtoutg, g’ h € G

hxgxg'=hxg'xgeohx(gxg')=38;(h+g) e hx(gxg) :(S‘g(6g,(h))<:>h*(g*g’)
=0, (65 () © 85y () = 85 0 8,0 (W(g * g") () = p(g) > Y(g")(h)
SAUCANDERTCIREIED)
Ce qui montre que ¥ est un morphisme de groupe.
Allez a : Exercice 22

Correction exercice 23.
1. Si ¢ est un morphisme de G
Pourtoutg,g’' € G

o(g7 % g ™) =plg D 0(g™) =2 (g7 xg'™) = (@) (g D)
2@ D@D =gxg'>9'xg=g*g
Ce qui montre que le groupe est abélien.
Si le groupe est abélien alors pour tous g, g' € G, g7 gt =gt x g1
glxg Tt =g"txg T 2 0@ re@)=(g*g) T =plg*g")
Ce qui montre que ¢ est un morphisme de G.
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Ces deux implications montre que ¢ est un morphisme si et seulement si G est abélien.
2. eefexx? .., x™1}
Soit g, h € {e,x,x?, ..., x™ 1}, il existe a,b € {0,1,2,...,m — 1} telsque g = xP et h = x4
Donc g * h™! = x%x x~b = xab
On effectue la division euclidienne de a — b par m, il existe un unique couple (q,7) € Z X
{0,1,2,...,m — 1} tel que a — b = mq + r, par conséquent
g*h 1 =xMt" = (x™)q « x" = e xx" = x" € {e,x,x?, ..., x™ 1}
Ces deux propriétés montrent que {e, x, x2, ..., x™~1} muni de = est un sous-groupe de (G,*).
3. mnestpairdonc il existe n’ € N tel que n = 2n’ — 1, une des conséquences du théoréme de Lagrange
veut que pour tout g € G, g™ = e, par conséquent

" lzeo g =ge (V) =gop(e) =g

Donc pour tout g € G il existe h = g"' tel que g = Y (h), ce qui montre que ¥ est surjective.

4. Supposons que i soit un morphisme, pour tous g, g’ € G

Plg*g) =@ *Pg) = (g*g) =g**g* o g*g'xg+g' =g*g+g'*g9 =g *g
=gxg'
En simplifiant & gauche par g et a droite par g’
Bref 1 est un morphisme si et seulement si G est abélien.
Allez a : Exercice 23

Correction exercice 24.
1. VgeG exg=g=*edonce € Z.
Pour tout z; € Z et pour tout z, € Z,
(z1xz23)xg=2z1% (237 % g) =21 (g7 *2)7"
OrgleGdoncgtxz,=2,%g7!
(z1xz;)xg=21% (g7 % z) P =2y % (2% g™ D) P =205 (g*23"0) = (2, % g) x 23
=(g*z)*xz;" =g=(z1%23")
Ce qui montre que z, * z; * € Z.
Donc (Z,*) est un sous-groupe de (G,*)
2. Si G est commutatif alors pourtoutz € Getpourg € G,zxg=g=*zdoncZ =G.
Allez a : Exercice 24

Correction exercice 25.

1.
a)

AUuB | ¢ | {0} | {1} |{0,1}
@ o | {0} | {1} {01}
{0y | {0} | {0} [{0,1}|{0,1}
{13 | {1} [{01}| {1} |{0,1}
{01} | {0,1} {0,1} | {0,1} | {0,1}
b) @ est I’élément neutre pour la réunion.
c) Oui, la réunion est toujours associative.
d) Oui, la réunion est toujours commutative.
e) Non, par exemple {1} U B n’est jamais égal a {0}, ce qui signifie que {1} n’a pas de symétrique.
f) Méme réponse pour les questionsde b ae.
Allez a : Exercice 25

2.

|AnB| ¢ | {0} | {1} [{0,1}]
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a) ? ? ? ) )
{0y | ¢ | {0} | {0} | {0}
Uy |6 | o | {1} | {1}
01 ] ¢ | {0} | {1} {01}

b) {0,1} est I’élément neutre pour 1’intersection.
c) Oui, I’intersection est toujours associative.
d) Oui, I’intersection est toujours commutative.
e) Non, par exemple {0} N B n’est jamais égal a {0,1}, donc {0} n’a pas de symétrique.
f) Méme réponse pour les questionsde b ae.
Allez a : Exercice 25

3.
a)
(A\BuB\4A) | ¢ | {0} {1} [{01}
0 o | {0} | {1} {01}
{0} 0}y | o [{01}] {1}
{1} {1} {01} @ | {0}
{0,1} 01}] {1} | {0} | @

b) @ est I’élément neutre pour la différence symétrique.

c) d)e) Sur chaque ligne de la table il y a, une et une seule fois, chacun des 4 éléments de E ce qui
entraine que E muni de la différence symétrique est un groupe, cette loi est associative et
commutative, le symétrique de @ est @, celui de {0} est {03}, celui de {1} est {1} et celui de {0,1} est
{0,1}.

f)

(@\B)U(B\@P)=0UB=B
Donc @ est I’élément neutre.
On a besoin de rappeler un résultat avant de montrer I’associativité basé sur le fait que A\B=ANB
Ax*B=(A\B)UuB\A) =(AnB)u(BnA)=(AUBn(AuAd)n(BuB)n(BUA)
=(AUB)NENEN(BUA)=(AUuB)n(BUA)=(AUuB)n(BNnA)

(A*B)*Cz((AuB)n(m))*cz(((AuB)n(m))uC)n(((AuB)n(W))nC)

=(((AUB)UC)n((m)uc))n((AuB)n(m)uE)

=(AuBuC)n(ZuEuC)n((AuB)u(ﬁ)uf)

= (AuBuC)n(ZUEUC)n((ZnE)u(AnB)UE)
Faisons un petit calcul intermédiaire
(AnB)u@AnB)=(AuA)n(AuB)n(BUA)Nn(BUB)=En(AuB)n(BUA)NE
=(AuB)n(BUA)
Reprenons le calcul de (4 * B) = C.

(A*B)*C=(AUB uC)n(ZuEuC)n(((ZuB)n (EUA))UE)
=AuBuC)Nn(AuBuC)n ((ZuB)uE)n((EUA)UE)
=(AuBuC)n(AuBuc)n(AuBucC)n(AUBUC)

Ce calcul est assez compliqué c’est pourquoi on va éviter d’en refaire un aussi compliqué pour calculer
A * (B = C), laloi est clairement commutative, on va utiliser ce résultat dans la suite. Avec un peu
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d’expérience, dés que dans (A * B) * C, on peut intervertir A, B et C on est siir de I’associativité de la
loi.

Calcul de C = (B = A), on reprend le calcul de A = (B = C) en changeant A et C, on constate que cela ne
change riendonc C * (B xA) = A* (B *C),d’autrepart Bx A=A*BdoncC x (B*A) =C * (A *

B), la loi étant commutative C * (A * B) = (A * B) = C, on a bien
Ax(BxC)=(AxB)*C
La différence symetrique est associative.
On n’en a pas parlé mais la loi est évidemment une loi interne.
Il reste @ montrer que tous les ensembles admettent un symétrique.
Soit A un ensemble, on cherche B tel que :
(A\B)U(B\A) =@AUBN(BNA)=09
CommeU\V=UnV,(AUB)N(BNnA)=(AUB)\ (ANB)

Donc B vérifie (AUB) \ (AN B) =@, autrementditAUB c AnB,orANB c AUB,doul’on

déduitque : AN B = AU B, je crois que la c’est clair, B = A.

Remarque : si on s’apercoit que B = A est solution, par unicité du symétrique c’est la seule solution

possible.
Finalement E muni de la différence symétrique est un groupe commutatif.
Allez a : Exercice 25

4,
a)

AuB| @ | {0} | {1} |{0,1}
) {0,1} {0,1} | {0,1} | {0,1}
{0} {01} {1} |{01}| {1}
{13 {01} {01} | {0} | {0}
01 [{01) (1} | (0} | o
b) 1l est clair (enfin j’espére) qu’il n’y a pas d’élément neutre.
c) Laréunion est toujours associative.
d) Laréunion est toujours commutative.
e) Comme il n’y a pas d’élément neutre, il ne peut pas y avoir de symétrique.
f) Il n’y a pas d’élément neutre, la loi est associative et commutative et bien sur il n’y a pas de
symeétrique.
Allez a : Exercice 25

5.
a)

AnB | @ | {0} | {1} {01}
¢ ({01} {1} | {0} | @
{0y {13 | {1} | @ Y
{13 ({03 @ | {0} | @
{01} | @ 1) 1) )
b) 1l est clair (enfin j’espére) qu’il n’y a pas d’élément neutre.
c) L’intersection est toujours associative.
d) L’intersection est toujours commutative.
e) Comme il n’y a pas d’élément neutre, il ne peut pas y avoir de symétrique.
f) Iln’y a pas d’élément neutre, la loi est associative et commutative et bien sur il n’y a pas de
symétrique.
Allez a : Exercice 25

Correction exercice 26.
Tous les groupes possédent un élément neutre, notons le e. Et notons * la loi.

1.
x|
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Carexe=c¢e
Allez a : Exercice 26

2. Dans un groupe a deux éléments, il y a e 1’élément neutre, notons a I’autre élément, donc G = {e, a}.
Onaaxe=ex*xa=a.
Que vaut a * a = a?® ? a® vaut soit e soit a car la loi est interne. Considérons a~* le symétrique de a,

celui-ci appartienta G = {e, a}, il n’est pas possible que a~! = e sinon a = e, par conséquent a™! = a,
en multipliant a gauche (ou a droite) para :a *a™! = a * a © e = a * a. On en déduit que :

e|a

e|a

a|e

Montrons que (G,*) est isomorphe & (Z/2Z, +).
Soit ¢ : (G,*) = (Z/27,+) définit par p(e) = 0 et p(a) = 1, ¢ est une bijection (c’est évident).

plexa)=p@=1=0+1=¢(e) +¢(a)
De méme

plaxe) =p(@=1=1+0=¢p(a) +¢(e)

Et enfin

plaxa) =¢e)=0=1+1=¢(a)+ ¢(a)
Cela montre que ¢ est un morphisme. Finalement ¢ est un isomorphisme et (G,*) et (Z/2Z, +) sont
isomorphes. Une autre fagon de faire est d’écrire la table du groupe (Z/2Z, +).

+]0|1
0/0/1
1]/1)0

Et de constater que le e et le a sont aux mémes endroits que le 0 et le 1.
Montrons que (G;*) et ({—1,1},%) sont isomorphes.
Soit ¢: (G,*) » ({—1,1},%x) définit par p(e) = 1 et p(a) = —1

plexa)=¢(a) =-1=1x1=¢(e) X p(a)
De méme

plaxe) =¢(a) =-1=-1x1=¢(a) xp(e)
Et enfin

plaxa) =ge) =1=1x1=¢(a) X p(a)

Cela montre que ¢ est un morphisme. Finalement ¢ est un isomorphisme et (G,*) et ({—1,1},%) sont
isomorphes. Une autre fagon de faire est d’écrire la table du groupe ({—1,1},%)

X 1 | -1
1 1 |-1
-1|-1] 1

Et de constater que le e et le a sont aux mémes endroits que le 1 et le —1.
Montrons que (G,*) et ({x = X,X P i} ,0) sont isomorphes. C’est formellement un peu plus compliqué,

notons id(x) = x et f(x) = % pour tout x # 0

1
fofG) =f(f)=f (;) = x = id(x)

RIR|

Posons ¢: (G,x) — ({x X, X P i}o) définit par p(e) = id et p(a) = f
plexa)=@p(a)=f=Ideof =¢p(e)o¢pa)

plaxe) =¢(a) =f=foid=q(a)eqp(e)

plaxa) =g(e)=id=fof =¢a)eqpa)

De méme

Et enfin
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Cela montre que ¢ est un morphisme. Finalement ¢ est un isomorphisme et (G,*) et ({x X, X P

£l ,o ) sont isomorphes. Une autre fagon de faire est d’écrire la table du groupe ({x = x,x = el ,0
X rp X

+ |id] f
id |id| f
flflid

Et de constater que le e et le a sont aux mémes endroits que le id et le f.
Allez a : Exercice 26

3. Onnote = la loi du groupe, e 1’élément neutre, a et b les autres éléments du groupe donc G = {e, a, b}
Il faut calculer a = b, b * a, a * a = a? et b x b = b?. Pour les autres produits c’est évident
exe=e axe=exa=a et bxe=exb=0»>D
On va chercher ce que vaut le produit a = b, celui appartient a G par conséquent
a*b=e ou axb=a ou axb=>»
Si a x b = a, en multipliant a gauche par a™*, on a
alxs(a*b)=al*as (al*xa)sb=eoexb=eob=c¢
En utilisant d’abord I’associativité de la multiplication, puis que a™! * a = e.
Ce n’est pas possible puisque b # e.
De méme a * b # b car en multipliant a droite par b~ on trouve que a = e ce qui n’est pas possible.
Par conséquent a * b = e.
On ne peut pas en déduire immédiatement que b * a = e, mais avec un raisonnement analogue, c’est-a-
dire que I’on suppose que b * a égal a a, puis a b, on en déduit que b * a = e.
Table intermédiaire

al|b
a

S Q|| *
SR |0 ®
Q

e

Premiére méthode :
Sur chaque ligne et sur chaque colonne il y a une et une seule fois chaque élément du groupe donc
axa=a’=bethxb=>b?=a.
Deuxieme méthode :
a’ € {e,a, b},
Si a? = e alors a™! = a (en multipliant a gauche ou a droite par a=1) mais a = b = e entraine que
a~1 = b et par conséquent a = b ce qui est impossible d’aprés ce que ’on a vu ci-dessus.
Sia? =aalorsa ! xa? = a1 xa etdonc a = e ce qui est faux puisque a # e.
La seule solution est a? = b.
Le méme raisonnement entraine que h? = a.
On peut compléter la table :

x| e|al|b
elelalb
ala|ble
b/ blel|a

Montrons que (G,*) est isomorphe a (Z/3Z, +).
Soit ¢ : (G,*) - (Z/37Z,+) définit par p(e) = 0, p(a) = 1 et p(b) = 2 (on aurait pu prendre ¢(a) =
2 et p(b) = 1, cela ne change rien, sauf que dans ce cas il est préférable d’écrire la table de (G,*) en
intervertissant a et b). ¢ est une bijection.
Premiére méthode :
Il faut montrer que :
plexa) =g(e) +¢(a); plaxe) =g(a)+¢(e); ple*b) = ¢ple) + p(b);
@b xe) =@(b) +@(e); plaxb) =p(a) + ob); b *a) = @) + ¢(a);

plax*a) =@a) + ¢p(a); b *b) = @(b) + ¢(b)
Cela va étre long, on passe a la deuxiéme méthode.
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Deuxieme meéthode :
On va comparer les tables des deux groupes (G,*) et (Z/3Z,

—+

+).
2
2
0

N||=]|Ool|o
ol|N R

N[O

1

On constate que le e, le a et le b sont aux mémes endroits que le 0, le 1 et le 2. Ces deux groupes sont
isomorphes.

2im 4im

Montrons que (G,*) est isomorphe a <{1 es, eT} ,x), on va écrire la table de ce groupe.

On remarque que :
2im  2im 4im 2w 4im Mmw  4in 8im 2w
e3 Xe3 =e3; e3 Xe3 =1 et e3 Xe3 =e3 =e¢3
La commutativité de la multiplication fait le reste.

X 1 2im | 4in
e 3 e 3
1 | 1 | zim| 4im
e 3 e 3

2in | 2im | 4im| 1
e 3 e 3 e 3
aim [ 1 | 2im
3 e 3

w|:‘3.
e

e e

2im 4im
On constate que le e, le a et le b sont aux mémes endroits que le 1, le e s et le e 3. Ces deux groupes
sont isomorphes.

2im 4im
Remarque :es =jetes =j2
Montrons que (G,*) est isomorphe a ({(1,2,3), (2,3,1), (3,1,2)},0), on va écrire la table de ce groupe.

On pose
id:(1,2,3)=(i ; g);c1=(2,3,1)=(; g f);62=(3,1,2)=(§ i g)
On remarque :
1 2 3
are=( 3 D07 D=( 1 2)=0 5 D-u
1 2 3
weas( oG I D=(22 1) % P-u
1 2 3
coa=( 20 2 D-(312)-¢ 2 D-a
1 2 3
coa=(b 2902 D23 1) 2 e

ci|lcglcy|id

Cy |y lid | g
On constate que le e, le a et le b sont aux mémes endroits que le id, le c; et le ¢c,. Ces deux groupes
sont isomorphes.

Allez a : Exercice 26

4,
a) Sia? = aalors a = e (on a déja vu cela dans les exercices précédents), ce qui est impossible car
a # e, donc a? # a de méme b2 # betc? # c.
Supposons que a? # e, b* # e et c? # e.
Que vaut a® ? a? € {e,a, b, c} par conséquent , soit a®> = b soit a* = c.
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Sia?=b»b
L’ordre d’un élément divise I’ordre du groupe, si on appelle k 1’ordre de a?, comme 1’ordre (=le
cardinal) de G est 4, il existe [ € N tel que 4 = Lk donc
b2 = (a2)2 =q% =qgf = (ak)l =el=¢
Ce qui entraine que b? = e ce qui est impossible.
Sia’?=c
On montre de méme que ¢? = e ce qui est impossible aussi.
Par conséquent a? # e, b? # e et ¢? # e est faux, il y en a un des trois qui vaut e, I’énoncé impose
que b? = e.
b) On suppose que a * ¢ = ¢ * a = e, on écrit la table intermédiaire.
[+lelalb|c]

al|lb|c

aS|Q (®
O SQ (®
(0}

e

En regardant la lala] | |e] ligne

a’?=b ou a’*=c

Si a? = c alors a® = a = ¢ = e (en multipliant a gauche par a), ce qui n’est pas possible d’apres
théoréme de Lagrange car 3 ne divise pas 4.

On en déduit que a? = b.

En regardant la lclale| | | ligne

c’=a ou c*?=b

Si c2 = aalors c¢3 = ¢ * a = e (en multipliant & droite par a), ce qui n’est pas possible car I’ordre
de ¢ : 3 ne divise pas 4.

On en déduit que c? = a.

Table intermédiaire

QIS || *
aSQ |0 ®
[wyl

e a

En regardant la lalalb| [e] ligne
On en déduit que a * b = c. Les valeurs e, a et b sont déja prises.
En regardant la lc|cle| [a] ligne

On en déduit que ¢ * b = b. Les valeurs e, a et ¢ sont déja prises.

En regardant la deuxieme colonne (celle de a), b * a = c. Les valeurs e, a et b sont déja prises.
En regardant la quatrieme colonne (celle de c¢), b x ¢ = b. Les valeurs e, a et ¢ sont déja prises.
Table compléte

QT 0 | *
OIS |0 o
Q0 |SQ |Q
S0 OIS T
Q[T a0

Remarque :
Ce n’est pas la seule méthode possible, on aurait pu raisonner sur les colonnes ou simultanément sur les
lignes et les colonnes ...

Montrons que (G,*) est isomorphe a (Z/4Z,+), pour cela on va écrire la table de (Z/4Z, +).

On pose @: G — Z/47 définit par p(e) = 0, p(a) =1, p(b) = 2 et (c) = 3, il s’agit d’une bijection.

Pour que cela soit un morphisme il faut vérifier que pour tout x et y dans G, ¢ (x * y) = @(x) + @ (y),
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en particulier (b * b) = ¢(b) + ¢(b) & @(e) = p(b) + (b) = 0 = ¢(b) + ¢(b), il faut donc

faire attention a I’ordre dans lequel on place les quatre ¢léments de Z/47Z car le seul élément qui Vvérifie
0 = a + a est @ = 2 (ceci dit si on ne fait pas attention le 2 tombe naturellement a la bonne place).

+

WIlINl| ]| o]l

ol|WI| N ||
N[Ol |w]|N]| ]
=Nl ol | wl|w

Wl N[~

On constate que le e, le a, le b et le ¢ sont aux mémes endroits que le 0, le 1, le 2 et le 3. Ces deux
groupes sont isomorphes.

Montrons que (G,*) est isomorphe a (Z/4Z, +), pour cela on va écrire la table de (Z/4Z, +).

On pose ¢: G - ({1,i,—1,—i},x) définitpar p(e) = 1, p(a) =i, p(b) = —1 et p(c) = —i, il s’agit
d’une bijection. Pour que cela soit un morphisme il faut vérifier que pour tout x et y dans G,

p(x xy) = @(x) X @(y), en particulier

@(b*b) =¢@b) X ) © ¢ple) = @) X p(b) & 1= ¢(b)x @(b), il faut donc faire attention a

I’ordre dans lequel on place les quatre éléments de {1,i, —1, —i} car le seul élément qui Vvérifie 1 = a X

a est a = —1. Ici ¢’est moins évident parce que si on écrit {1, —1, i, —i} on se complique sérieusement
la vie car les deux tables ne vont pas se ressembler au premier coup d’ceil.
X |1 I | —=1]—i
1 1 i | =1 =i
[ i |-1|—=i| 1
-1|-1|—-i]| 1 |-1
—i|—=i| 1 |-=1]1i

On constate que le e, le a, le b et le ¢ sont aux mémes endroits que le 1 le i, le —1 et le —i. Ces deux

groupes sont isomorphes.

Montrons que (G,*) est isomorphe a ({(1,2,3,4), (2,3,4,1), (3,4,1,2), (4,1,2,3)},0), pour cela on va
écrire la table de ({(1,2,3,4), (2,3,4,1), (3,4,1,2), (4,1,2,3)},0).

On pose
a=n239=( 27 Y
c-aasn=( 134
c=om=( 175
c-wazn-(i 229

Pour définir I’isomorphisme ¢ il faut « repérer » lequel de ces éléments, différent de 1’identité, vérifie

B o =idavec B € {c;, @, ¢}

Pour remplir la table il faut calculer, ¢; e ¢c,, co0¢cq,c10¢Cq,C0¢Cy, o, @oCy, o, @oCc, etao

.

1 2 3 4

coa=( 230G 23 (01 23)-( 23 -
1 2 3 4

ara=( 239G 230230 1)-( 23 -
1 2 3 4

coa=(3 230023 0-(230 1) 23 -
1 2 3 4

coa=( 239G 23 (51230027 Hea
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I R B (I ) B S B
aoc=@ A NI N (I R
S R H A L CI I B O S
ca=( 23 DG 23 N-(1123)-0 23 9-a
coa=( 2B 2T D301 2)-( 23 -

Maintenant on va écrire la table de {id, c;, @, ¢, } dans cet ordre 13, en tout les cas il faut mettre « a cette
1 2
place parce que c’est le seul qui vérifie @? = id, par contre rien n’empéche d’intervertir ¢; et c,.

o lid|c; | a|c
idlid |c; | a |cy
cilci | alc|id
a|la|clid]|cq
Crlcrlid|cy | a
o:G - {(1,2,3,4),(2,3,4,1),(3,4,1,2), (4,1,2,3) } définit par :
p(e) =id, p(a) = c1, p(b) = a et p(c) = c,, c’est une bijection et la table montre que c’est un
morphisme de groupe parce que e, a, b et ¢ sont aux mémes places que id, ¢, a et c,.

c) Siaxa=cxc=e,onrappelleque b b = e.

Table intermédiaire

* | elal|b
ele b
alale
b|b e
c|c
Si on regarde la ligne lalale| | |
axb=>b ou a= b=c

Siax*b = b alors a = e (en multipliant par b=1 a gauche ou a droite) ce qui est impossible car a # e.
Par conséquent a * b = c, puis en complétant cette ligne a * ¢ = b.

On regarde la ligne ‘ b ‘ b ‘ ‘ e ‘ ‘

bxa=a ou bx a=c

Si b *a = aalors b = e (en multipliant par a~! a gauche ou a droite) ce qui est impossible car b # e.
Par conséquent b * a = c, puis en complétant cette ligne b * ¢ = a.

Table intermédiaire

x| e|la|b|c
ele|lal|b|c
alale|c|b
b|b|cle|a
c | C
On regarde les trois dernieres colonnes et on compléte par I’é1ément qui manque.

*x|lela|b]|c
elelalb|c
alale|c|b
b|b|cle|a
clc|b|aje

Remarque :
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Ce n’est pas la seule méthode.

Montrons que (G,*) est isomorphe a (Z/2Z x 7./2Z, +), pour cela on va écrire la table de (Z/2Z %

727, +).
+ 1(0,0)|(1,0)|(1,1)](0,1)

(0,0)| (0,0) | (1,0) | (1,1) | (0,1)
(1,o)| (1,0)| (0,0) | (0,1) | (1,1)
(1,1) | (1,1) ] (0,1) | (0,0) | (1,0)
(0.1) | (0.1) | (1.1) [ (1.0) | (0,0)

On pose @: G — Z/27Z x 7./ 27Z, définit par :

p(e) = (6, 6), p(a) = (T, 6), p(b) = (T, T) etp(c) = (6, T), c’est une bijection et la table montre

que c’est un morphisme de groupe parce que e, a, b et ¢ sont aux mémes places que (6, 6), (T, 6),

(1,1) et (3,7).

Cela montre que pour tout x,y € {e,a,b,c}, p(x *y) = p(x) + @(y).
Remarque :

Ce n’est pas le seul isomorphisme possible, si par exemple, on prend

o(e) =(0,0), p(a) = (1,1), (b) = (1,0) et p(c) = (0,1), pour « visualiser » le morphisme sur la
table, il faut écrire la table de ((5 0),(1,1),(1,0), (o, T)) de facon a respecter les places.

Montrons que (G,*) est isomorphe a ({(1,2,3,4), (1,2,4,3), (2,1,3,4), (2,1,4,3)},°), pour cela on va
écrire la table de ({(1,2,3,4), (1,2,4,3),(2,1,3,4), (2,1,4,3)},°).

On pose
a=u239=( 27 Y
c-azan-( 23
a-@uan-( 23
p-uan-( 23 9

||faUtC8.|CU|erT1°T2,T2 °Tq,Tq Oﬂ,ﬁofl,fz oﬁ,ﬁ T2, T1°T1, T2 °Ty etﬂoﬂ

wen=(i 239G 23 0-(2 15 4)-( 2 -
B G B (I BCR A R
aep=( 239623143023 D
per=( 239G 23 (120 35)-( 23 D-n
o I ORI B O I I C A B
por=( 239G 230134023 Hm
aen=( 23023 0-(1243)-( 23 -u
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1 2 3 4
_123401234_ (1 2 3 4 _ .
TZ°T2_(2 1 3 4) (2 1 3 4)_<2 13 4)‘(1 2 3 4)‘ld

11 22 33 44
_1234—01234—_ (1 2 3 4\ _ .
B°B_(2 1 4 3) (2 1 4 3)_(i % ;L i>_(1 2 3 4)_’d
Maintenant on va écrire la table de {id, 7, 5, 8}, dans cet exercice I’ordre de 74, T, €t 8 n’a pas

d’importance.

x |lid |19 |10 | B
id|id |11 |7, | B
T T |id | B |1y
T, | T, | B |id | 1g
B|P |11 1d
On pose ¢: G - {(1,2,3,4),(1,2,4,3), (2,1,3,4), (2,1,4,3) } définit par :
p(e) =id, p(a) = 11, p(b) = 1, et p(c) = B, c’est une bijection et la table montre que ¢’est un
morphisme de groupe parce que e, a, b et ¢ sont aux mémes places que id, 74, T, et S.
d) Le symétrique de a € {e, a, b, c}, ce ne peut pas étre e sinon a = e, ce ne peut pas étre b car b est
son propre symétrique (car b2 = b * b = e) donc soita™! = a soita™! = c.
Sia™! = aalors a x a = e, d’autre part le symétrique de ¢ € {e, a, b, c}, Ce ne peut-étre e, ni b et ni
a car dans ce cas le symétrique de a est a, par conséquent le symétrique de c est c et donc ¢ * ¢ = e.
Sia™! =calorsa * c = ¢ *x a = e par définition d’un symétrique.
On adeux solutionsoita*xc =c*a =esoita*xa=c*c =e.
Allez a : Exercice 26

5. Il suffit de regarder la table de chacun de ces groupes, elles sont toutes symétriques suivant la diagonale
(en haut a gauche, en bas a droite).
Allez a : Exercice 26

Correction exercice 27.

caees( 23 EDG 2 D(sre s )Gl
oG D6 LD )G
R E N (R R S N
T N B (R I B G
Conde de o est5.

peeen=( 2 D0 1zs)( 2l
reresG PRI TN 0151
oG 531G ED(e 26T
RS E N RS (BRSNS S
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1 2 3 4 5
6_ s, _(1 23 4 5 (1 23 4 5 _ _(1 23 45
P pp(34521)(54123) i’;;ig (12345)
= id
L’ordre de p est 6.
Remarque :

Le cardinal de S5 est 5! = 120 et I’ordre de o divise bien 120 et I’ordre de p divise bien 120.
2345)0(12345)=éii;§=(12345)
4 2 5 1 5 4 1 2 3 3 4 2 1 5 3 4 2

1 2 3 4 5
R I NG R (R I B

L’ordre de op est 2.

W R

0p=aop=(

1 2 3 4 5

pmpea=( 233D 2T ED-a2s1)-(G23 %))
1 2 3 4 5

e =( 2330 211203502380

L’ordre de po est 2.
Autre méthode :
(op)? = id © opop = id © opo =p~
En multipliant a droite par p~1.
(o0p)? = id © popo = id
En multipliant a gauche par p.
(op)? =id © (po)? = id
Remarque :
op intervertit 2 et 5, ¢’est une transposition, donc son carré rechange 2 et 5, il était donc clair que le
carré de op était égal a I’identité. Méme remarque pour pa, c’est la transposition qui intervertit 3 et 4.

p6:id<:>pop5:psop:id
Cela montre que p~1 = p>, ’égalité p° o p = id est une évidence parce qu’il est clair que p> et p
commutent, en fait, dans ce cas on peut se contenter d’écrire que p ° p° = id pour en déduire que

p~t=p°.
1 2 3 4 5
G o s (123 4 5 (1 23 4 5 _
op -~ =aocp =aep (34251)(34521)(§gii;)
:(12345)
2 5 1 4 3 g s o4 s
(1 23 4 5 (1 2 3 4 5 _ /12 3 4 5
(“p)_(25143)(25143)_52521_(53241)

Ici, si on est malin, on peut s’apercevoir que le carré de cette permutation est I’identité car cela revient a
intervertir, a la fois 2 et 3 et puis 1 et 5.

12 3 45
s _iva. o (1 2 3 4 5\ (1 2 3 4 5 _
(0p™)" = (op™) e 0p (53241)(25143)<§iéi§>
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L’ordre de op~? est 4.

Comme
oS =0c%co=ide o 1=0¢*
12 3 4 5
oo o4 (123 4 5 (1 2 3 4 5 _
po = =pco "=peo (54123)(53124) giéig
:(12345)
3 15 4 2
1 2 3 45 (12 3 45 1.2 3 45 12 3 4 5
—-1\2 — ° — —
(pa™) (31542)(31542) g;gif (53241)
1 2 3 4 5
g 2o 1_(1 2 3 4 5 (1 2 3 4 5 _
(po™)" = (pa™)" po _(53241)(31542)_§éii§
(12345)
25 e 1 2 3 4 5
e 3. 1 3 4 5\ (1 2 3 4 5)_
(po™)* = (po™)* = po" = 5143)(31542)_f;gi§
(12345) J

L’ordre de po~1 est 4.
Autre méthode :
(pa D) =( ) pt=0p!
L’ordre de op~?! est 4 donc 1’ordre de (po~1) ™1 est 4, par conséquent I’ordre de po~! est 4.
Allez a : Exercice 27

Correction exercice 28.
Remarque :
Dans cet exercice on confondra le complexe z et le point d’affixe z. En particulier lorsque 1’on parlera
d’une rotation ou d’une symétrie, en général ce genre d’application transforme un point en un autre
point, ici ces applications transforment un complexe en un autre complexe.
1. vk € {0,1,2,3,4}

2ikm 2ikm _ 2ikm 2i(=k)m
o (e 5 ) =e 5 =e¢ 5 =e 5
On fait la division euclidienne de —k par 5, il existe un unique couple (gq,7) € Z x {0,1,2,3,4} tel que :
—k=5q+r
Donc
2ikm 2i(5q+r)m 2iX5qm 2irm . 2irm 2irm
a(eS):e 5 —e¢ 5 e 5 =2l 5 =¢ 5 EP

On vient de montrer que pour tout z € P, (z) € P, autrement dit P est invariant par o.
2ikm 2ikm 2im 2i(k+1)m
p(es):esesze 5

On fait la division euclidienne de k + 1 par 5, il existe un unique couple (gq,7) € Z x {0,1,2,3,4} tel

que .
k+1=5q+r
Donc
2ikm 2i(5q+r)m 2ix5qm 2irm . 2irm 2irm
p<es>:e 5 —¢ 5 5 =2l 5 =¢ 5 €P

On vient de montrer que pour tout z € P, p(z) € P, autrement dit P est invariant par p.
Allez a : Exercice 28

2. Pourtoutz = Re'? € C
. 2im .o, 20T 2T
p(z) = Reie5 = Re®* 5 = Rel(9+?)
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p(z) est le nombre complexe de module R = |z| et d’argument 6 + 2?” le point d’affixe p(z) est
I’image de z par la rotation d’angle 6 + Z?H -0= 2?7'[

. 21 . 2m\ 2im . 41

pz(z) = p(p(z)) =p (Rel(g"-T)) = Rel(9+T)eT = Rel(9+T)

p?(z) est le nombre complexe de module R = |z| et d’argument 6 + 4?”, le point d’affixe p?(z) est

I’image de z par la rotation d’angle 6 + 4?” —g=2

5
. 2 A 4 2i ] 6
P = p7(p()) = p? (Re!?72)) = Rl E)e S < el )
p3(2) est le nombre complexe de module R = |z| et d’argument 6 + 6?” le point daffixe p3(z) est

I’image de z par la rotation d’angle 6 + 65—n -0= 6?”.

. 2 A 6 2i ] 8
P = p7(p)) = p* (Re!77E)) = Rl S < el )
p*(z) est le nombre complexe de module R = |z| et d’argument 6 + =, le point d’affixe p*(z) est
g 5

I’image de z par la rotation d’angle 6 + 8?71 9=

5

@ = (p(@) = # (ke0) = e OB HE _ el
p*(z) est le nombre complexe de module R = |z| et d’argument 8 + 27, le point d’affixe p*(z) est
I’image de z par la rotation d’angle 6 + 2w — @ = 2m, autrement dit p° = id.
Par une récurrence assez immédiate, on en déduit que pour tout g € Z, p°? = id.
Remarque : les puissances négatives sont les bijections réciproques des puissances positives, par
exemple p~> est la bijection réciproque de p® = id, par conséquent p~° = id.
Pour tout k € Z, effectuons la division euclidienne de k par 5 :
Il existe un unique couple (q,7) € Z x {0,1,2,3,4} tel que : k =5q +r

pk(2) = p>1*7(2) = p (p1(2)) = p" (2)

Or pour tout € {0,1,2,3,4}, p” est une rotation d’angle 2;—” comme on 1’a vu plus haut, donc pour tout

) — Rei(9+2n')

k € Z p* est une rotation d’angle ZTT” ou r est le reste de la division euclidienne de k par 5.

Au passage on a montré que p°> = id et que pour tout € {0,1,2,3,4} p* # id, I’ordre de p est 5.
Allez a : Exercice 28

3. Rappel : s: €C — C est une symétrie si et seulement si la somme des arguments de z et s(z) est constant
modulo 27 et si les modules de z et s(z) sont égaux, s est alors la symétrie par rapport a la droite
arg(ap(z))+arg(z)
- :

passant par 1’origine et d’angle
Pour tout z = Re'® € C,

2T

op(z) = J(p(z)) = U(Rei(“z?n)) = Rei(9+?) = Re_i(9+T)

Onalop(z)| =R = |z| et arg(ap(z)) +arg(z) = — (9 + Z?n) + 0 + 2km = —2?” + 2km

2T

op est la symétrie par rapport a la droite passant par 1’origine et d’angle Ts = — %

op?(2) = o(p?(2)) = U(Rei(9+%”)> _ Rel(0+F) = pe-il0+)
Onalop?(2)| = R = |z| etarg(op?(2)) + arg(2) = — (6 + ) + 0 + 2km = = + 2kem
am

op? est la symétrie par rapport a la droite passant par I’origine et d’angle % = — 2?7{

W@ =o' @) = o (re!**F)) = ke (+F) e (+D

Onalop3(z)| =R = |z| et arg(crp3(z)) + arg(z) = — (9 + 6?”) + 0+ 2k = —6?” + 2km
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6T
op? est la symétrie par rapport a la droite passant par I’origine et d’angle 75 = — 3?71
. 8w T, .8m . 8
op*(2) = a(p*(2)) =0 (Re‘(‘“?)) — Rel(0+5) = Re-i(6+5)

Onalop*(z)| = R = |z| etarg(op*(2)) + arg(z) = — (0 + 8?”) + 0+ 2k = —8?” + 2km

8T

op* est la symétrie par rapport a la droite passant par I’origine et d’angle % = — 4?”.
Remarque :
On aurait pu traiter tous ces cas en une seule fois de la fagon suivante :
Pour tout n € {0,1,2,3,4}
. 2nm . 2nm . 2nm
op™(2) = a(p"(2)) =0 (Re‘(9+T)) = Re(6+5) = pei(0+5")

2nm

Onalop™(z)| =R = |z] et arg(ap"(z)) + arg(z) = — (9 + T) + 0+ 2km = —znT” + 2km

2nm
op™ est la symétrie par rapport a la droite passant par 1’origine et d’angle 25 = - %

Pour les transformations p™ o, on va tout traiter en une seule fois.
Pour tout z = Re® € C
2nn’)

p"0(2) = p"(0(2)) = p"(@) = p"(Re) = Re(-0+5"
Ona |pno'(Z)| =R =|z| et arg(p"a(z)) + arg(z) — 9+ 2nm 404 2k = znT” + 2k

5
2nm
p"o est la symétrie par rapport a la droite passant par 1’origine et d’angle % =T

5
Allez a : Exercice 28

4. Si s est une symétrique différente de 1’identité (1’identité est une symétrie par rapport a n’importe
qu’elle droite et d’angle 0) alors s? = id, I’ordre d’une symétrie est 2.
Remarque :
Si s = id son ordre est 1.
Allez a : Exercice 28

5. Pour tout z = Re'® € C, on pose r le reste de la division euclidienne de n + m par 5.
(0p™(p™0)(2) = 6p™ ™0 (2) = 0p’a(2) = ap(0(2) = ap”(Re™) = o (p"(Re ™))
=0 (Rei(_9+%)) = Re_i(_9+%) = Rei(e_%) = p_r(z)

Donc (op™)(p"0) = p™"
(p"0)(@p™)(2) = ptaap™ = p"a?p™ = p"p" = p*" =p
Donc (p"a)(ap™) = p"
Remarque :
On est obligé de faire deux cas car la composée des fonctions n’est pas commutative.
Allez a : Exercice 28

r

6. Siun groupe contient o et p alors il contient toutes les transformations de la forme ¢™p™ avec n €
{0,1} et m € {0,1,2,3,4} ce qui en fait 2 X 5 = 10 mais pour I’instant rien ne dit qu’il n’y en a pas plus
en particulier po doit étre dans le groupe mais a premiére vue il n’est pas de la forme ¢™p™ alors il va
falloir refléchir.

On pose G = {e™p™,n € {0,1}, m € {0,1,2,3,4}}. On va montrer que G muni de la composée des
applications est un sous-groupe du groupe des bijections de C sur C.
id=0%%€G
Soit a; = a™p™ et a, = a™2p™2 deux éléments de G.
a16¥2_1 — O'nlpml (o.nzpmz)—l — O'nlpmlp_mza_nz
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Le but est de montrer que a; a5 € G, c'est-a-dire qu’il existe n € {0,1} et m € {0,1,2,3,4} a;a;! =
o"p™.
Premiercas:n, =0
051“2_1 — a”lpmlp_mzao — 0-n1pm1—m2 G
Deuxiemecas:n, =letn; =1
o1 =0 caro? = id donc
alaz_l — O.nlpmlp—mZO.—nz — O'pml_mZO' — pr — O.Opr €EG
ou r est le reste de la division euclidienne de m; — m, par 5 d’aprés la question 5°).
Troisieme cas:n, = 1l etn; =0,
alaz—l — O.nlpmlp—mzo.—nz — pml_mZO' — prO'
On avu a la question 3°) que
op™ est la symétrie par rapport a la droite passant par 1’origine et d’angle — n?n et que p”o est la

symeétrie par rapport a la droite passant par 1’origine et d’angle %ﬂ
op est la symétrie par rapport a la droite passant par 1’origine et d’angle —% et que p*o est la symétrie
par rapport a la droite passant par 1’origine et d’angle 4?”. Or I’angle définissant une droite passant par

I’origine est définie a w prés (quand on fait faire un demi-tour a une droite on retombe sur la méme
droite) on en déduit que : p*o est la symétrie par rapport a la droite passant par 1’origine et d’angle

41 s /
=g Par conséquent

op = pio
De méme ap? = p30, op3 = p2o et op* = pao, bref pour tout r € {1,2,3,4} p"o = ap>~" d’ou
alaz—l — pro. — Gps—r
Comme r € {1,2,3,4} entraine que 5 — r € {1,2,3,4} on a bien montré que a;a;* € G
Le cas r = 0 est trivial car ;a3 = p"0 = 0 = op® € G.
Dans tous les cas a,a; ! € G, cela montre bien que G est un sous-groupe du groupe des bijections de C
sur C.
Remarque :
(@) Si dans le 3. I’énoncé avait demandé de montrer que « pour tout n € Z, ap™ et p™o sont des
symeétries par rapport a un axe passant par I’origine, dont on donnera 1’angle par rapport a I’axe réel » la
rédaction de ce troisieme cas aurait été plus simple (mais il aurait fallu travailler davantage au 3.).
(b) o est d’ordre 2, 2 divise le cardinal de G et p est d’ordre 5 donc 5 divise le cardinal de G, on en
déduit que 2 X 5 = 10 divise I’ordre de G (car 2 et 5 sont premiers entre eux), mais rien ne dit qu’il n’y
a pas de groupe contenant o et p d’ordre 10k, d’ailleurs c’est le cas.
Allez a : Exercice 28

Correction exercice 29.
1. Rappel : I’ordre d’un élément g d’un groupe (G,*) est le plus petit entier strictement positif p tel que
g*xg*x.xg=e
pX
e ¢tant I’¢lément neutre.
Souvent on note multiplicativement les lois abstraites et la condition ci-dessus s’écrit : g" = e
Z/nZ est un groupe pour 1’addition (et certainement pas pour la multiplication) donc I’ordre d’un
élément a € Z/nZ est le plus petit entier strictement positif p tel que :
ata+-+a=0
pX
Car 0 est I’élément neutre de (Z/nZ, +).
Cette condition s’écrit pa = 0.
Il faut montrer que le plus petit entier p tel que p1 = 0 est n.
Il existe | € Z tel que p X 1 = In, manifestement [ < 0 et [ = 0 sont impossible donc ! > 1 alors in > n
doncp =n,commenx1=1xnonap =n(avecl =1).
Allez a : Exercice 29
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2.

Par contraposition pour montrer que :

« Si ’ordre de k dans Z/nZ vaut n alors k est premier avec n »

On va montrer que :

« Si k n’est pas premier avec n alors I’ordre de k dans Z/nZ ne vaut pas n »
n=ud et k =vdavecu > 0etv > 0premiersentre eux, on en déduit que : nv = ku
d > 1 car n et k ne sont pas premiers entre eux, comme ud =nonau < n.

nv = ku = uk = 0 = uk = 0, Pordre de k est inférieur ou égal & u avec 0 < u < n ce qui montre bien

que I’ordre de k n’est pas n.

Réciproque :

On appelle p lordre de k. Comme nk = 0 I’ordre de k est inférieur & n. On a pk = 0. Ce qui implique
qu’il existe [ € N tel que pk = In. Comme k divise n et que k est premier avec n, d’aprés le théoréme
de Gauss k divise [, il existe donc a € N* tel que [ = ka, ce que I’on remplace dans pk = In, pk =
kan < p = an ce qui entraine que p = n, on rappelle que 0 < p < n pour en déduire que p = n.

Allez a : Exercice 29

3.

Il existe p € N tel que n = pk, il faut montrer que p est ’ordre de k. On appelle g lordre de k.

pk =7 = 0 donc g < p. Comme q est I’ordre de k, gk = 0 donc il existe [ € N tel que gk = In, or

n = pk ce que I’on remplace dans gk = In, cela donne gk = lpk < q = Ip ce qui entraine que g = p
(I ne peut étre nul car un ordre n’est pas nul), on en déduit que g = p.

L’ordre de k est p ol n = pk.

Allez a : Exercice 29

4.

Par définition de f, pour tout k € Z/nZ
f(k) = a*
Est-ce que f est bien définie ? on peut avoir k = k’ sans que k = k' mais a-t-on f(k) = f(k’) ?
Sik' =k, il existe | € Z tel que k' = k + In donc
f(F) = gkt = gkgln = gk (M)l = gke! = gke = o = f(E)
Car pour tout élément g dans G de cardinal n, g™ = e.
L’application f est bien définie.
Montrons que e, a, a2, ..., a1 sont tous distincts.
S’il existe k, 1 € {0,1, ...,n — 1}, k # [ tels que a* = a' alors a®a™! = e ce qui implique que a*~! = e,
On fait la division euclidienne de k — [ par n, il existe un unique (q,7) € Z x {0,1, ...,n — 1} tel que :
k—l=qgqn+r
i l=eoqgi™=ce (@)ia"=ea =¢

r est strictement inférieur a I’ordre de a, c’est-a-dire n donc r = 0. On en déduit que k — [ est un
multiple de I’ordre de a c’est-a-dire de n, k — [ = gn.

{OSkSn—l { 0<k<n-1

0<li<n-1 -n—-1)<-1<0

Le seul multiple de n dans {—(n — 1), ..., —1,0,1,...,n — 1} est 0, ce qui entraine que k = [,
effectivement les e, a, a?, ..., a ! sont tous distincts. Cette démonstration fait partie du cours mais c’est
ce que demande cet exercice.
Les n éléments de {0,1, ..., n — 1} ont tous une image distincte dans I’ensemble a n éléments de
{e,a, ...,a" 1}, f est une bijection. Il reste & montrer qu’il s’agit d’un morphisme de (Z/nZ ,+) dans

(G,%)

>—-(n-1)<k-1<n-1

f(k+1) =a*' = akal = f(k)f(1)
f est un isomorphisme de (Z/nZ , +) dans (G,*).

Allez a : Exercice 29

Correction exercice 30.

1.

a) 2 estun nombre premier donc (Z/2Z, +,X) est un corps.
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b)
+| 0 |1
0] 0 |1
1/ 110
2.
a)

(@b)®(6d)=(a+écb+d)=(a+cb+d)=(c+ad+c)=(c+ad+b)
=(¢,d) ® (a,b)
La loi @ est commutative.
(@b)®d(¢,d)=(a+c,b+d)EL/2LXL/2.
b) Laloi € est interne.

@b @ ()@ (@)= (@h) @ (c+ad+/) = (@) ® @ Fed+7)
=(@+c+teb+d+f)=(atcteb+d+f)=(atc+eb+d+f)
=(@+chbrd)@(@f)=(a+cb+d)@(ef)=(@h) & (cd)® (ef)

Donc la loi @ est associative.
(@ b)®d (0,00=(a+0,b+0)=(a+0,b+0)=(ab)
Donc (0, 0) est I’élément neutre pour la loi .
Etenfin (=a, —b) € A est le symétrique de (@, b), car
(ab)® (=a,-b) =(a+=ab+-b)=(a=ab—->b) = (0,0)
c)
(@a,b) ® (¢,d) = (ax¢,bxd)=(ac,bd) = (ca,da) = (¢ xa,d xb) = (¢,d) ® (a,b)
donc la loi @ est commutative.
) (a,b) ® (¢,d)=(ax¢bxd)=(ac,bd) € A
Donc la loi & est une loi interne.
d)
@h)e(cd®@f)=@hb)®(c+ed+f)=(ab) @ (cFed+f)
=(@axc+ebxd+f)=(alc+e),b(d+f)) = (ac+ae bd + bf)
= (ac +ae,bd + bf) = (ac,bd) @ (ae,bf) = (axc,bxd) D (axeb x f)
=(a,b)®(¢,d) ® (ab) ® (&)
Donc la multiplication est distributive sur I’addition.

e)

(@b)® (A, 1) =(ax1,bx1)=(ab)
Donc (1, 1) est I’élément neutre pour la multiplication.
f) Toutes les propriétés ci-dessus montre que (4,,&) est un anneau commutatif unitaire.
Pour montrer que c’est un corps il reste a montrer que chaque (&, b) différent de (0, 0) admet un
symétrique (a’,b") € A pour la multiplication.
Allez a : Exercice 30

Correction exercice 31.
1.
Remarque préliminaire :
Pour tout f € E :
( )_{1 si f(x)#0 _{1 si f(x)=1
fx) = 0si fx)=0 0 si f(x)=0
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Eneffet f(x) =1 & f(x) # 0 etévidemment f(x) =0 & f(x) = 0.

Montrons que (E,@) est un groupe abélien (commutatif).
1 si f(x)#gx)
xX) = :
Fo@={ 5 =iy
Soit 65: S — {0,1} définie par pour x € S, 65(x) = 0, 65 € E donc E est non vide.
Pour tout f € E et pour toutx € S :

@ ={;

donc f @ g € E, @ est une loi interne.

si f(x)#60s(x)=0 _
si fo0) = sy =0=
(1 si Os(x) # f(x) =0 _

G:®N@={y 6(x) = f(x) =0 =@

f@Os=0Df=Ff
O est I’élément neutre.
Pour tout f € E et pour toutx € S :
1si fl)#fx) _

FeN@={y % ko=
Donc le symétrique de f est f. (Et donc tous les éléments de E admettent un symétrique).

Commutativité :
Pourtout f,g € E et pour toutx € S :

0:05

_(1si fl)#=g() _ (1 si glx) # f(x) _
F@DO =y i (0 =90 =10 i 900 = 1= @O
Donc
fOg=9Df
@ est commutative.
Associativité :
Pour tout f, g, h € E et pourtoutx € S :
_ (1 si (f @ g)x) # h(x)
(@0 @N® =, § (76 9y = (o)
_ (1 si f(x)# (g ®h(x)
e wem® =1, 152 gm0

si f(x) #gx)
si f(x) =g(x)
si g(x) # h(x)
si g(x) = h(x)

S Rh O R

Sif(x) =0,g(x) =0 et h(x) =0

Vx €S, (fD g)(x)=0 et h(x) = 0donc ((f Dg) D h)(x) =0

vx €S,(g@ h)(x) =0 et f(x) =0donc (f ® @D h))(x) =0
(FOPORX =(fD (gD M)k

Sif(x)=0,g(x)=0 et h(x)=1

Vx €S, (f @ g)(x) =0 et h(x) =1 donc ((f D g D h)(x) =1

Vx €S, (gD h)(x)=1 et f(x)=0donc (f @D (gD h))(x) =1
(Fepdh)@ =D GdN)X

Sif(x)=0,g(x)=1 et h(x) =0

Vx €S, (f® g)(x) =1 et h(x) = 0donc ((f ®g) D h)(x) =1

Vx €S, (g h)(x)=1 et f(x)=0donc (f D@D h))(x) =1
(FO9ON®=(f&(gdN)x)

Sif(x) =0,g(x)=1 et h(x) =1

Vx €S, (fD g)(x)=1 et h(x) =1donc ((f g D h)(x) =0

Vx €S, (g h)(x) =0 et f(x)=0donc (f ® @D h))(x) =0
(F@N®R)X) =(fO D)X

Sif(x) =1,g(x) =0 et h(x) =0
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Vx €S, (fD g)(x)=1 et h(x) =0 donc ((f ®g) D h)(x) =1

Vx €S, (g h)(x)=0 et f(x)=1donc (f ® @D h))(x) =1
(FOPORX =(fD (gD M)k

Sif(x) =1,g(x) =0 et h(x) =1

VXES,(fD g)(x) =1 et h(x) =1donc ((f B g) B h)(x) =0

Vx €S, (gD h)(x)=1 et f(x)=1donc (f D (gD h))(x) =0
(Fepdh)® =D GYdN)X

Sif(x)=1,g(x) =1 et h(x) =0

Vx €S, (f @ g)(x) =0 et h(x) = 0donc ((f ®g) D h)(x) =0

Vx €S, (gPh)(x)=1 et f(x)=1donc (f D (gD h))(x) =0
(F@ DR =(F® (g ®N)()

Sif(x)=1,g(x)=1 et h(x) =1

Vx €S, (f® g)(x) =0 et h(x) =1 donc ((f Dg) D h)(x) =1

Vx €S, (g h)(x)=0 et f(x)=1donc (f ® @D h))(x) =1
(F@N@®R)X) =(fO YD)

Dans tous les cas, c¢’est-a-dire pour tout x € S, pour tout f,g,h € E

(Fendh)=(Fd@dh)x
fFOPBOrR=fDYDMN

Donc

La loi € est associative.
Autre méthode pour montrer 1’associativité
Onpose Fy ={x€S,f(x) =0}, FF={x€S,f(x) =1},G,={x€ S, gx) =0}, G, ={x €
S, f(x) =1},
Hy={x €S h(x)=0}etH, ={x € S,h(x) =1}.
On remarque que I’ensemble des x € S tels que f(x) # g(x) est (Fy N G1) U (F; N Gy) et que
I’ensemble des x € S tels que f(x) = g(x) est (F, N Gy) U (F; N Gy).
De méme I’ensemble des x € S tels que g(x) # h(x) est (Go U Hy) N (H; U G,).
(1 i {1 si f(x)+ g(x) - {1 si h(x) =1
_ 0 si f(x)=g(x) 0 si h(x)=0
((fEBg) S h)(x) B io . {1 si f(x)#=g(x) {1 si h(x) =1
0si fx)=gkx) 0 si h(x)=0
L’ensemble des x € S tels que ((f @ g) @ h)(x) = 0 est I’ensemble des x € S tels que :
(f(x) # g(x) et h(x) = 1) ou (f(x) = g(x) et h(x) = 0).
Le premiere ensemble est :
((FonG) U (FLnGy))nHy = ((FonGy)nHy) U ((FnGy) N Hy)
=(FyNnG;NH)U(F,NGyNH,;)
Le deuxieme ensemble est :
((FonGo) U (Fy N Gy)) NnHy = ((Fy N Gy) N Hy) U ((FyNGy) N Hy)
=(Fy,NGyNHy) U (F, NG, NH,y)
Autrement dit si (f(x),g(x),h(x)) € {(0,1,1),(1,0,1), (0,0,0), (1,1,0)} alors
(Fe®h)x) =0
Dans tous les autres cas, ¢’est-a-dire si (f(x),g(x), h(x)) € {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1), (1,1,1)} alors
(F®gp@h) =1
1 si {1 si f(x)=1 ;t {1 si g(x) # h(x)
_ 0 si f(x)=0" (0 si g(x)=h(x)
F®@On)x = { 0 si {1 si f(x) =1 _{1 si g(x) # h(x)
L9 S Q0 si f)=0 10 si g(x)=h(x)
L’ensemble des x € S tels que (f D@D h))(x) = 0 est I’ensemble des x € S tels que :
(f(x) = Letg(x) # h(x)) ou (f(x) = 0 et g(x) = h(x)).
Le premier ensemble est :
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F; n ((Go N Hy) U (Gy N Hy)) = (F, N (GynHy)) U (Fy N (G N Hy))
=(F,NGy,NH)VU(F;NnGyNHy)
Le deuxieme ensemble :
Fon ((Go N Hy) U (Gy N Hy)) = (Fy N (Gy N Hy)) U (Fy N (GyNHy))
=(Fy,NGyNHy) U (FyNnG,NH,)
Autrement dit si (f(x), g(x), h(x)) € {(1,0,1), (1,1,0), (0,0,0), (0,1,1)} alors

F®WGOM)X) =0
Dans tous les autres cas, ¢’est-a-dire si (f(x),g(x), h(x)) € {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1), (1,1,1)} alors
Fe@on)x =1
Finalement pour tout x € S, ((f @ g) @ h)(x) = (f ® (g ® h))(x) et donc
fF@gPBh=(fD(gDh)
La loi @ est associative.

(E,®) est un groupe abélien.
Allez a : Exercice 31

2. Montrons que ¢ est une bijection de F sur E.
Pour toute partie f € E,onpose A = f1(1) ={x €S, f(x) = 1}
¢(A) = 1, definie par :
Six€A dp(A)(x) =I4(x) =1etsix ¢ A, ¢p(A)(x) =1,(x) =0.0rsix €A, f(x) =1letsix g A
f(x) =0,0onaly = f, autrement dit pour tout f € E,ilexiste A€E F (A= f"1(1)={x€S, f(x) =
1}) tel que :
f=¢)
Cela montre que ¢ est surjective et méme bijective parce qu’il est assez peu vraisemblable qu’il puisse
exister un autre ensemble A’ qui Vérifie f = ¢(A") mais on va quand méme faire I’effort de montrer
I’injectivité.
Pour montrer que ¢p(4) = ¢p(A’) = A= A" onvamontrerque A # A" = ¢p(4) = p(4")
Il existe, soitx € Aetx & A’ soitx ¢ Aetx € A’. Prenons le premier cas (le second se traite
exactement de la méme fagon).
(A =1Lkx) =1 et ¢A)(x) =I1y(x)=0
Donc ¢(A) + ¢p(A'), ¢ est injective et donc bijective.
Il reste @ montrer que ¢ est un morphisme de (F, A) vers (E,®).
Pourtout A,B € F. Pourtoutx € S
$(AAB)(x) = Izap(x)
On rappelle que AAB = (A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AnB)etquedonc{A\B,B\A,ANB,AU
B} forme une partition de S.
Six € A\ Balors I pg(x) =1
Sixe B\ Aalors I pg(x) =1
Sixe AnBalors I jz(x) =0

Six € AU B alors I45p(x) = 0 |
(P B e = LB ={) & 1 w7 ]]t((’g

Sixe A\ BalorsI (x) =1etlzg(x) =0donc (I, ®lz)(x) =1
SixeB\Aalorsl (x) =0etlz(x) =1donc (I, D Iz)(x) =1
Sixe AnBalorsl (x) =1etlg(x) =1donc (I, Hlg)(x)=0
Sixe AUuBalorsl;(x) =0etlz(x) =0donc (I, B lIg)(x)=0
Par conséquent pour tout x € S :
P(AAB) (x) = ($(4) B ¢p(4"))(x)
Et que donc
$(AAB) = ¢p(A) © ¢$(4")
¢ est un morphisme, comme ¢ est bijective ¢’est un isomorphisme, donc ¢~ est un isomorphisme de
(E,@®) sur (F,A) or (E,@) est un groupe abélien, on en déduit que (F, A) est un groupe. Que tout
élément soit son propre symétrique provient du fait que dans (E,&@) tout élément est son propre
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symétrique, redémontrons le. Il est a peu pres clair que ¢ (@) = 85 ce qui montre que 1’élément neutre
de (F,A) est 0.
Pour tout A € F, il existe (un unique) f € E tel que A = ¢~ 1(f) orpourtout f €E, f @ f = 65 d’ou
AM =7 (AP ()= (D) =9""(6) =0
AN =@
Chaque élément de F est son propre symétrique.
Allez a : Exercice 31

3. Pourtousx,y € G,
’=eoxxx=—eox 1=x
yi=eoyry=eoy =y
(xxy)y=eoxxy=(x*xy) =y texTt=y=xx
Cela montre bien que x * y = y * x, G est abélien.
Allez a : Exercice 31

4, Vx€G, (x=x ou x =ax) © x ~ x donc ~ est réflexive.
VX, y€EG x~yo(x=youx=ay)e (y=xouy=alx)
Dans G tous les éléments sont leur propre symétrique donc a? = e < a * a = e, ce qui signifie que
al=a.
Par conséquent
Vx,y € G, x~ye(y=xouy=ax) ©®y~x

La relation est symétrique.
Vx,y,z € G,

X~y X =Yy oux=ay X=y xX=y X =ay x =ay

{y~z:{y=z 0uy=az=>{y=20u {yzaz ou {yzz ou {yzaz

SX=zoux=daz oux=az oux =a’z=z

X =2
> { . >X~Z
. . X =az
La relation est transitive.
Finalement la relation est une relation d’équivalence.
Soith € G etx € cI(b), x = b ou x = ab, la classe de b & au plus deux éléments b et ab, ces deux
éléments peuvent-ils étre égaux, b = ab < e = a ce qui est impossible puisque a # e.
cl(b) = {b,ab}
Allez a : Exercice 31

5. Prenons deux éléments de G /~, cI(x) et cI(y). Or
Vx,y € G, c(x)x*c(y) =c(xy)€eG/~
Car xy € G. = est une loi interne.
cl(e) = {e,a} € G/~ donc G/~ n’est pas vide.
Il reste a chercher le symétrique d’un élément de G /~.
Pour cela il faut chercher 1’élément neutre :
Vx € G, cl(x) x cl(e) = cd(xe) = cl(x) = cl(ex) = cl(e) * cl(x)
cl(e) = {e, a} est I’élément neutre.
Vx € G,cl(x) * cl(x™1) = cl(xx™1) = cl(e) = cl(x " x) = cl(x™1) * cl(x)

Donc cI(x™1) € G/~ (car x~1 € G) est le symétrique de cI(x).

Vx,y,z € G, cl(x) * (d(y) * cl(2)) = (cI(x) * I(y)) * cl(2)
La loi est associative.
(G/~,*) est un groupe.

Vx € G, cl(x) * cl(x) = cl(x?) = cl(e) © d(x)"! = cl(x)
Chaque élément est son propre symétrique.

Allez a : Exercice 31

6. Onposen = card(G).
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G, = G/~ est un groupe de cardinal g, puisqu’il y a deux éléments dans chaque classe et que I’ensemble

des classes forment une partition de G.
G est un groupe dont chaque élément est son propre symétrique donc on peut définir une relation
d’équivalence ~; (comme sur G) telle que G, /~ soit un groupe dont tous les éléments sont leur propre

symétrique. Comme précédemment le cardinal de G/~ est la moitié du cardinal de G, soit 2-

On définit ainsi une suite de groupes quotients jusqu’a ce qu’il ne reste plus qu’un ¢lément dans le
dernier groupe quotient, on en déduit qu’il existe p € N tel que le = 1, autrement dit n = 2P.

Cette démonstration est un peu « vaseuse » mais j’espére que cela donne une idée de ce qu’il se passe.
La mise en forme d’une démonstration « parfaite » avec une démonstration par récurrence rigoureuse ne

me parait pas utile.
Allez a : Exercice 31

Correction exercice 32.
1. Pourtouti € {2,3,4,5,6}, fiof; =fio ficar f; =id.
Pour toutx € R\ {0, 1}
f2o fa2(x) = fz(fz(x)) =£L0-x)=1-A-x)=x=fix)=>frofa=f

1 1 1—-x—-1
foo 0 = A0) = f(1=) = 1- 1o = =T = = W S oo
=fs
1 1 -1
foo fi® = HA@) = fo(S) =12 == = £l > oo fu = fi
-1- -1 1
foo i@ = fls) = fo(775) = 1- == == = ) S fuo fs
= f3

On ne peut pas en déduire que f, o fs = f, car on ne sait pas que (E,o) est un groupe, mais si 1’énoncé
est correct c’est le résultat que 1’on va trouvé.

-1 -1 -(x-1 1
foofe = Falfi0) = o (Fo) =1 -2 A EED s e =g

1 1
faeo falx) = fs(fz(x)) =f(1-x)= m = fax) = faefo=f3

X X X

1 1 1-— 1- -1
o S0 =0 = (7=5) =~ o T o o @ h
T 1-x
= fe 1 1
X
fio ) = A0 = £ () =g = 77 = 00 = o = f
~x
1 -1 -1
f3°f5(x)=f3(fs(x))=fz(xf1)=1_xf1=xf1_x=x_1 =1-x=f0)>frofs
= /2 1 1
foo fo) = 51o) = £ (=) = =g~y T F AW S S =

:
foo o) = i(a0) = AU~ 1) === i) = fio fo = o
foo i = (W) = (1) = 1-x= 0 = fie fi = f
foo i = A(AM) = fi (3) =x = A= o fi = f
foo Fs) = fi(f500) = fi () = = el = oo fa = fo
)

fuo fs@ = Fi(fo00) = fu () = g = S0 2 fo fo = fo

1
x—1
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1- 1- -1
fso o) = f(o) = il - === == === @ > fso o= fo
1 _ 1 1
foo 550 = (50 = s (7=5) = T2 = oo my A = S fi =
1—x
1 P 1
foo fi@® = iAW) = f5(5) = 5= = == = ) > fso fu = f
I
X — X
foo fs0) = fi(fs00) = fs (;=7) = F— - =y =¥ = A= ficfs = fi
x—ll_1
x—1 x; x—1 x—1
foo o) = fs1el) = s (=) = g =h =y Ty oy 1R = feo ke
Tx
~ ) 1-x-1 —X x
foo o0 = fe(£o00) = fel - ) == =L ) > fyo f, = f;
Ly
foo £ = fol i) = fs (1) = 1E—=1-(-0 =x= i@ = foo fi =
1—x
1 11
foo fi® = (i) = fo (L) =g =1-x = L) = foo fi = f
. x
—1-1 x-@x-1 1
foo fs® = falFs®) = fo () = L= 2282 P f s o=
x—1
~ ox—1 _x;l—l_x—l—x_ -1 1
foo fol) = folfe) = fo (o) = g = s = = W S fao fe
X

=f3
Ouf 11

o\ filfolfs|falfs|fe
LA L 1 falfs|fe
Lol | filfs | fe|fs|fa
fs|fa|fafe|fs|fol|fu
falfalfs|fo | filfelfs
fo|fs|felfalfa|filho
felfe | fs | filfolfalfs

Allez a : Exercice 32

2. o estune loi interne, on le voit sur la table, pour tout i,j € {1,2,3,4,5,6}, il existe k € {1,2,3,4,5,6} tel
que: fiofj = fi
f1 est I’élément neutre.
Chaque f; admet un unique symetrique f; car sur chague ligne et chaque colonne il y a une et une seule
fois f; qui est I’élément neutre.
G est un sous-groupe de I’ensemble des bijections de R \ {0,1}.
Allez a : Exercice 32

3. parexemple: f, o fc = f3 et fs o f, = f, donc le groupe n’est pas abélien.
Allez a : Exercice 32
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4. D’apres le théoréme de Lagrange, I’ordre des sous-groupes H de G divise I’ordre de G donc 1’ordre des
sous-groupes de G divise 6, leur ordre sont 1, 2, 3 et 6.
Silordre est 1, H = {f;}
Si lordre est 6, H = {f1, f2, f3, far f5, fo}-
Si l’ordre est 2, il ya f; et I’autre élément vérifie f; o f; = f; donc
H={f,f;} ou H={f,fa} ou H={f,fs}
Si I’ordre est 3, il y a f; et I’ordre des deux autres éléments n’est pas 2 puisque leur ordre doit diviser 3
autrement dit leur ordre est 3, donc il n’y a pas f3, ni f, ni fs. Il reste éventuellement f3 et f;, on écrit la

table de {f1, f3, f&}

o | filfsl|fe
Llhlfslfe
fs | falfe | fi
fe | fo | f1|f3

La loi est interne, chaque élément admet un symétrique, ¢’est un sous-groupe de G et ¢’est le seul
d’ordre 3.
Allez a : Exercice 32

5. 1l sont d’ordre 1 pour {f;}, d’ordre 2 pour {f, f>}, {f1, fa} et {f1, fo}, d’ordre 3 pour {f1, f5, fo} €t
d’ordre 6 pour {flJ f2!f3fﬁl-) f5)f6}'

Allez a : Exercice 32

6. <f>={fuLf2}

Allez a : Exercice 32

7. <f3>={f1,f3fe}

Allez a : Exercice 32

Correction exercice 33.
1.
Vix,y), (x",y') EEXF (x, )0, y) = (x*x",y.y') EEXF
Car E étant un groupe, la loi est interne donc x * x" € E, de méme F est un groupe donc y.y' € F
On note eg 1’élément neutre de E et er celui de F
V(x,y) EEXF (x,y)O(eg er) = (x xegy.ep) = (x,¥) = (eg * x,ep.y) = (g, er)O(x, y)
(X,Y)Q(BE, eF) = (X, y) = (eE,eF)Q(x,y)
Montre que (eg, er) est I’élément neutre pour la loi ®.
On appelle x~1 le symétrique de x pour la loi * et y~1 le symétrique de y pour la loi .
Oy ™ =@+xLyy ™) =(egep) = (x txx,yhy) = (x7y DO, y)
o, )OC™y™) = (egep) = (x Ly HOK, y)
Montre que le symétrique de (x,y) pour laloi @ est (x 1,y 1) e Ex Feneffetx 1 e Eety 1 €eF
car E et F sont des groupes.
Il reste 1’associativité
Vi, y), (', y), (", y") EEXF (x,y)0(x,y)0E",y") = (x, O *x",y".y")
= (oG + 2,y (7 y™M) = (G x') + 2, (1.y).y") = (x 2, 7.y)O", y")
= ((x,y)Ox",y)OE",y")
G MO(E,yI0E",y") = ((,y)Ox, y)NOE",y")
Montre que la loi © est associative car * et . sont deux lois associatives.
Finalement (E X F, ©®) est un groupe.
2. E'estunsous-groupe de E donc ez € E’, F' est un sous-groupe de F donc e € F', par conséquent
(eg,ep) EE' X F'.
VY, (x,y) EE X F, (6 )0, y) ™ = ()0 Ly ) = (xxx' T y.y T
Comme E’ est un sous-groupe de E, pour tout x, x" € E', x * x'~! € E', de méme comme F’ est un sous-
groupe de F, pour tout y,y’ € F', y.y’_l € F', par conséquent
(x,y)@(x’,y')_l — (x % X'_l,y-y'_l) €EE XF'
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Cela montre que E’ X F' est un sous-groupe de E X F.
Allez a : Exercice 33

Correction exercice 34.
Rappel :

L’ensemble des applications de C dans C, munis de la loi de composition des applications n’est pas un
groupe, pour que cela soit un groupe il faut que ces applications admettent un symétrique, ¢’est-a-dire
une bijection réciproque. C’est pour cela que 1’on va montrer que les ensembles suivants sont des sous-
groupes de I’ensemble des bijections de C dans C, noté §(C).

1. On appelle f; I’application définie pour tout z € C par f;(z) = z + t.
fo(z) =z+0=2z= f, =id, id est I’élément neutre de (§(C),0), il appartient a E;.
Pourtoutt,t’' € Z, fio fu(2) = fi(fe (@) = fi(z+t)=z+t+t, t+t € Zdonc f; o fr € Ey.
Pourtoutt € Z, fy o f¢(2) = fi(f_e(2)) = fi(z—t) =z — t + t = z, donc f_, est le symétrique de f;
et f., €EE car-t €Z.
(E4,°) est un sous-groupe de (§(C),°).

2. Méme démonstration.

3. On pose fg 1’application définie pour tout z € C par fy(z) = e'?z
fo(z) = e%z =z > f, = id, id est I’élément neutre de (S(C), o) il appartient a Es.
Pour tout 8, 8’ € R, fp o for (2) = fo(fe(2)) = fo(e?'2) = efei®’ z = i0+i60'; = £i(0+6"),
8+ 6"eRdonc fgo fy € E;.
Pourtout 8 € R, fy o f_9(2) = fo(fo9(2)) = fo(e™92) = e¥e 07 = ¢¥0-107 = 07 = 7
Donc (fg) ' =fg € Escar-6 € R.
(E3,0) est un sous-groupe de (§(C),°).

4. On pose fs . ’application définie pour tout z € C par fs.(z) = sz +t
f10(z) =z = fi, = id, id est I’élément neutre de (S(C),°), il appartient & E,,.
Pour tout (s,t),(s',t") € C* x C,

fseofsw(2) = for (fsf,tr(z)) =fse(s'z+t) =s(s'z+t)+t=ss'z+st' +¢
(ss',st"+t) € C* x Cdonc fs, o fryr € Ey.
Pour tout (s, t) € C* x C,

fs,tof%,_g(@=f5,t(f%,_§(z)) fre(z—2)=s(cz—5)+e=2

(l’ _E) € C* x C, donc (fs,t)_1 = f§.—§ € E,

N
(E4,°) est un sous-groupe de (§(C),o).
Allez a : Exercice 34

Correction exercice 35.

1. G nR** est un ensemble minoré par 0 donc il admet une borne inférieure b > 0.

2. Supposonsque b & G, il existe g e GNR*™ telque b < g < 2betilexiste g' e Gtelqueb < g' < g.
Onposeh=g—g',h>0carg > g'eth € G car g et g’ sontdans G qui est un groupe additif.
De plus

b<g<?2b b<g<?2b
{b<g’<g=>{—g<—g’<—b

On a construit un élément de G N R** qui est inférieur a b, il y a une contradiction puisque b =
inf(G N R**), par conséquent b € G.

3. Il est évident que bZ < G. Montrons I’inclusion dans 1’autre sens.

Soit g € G, on pose m = E (%) € ZOUE (%) est la partie entiére de % Par définition de la partie entiére,
puisque b > 0 :

>b—g<g—g' <2b—b=b=>h<b

%Sm<%+1@gSmb<g+b<=0£mb—g<b
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Si0o<mb—g,commeb € G,mh €Getg € G, G étant un groupe mb — g € G, comme mb — g < b,
il y a une contradiction puisque b = inf(G N R**) doncmb — g = 0 & g = mb € bZ.
Cela montre 1’inclusion dans 1’autre sens. Finalement G = bZ.

P

Il existe un élément g de G N R** telque 0 < g <y —x.Onposen = E (g) € Z. On a alors, puisque
g >0,

nS§<n+1®ng§x<ng+g@x—g<ngSx
0<g<y-—x
{x —g<ng<x
Onposeh=(n+1)g,n+ 1€ Zdonc h € G avec h €]x, y|.
Onpose G = {m +nv2,(n,m) € Z? }
0=0+0x+2€GQ,
Soientm+nv2 €Getm' +n'vV2 € G, m+nv2 —(m' +n'vV2) = (m—m') + (n—n')V2 € G car
m—-m'eZetn—n' €.
Cela montre que (G, +) est un sous-groupe de (R, +).
D’aprés 2. inf(G) € G donc il existe my, n, € Z tel que my + nyv2 = inf(G), supposons que m, +
nyV2 # 0 alors G = (mg + nyv2)Z, autrement dit pour tout élément m + nv2 € G il existe p € Z tel
que :

s>x<x—g<ng+g<y—-x+x=y=2>2x<n+1g<y

m+ n\/i = (mo + no\/i)p = mgyp + nop\/z
Donc

m—mop = (ngp — n)\/i

2P € Q ce qui est faux, donc ngp — n = 0 et par conséquent

Singp —n # 0alors/2 = —
-
m—myp =0

On a montré que pour tout m,n € Z il existe p € Z tel que :

n=png
{m = pm, = Mol = mng
Siny # 0, pour tout m € Z et pour tout n € Z*, % = ? ce qui veut dire que le quotient de deux entiers
0

est constant, ce qui est faux.
Sing = 0, pour toutn € Z, n = 0 ce qui est faux.

L’hypothése my + nyvV2 # 0 est fausse par conséquent m, + nyv2 = 0 et G est dense dans R d’apreés
4

Allez a ; Exercice 35

Correction exercice 36.

1.

0=0+i.0eKcar0eQ et0 € Q.

Soientz; =r+is;EK etz =nry+is, €K zy=r+is;—(py+isy)) =r—n+i(s;—s3) €K
carry —1, EQets; —s, €Q.

L’addition étant commutative dans C, (I, +) est un sous-groupe commutatif de (C, +).
1=1+i.0eKcarl1eQet0€Q.

Soientz; =r +is; EK etz, =1, +is, € K,

_ntisy  (p+is)(y —isy) nrp+ 55, Hilgsy —1Sy) T+ S1S; 1551 — 118,

71251 = — = = = i
Ty + iS, T} + 52 T} + 52 T} + 52 i + 52
-1 T1T2+5152 T281—11S
Z1Zy E]Kcarwe@etwe@

La multiplication étant commutative dans C, (IK*,.) est un sous-groupe commutatif de (C*,.).
Il ne reste plus qu’a rappeler que la multiplication est distributive par rapport a 1’addition dans C pour
conclure que (I, +,.) est un corps commutatif, car la multiplication est commutative.

Allez a : Exercice 36
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Correction exercice 37.

1. 0=0+0x+v2ezZ[VZ],
Soientm + nv2 € Z[V2 | etm’' + n'V2 € Z[V2],
m+nv2 —(m' +n'V2) = (m—-m) + (n—n')V2 € Z[v2 ]
carm—m' €Zetn—n' €Z.
Cela montre que (Z[x/i ] +) est un sous-groupe de (R, +).
Soientm + nv2 € Z[\/f] etm' +n'\2 € Z[\/f]
(m+nv2)(m' + n'v2) = mm' + 2nn’ + (mn' + m'n)V2 € Z[V2 ]
La multiplication est une loi interne sur Z[v2 |.
1=14+0x+v2€Z[V2]
(Z[VZ |, +,%) est un sous-anneau de (R, +,x).
Remarque :
Les propriétés de distributivité et I’associativité de la multiplication sont évidentes dans R.
2. Pour tout a + b2 il existe un unique a — bv'2 tel que ¢ (a — bv2) = a + bv/2, ¢ est une bijection de
Z[VZ | sur Z[vZ ].
Soientm + nv2 € Z[V2 | etm’ + n'V2 € Z[V2 ],
d(m+nV2+m' +n'V2) = ¢ ((m +m')+ (n+ n’)\/i) =(m+m)—m+n)V2
=m-nV2+m' —n'V2 = ¢(m+nv2) + p(m’ + n'V2)
¢ est un morphisme pour la loi +.
¢ ((m +nv2)(m' + n’\/z)) = ¢(mm’ + 2nn' + (mn’ + m'n)V2)
=mm’ + 2nn’' — (mn’ + m'n)V2
Et d’autre part
d(m +nv2)p(m’ + n'V2) = (m — nV2)(m’ — n'V2) = mm’ + 2nn’ — (mn’ + m'n)V2
On a bien ¢ ((m +ny2)(m' + n’\/i)) = ¢p(m+nv2)p(m’' +n'v2)
¢ est un morphisme pour la loi x.
3. Pourtout x € Z[vZ |, on pose N(x) = x¢(x). Montrer que N est une application de Z[v2 | dans Z,
qui est un morphisme pour la multiplication.
Pour tout x = m + nv2
N(m+nv2) = (m+nV2)(m—nv2) =m? —2n? € Z
Soientm + nv2 € Z[V2 | etm’ + n'V2 € Z[V2 ],
N ((m + n\/f)(m’ + n’\/z)) = N(mm’ + 2nn' + (mn' + m’n)\/i)
= (mm’ + 2nn’ + (mn’ + m'n)V2)(mm' + 2nn’ — (mn’ + mM'n)V2)
= (mm' + 2nn')? — 2(mn’ + m'n)?
=mm'? + 4mm'nn’ + 4n?n'? — 2(m?n’'? + 2mn'm’'n + m'?n?)
=mm'? + 4n®’n'? — 2m?n'? — 2m’*n?
N(m+nV2)N(m' +n'v2) = (m? — 2n?)(m'? — 2n'?) = m*m'?2 — 2m?n’? — 2n?*m'? + 4n?n’?
On a bien
N ((m +nv2)(m’ + n'\/z)) = N(m + nV2)N(m' + n'v2)
N est un morphisme d’anneau pour la lo1 X.
4. Soit x = m + nv/2 un élément inversible de Z[v2 |, i € Z[V2]

1 1
NGON (;) =N (x x ;) - N(D) =1
Comme pour tout y € Z[V2 |, N(y) € Z,
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N(x) = N(%) =1
N(x)=N<%>=—1

Cela montre que si x est inversible alors N(x) = +1.
Réciproque :si N(x) = +1.
1_ 1 _ m—nv2 _m—n\/?_m—n\/f
X m+nv2 (m+mV2)(m-nyv2) m:-2n2  N(x)
Cela montre que x est inversible dans Z[v2 ].
5. 3+2V2et—3+242
N(3 +2v2) = 32 — 2 x 22 = 1 donc 3 + 2v2 est inversible.

N(-3 +2v2) = (—=3)? — 2 x 22 = 1 donc —3 + 2v/2 est inversible.
Allez a : Exercice 37

NGON (%) 1o

= +(m - nvZ) € Z[VZ]

Correction exercice 38.
1. Soit O I’origine du plan complexe.
r est la rotation de centre O et d’angle g

r2 est la rotation de centre O et d’angle .
r3 est la rotation de centre O et d’angle 32—” (ou — %).

s est la symétrie par rapport a I’axe horizontal.
s o r est la symétrie par rapport a la droite d’équation y = —x (seconde bissectrice).
s o 2 est la symétrie par rapport a I’axe vertical.

s o 13 est la symétrie par rapport a la droite d’équation y = x (premiére bissectrice).
Allez a : Exercice 38

2. Pour montrer que G est un groupe, il suffit de vérifier que c’est un sous-groupe de I’ensemble S(C) des
bijections du plan complexe dans lui-méme. L’ensemble proposé est non vide. Observons ensuite que
et 73 sont inverses ’un de ’autre, et que chacun des autres éléments de G est son propre inverse. La
table de composition ci-dessous montre que le produit de deux éléments quelconques de

G est encore dans G. Donc G est un sous-groupe de S(C). Dans cette table, nous omettons les signes o
par souci de clarteé.

° e r | r®2 | r3 | s | sr|sr?|srd
e e r | r®2 | r3| s | sr|sr?|srd
r | r | r®|r e |sr¥| s | sr | sr?
r2 |l r2 13| e | r |sr?|sr3| s | sr
r3 3| e r | r? | sr |sr?|sr3| s
s s | sr|sr?|sr3| e r | r® | r3
sr | sr|sr¥|sr®| s |13 | e | r | r?
sr?|sr?|sr3| s | sr|r? | r3 | e r
sr3|srd3| s | sr|sr?| r | r? |13 | e

Allez a : Exercice 38

3. Nous le montrons pour {e, 2}, le raisonnement est identique pour les 4 autres. Dans la mesure ol r2 est
son propre inverse, {e, 72} est bien un sous-groupe de G. L application ¢ qui a e associe 0 et a r2
associe 1 est une bijection, et ¢’est un morphisme pour la loi o au départ, et pour I’addition modulo 2 a
I’arrivée. 1l suffit pour cela de s’assurer que les tables de composition correspondent.

o | e |r? +10 1|1
e | e |1r? 001
r’|r?| e 1111]0

Détaillons un peu
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pe)=0; pr?) =1
p(r?oe)=¢ecor?)=@?) =1
Par conséquent
p(r?ee)=1+0=p@?) +¢p(e)

Et
pleor?) =0+1=g(e) +(?)
D’autre part
plece)=¢(e) =0=0+0=g(e) + p(e)
Et

Pr?er) =) =) =0=1+1= )+ o(r?)
Cela montre que pour tout f, g € {e, 2}, o(f o g) = @(f) + @ (g), c’est bien la définition d’un
morphisme de groupe. Dans la suite on se contentera de constater que les tables correspondent.
Allez a : Exercice 38

4. Ici encore, le plus simple est de définir la bijection, puis de vérifier que c’est un morphisme pour les
deux lois en comparant les tables de composition. Remarquons que I’existence d’un isomorphisme entre
un sous-ensemble de G et un groupe connu, nous dispense de montrer que ce sous-ensemble est
effectivement
un sous-groupe. Comme bijection nous choisissons I’application , définie par :

p(e) = (0,0),p(s) = (0,1), p(r?) = (1,0), p(s o %) = (1,1).

o | e | s | r?®|sr? + (0,0 ](0,D)](1,0) | (1,
e | e | s | r? |sr? (0,0) | (0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
s | s | e |sr?| r? (0,1) | (0,1) | (0,0) | (1,1) | (1,0)
2 | r? |sr?| e | s (1,0) | (1,0) | (1,1) | (0,0) | (0,1)

sr?|sr?|r? | s | e (1L,D) | (1,1 | (1,0) | (0,1) | (0,0)

Allez a : Exercice 38

5. Méme technique ; la bijection est définie par :
@) =0,0(r) =1,¢00?) =2, =3

olel|r |r¥|r3 +/0/1]2]|3
e|le|r |r?|r3 0/0[1]2]3
rlr |r®|r3|e 1/1/2(3]0
r2|r2|r3le | r 212|301
r3|r3le|r |r? 3/13/0(1]2

Allez a : Exercice 38

6. Vérifions-le pour r et pour s.
r(A1) = Az, 7(Az) = A3, 1(A3) = Ay ,7(As) = A4
S(A1) = Ay, 5(A2) = Az ,5(A3) = Ay ,5(As) = A4
C’est évident, il suffit de faire un dessin dans R? et de placer les points A;.
Puisque r et s laissent invariant I’ensemble {A4, A,, Az, A4}, ¢’est aussi le cas pour toute transformation
du plan composée de r et s, donc pour tous les éléments du groupe G.
Allez a : Exercice 38

7. Soient f et g deux éléments du groupe G. Soient o et T les deux permutations de S, telles que pour tout
i =1,2,3,4:
flA) =40 et g(4) = A
Autrement dit
oc=02341) et 7=(4321)
Alors, pourtouti = 1,2,3,4,
fog(a) = f(9(4)) = f(Aww) = Ao(e(iy) = Aver(®
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Donc (fog) =agot = @(f)°@(g). Donc ¢ est un morphisme pour la composition des applications
dans G au départ, et pour la composition des permutations a ’arrivée.

Allez a : Exercice 38

8. Voici le tableau donnant 1’image par ¢ des éléments de G.

f e r r? r3 s ST sr? sr3
o(f) | (1,2,34)](2341)| (341,2)]|(41,23) | (43,21) | (3,2,1,4) | (2,1,43) | (1,4,3,2)

C’est évident pour @(e), @(r) et ¢(s)
On va plutdt utiliser la notation

=G 5a0) ¢ =G50

1% 59
(p(r3)—0'00'2_<3 4 1 2):(1 i ; 131-)
1 12 23 3 4
1 2 3 4
p(sr)=@(s)ep(r) =te0o=(2 3 4 1>=(3 2 1 4)
31221344
1 2 3 4
(p(er) — (p(s) o (p(rz) =ToO 0'2 = <3 4 1 2) = (2 1 4 3)
111
1 2 3 4
(p(sr3)=<P(S)°(P(7"3):T°03:<4 1 2 3)2(1 4 3 2)
1 4 3 2

Allez a : Exercice 38

9. Puisque ¢ est un morphisme, H est un sous-groupe de G. Le tableau de la question précédente liste tous
les éléments de H, qui sont tous distincts. Donc la restriction de ¢ a H a I’arrivée est une bijection : ¢
est donc un isomorphisme de G sur H.
Allez a : Exercice 38

Correction exercice 39.
1. L’ensemble A est non vide. Il suffit de veérifier que A est un sous-groupe pour 1’addition, et que la
multiplication est stable. Soient m,n, m’,n’ quatre éléments de Z.

(m+nV6) — (m’ + n’\/g) =(m-m)+ mn-n)V6

Donc

(m+nv6)—(m' +n'V6) € A

(m +nv6) x (m' + n'V6) = (mm’ + 6nn’) + (mn’ + m'n)vV6

Donc

(m+nV6) x (m' +n'V6) € A

2. Observons d’abord que pour tout élément a de 4, ¢(¢(a)) = a. Donc ¢ est une bijection, puisque tout

élément de A a pour antécédent ¢ (a).
Montrons maintenant que ¢ est un morphisme pour 1’addition.

® ((m +nv6) + (m' + n’\/g)) =@ ((m +m')+ (n+ n’)\/g) =(m+m)—-m+n)V6
= (m—nV6) + (m' —n'V6) = p(m + nV6) + p(m’' + n'V6)

Montrons enfin que ¢ est un morphisme pour la multiplication.
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@ ((m +nv6) x (m' + n’\/g)) =@ ((mm’ + 6nn') + (mn' + m’n)\/g)
= (mm' + 6nn’) — (mn’ + m'n)V6 = (m —nV6) x (m’ — n'V6)
= g(m + nV6) x p(m’ + n'V6)
3. Soita = m + nv/6 un élément quelconque de A.
N(a) = ap(a) = (m +nV6) x (m — nV6) = m? — 6n?
Donc N est bien une application de A dans Z. Montrons que c¢’est un morphisme pour la multiplication.
Soient a et a’ deux éléments de A.
N(aa') = ad'p(aa’) = aa’¢(a)e(a’) = (ap(a))(a'¢(a)) = N(a)N(a')

En utilisant le fait que ¢ est un morphisme pour la multiplication.

4. SiN(x) = xp(x) =1, alors ¢(x) est inverse de x, et si N(x) = x@(x) = —1, alors - ¢(x) est
inverse de x : la condition est suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire. Soit x un élément inversible
de A :il existe y tel que xy = 1. Mais comme N est un morphisme pour la multiplication,
N(x)N(y) = 1. Or N(x) et N(y) sont des entiers. Les seuls éléments de Z inversibles pour la
multiplication sont 1 et —1. D’ou le résultat.

5. Il suffit de calculer I’'image par N, et d’appliquer le résultat de la question précédente.

N(5+2V6)=25-24=1
L’inverse de 5 + 2v6 est 5 — 2+/6.
Allez a : Exercice 39
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