Relation binaire Pascal Lainé

RELATION BINAIRE

Exercice 1 :
Soit E = {1,2,3,4} et R la relation binaire sur E dont le graphe est
r={(11),(12),(21),(22),33),(34),(43), (44}
1. Vérifier que la relation R est une relation d’équivalence.
2. Faire la liste des classes d’équivalences distinctes et donner I’ensemble quotient R /R.
Allez a : Correction exercice 1 :

Exercice 2 :
1. Montrer que la relation de congruence modulo n
a=b [n] ©n divise b—a
Est une relation d’équivalence sur Z.
2. Envous servant de la division euclidienne, montrer qu’il y a exactement n classes d’équivalentes
distinctes.
Allez a : Correction exercice 2 :

Exercice 3 :
Sur R?, on considére la relation R définie par
(a,b)R(c,d) © a? + b? = c? + d?
1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Décrire la classe d’équivalence (a, b) du couple (a, b).
3. On désigne par R?/R I’ensemble quotient pour cette relation. Montrer que I’application
R2/R — [0, +oo[
(a,b) — a? + b2
Est bien définie et que c’est une bijection.
Allez a : Correction exercice 3 :

Exercice 4 :
Soient E et F deux ensembles et f: E — F une application. On définit une relation R sur E en posant, pour tout
(x,x') €EE XE,
xRx" & f(x) = f(x')
1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Décrire la classe x de I’élément x € E.
3. Pourquoi I’application
E/R-F
x = f(x)
Est-elle bien définie ? Montrer qu’elle est injective. Que peut-on conclure sur I’ensemble quotient E /R ?
Allez a : Correction exercice 4 :

Exercice 5 :
Soit E un ensemble et soit A une partie de E. On définit dans P (E) la relation d’équivalence R en
posant, pour tout couple (X,Y) de parties de E :
XRY ©AnNnX=ANnY
1. Expliciter les classes @, E, 4 et C;A.
2. Montrer que si B = A n X, alors B est I’unique représentant de X contenu dans A.
3. Expliciter une bijection entre P(E)/R et P(A).
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Remarque : ne pas hésiter, si nécessaire, a expliciter les classes pour un cas particulier, par exemple
E =1{1,234}etA ={1,2}.
Allez a : Correction exercice 5 :

Exercice 6 :
Soit P* I’ensemble des nombres premiers strictement supérieurs a 2. On considere la relation R entre
deux éléments de IP* définie par :

+
pazq@¥ep*

La relation est-elle réflexive, symétrique et transitive ?
Allez a : Correction exercice 6 :

Exercice 7 :
Soient E un ensemble fini non vide et x un élément fixé de E. Les relations ~ définies ci-dessous sont-elles des
relations d’équivalences sur P(E) ?
1. VAABEP(E),A~B<A=B
VA, BEP(E),A~BS ACB
VA BEP(E),A~B&S ANB+ @
VA,BEP(E),A~Bo (ANB=Q0ouAUB # Q)
Soitx e E,VALBEP(E),A~B& x€AUB
6. Soitx €EE,VABEP(E),A~Be (x€EANBoux € ANB)
Allez a : Correction exercice 7 :

a s~ wD

Exercice 8 :
Dans N*, on définit une relation <« en posant
m K ns'il existe k € N* tel quen = km
1. Montrer que « est une relation d’ordre partiel sur N*.
On considére dans la suite de 1’exercice que 1’ensemble N* est ordonné par la relation <.
2. L’ensemble N* possede-t-il un plus grand élément ? un plus petit élément ?
3. Soit A = {4,5,6,7,8,9,10}. L’ensemble A posséde-t-il un plus grand elément ? Un plus petit élément ?
Allez a : Correction exercice 8 :

Exercice 9 :
Dans N*, on définit une relation <« en posant pour tout (x,y) € N* X N* :
x L ys'ilexisten € N* tel quey = x™
1. Montrer que < est une relation d’ordre partiel sur N*.
On considére dans la suite de 1’exercice que I’ensemble N* est ordonné par la relation «.
2. Soit A = {2,4,16}. Déterminer le plus grand élément et le plus petit élément de A.
Allez a : Correction exercice 9 :

Exercice 10 :
Dans R2, on définit la relation <« en posant (x,y) < (x",y) ©@x<x'ou (x =x"et y<y')
1. Montrer que « est une relation d’ordre. Est-ce une relation d’ordre total ?
2. Déterminer ’ensemble des majorants et des minorants du singleton {(a, b)} et représenter les dans R2.
3. SoitX = {(a,b), (c,d)}. Déterminer Sup X et Inf X.
Allez a : Correction exercice 10 :
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Exercice 11 :
Soient E un ensemble fini non vide et x un élément fixé de E. Les relations R définies ci-dessous sont-elles des
relations d’ordre sur P(E) ?
1. VA BEP(E),ARB<= A=B
2. VA,BEP(E),ARB< ACB
3. VA BEP(E),ARBox€EANB
4. VA BEP(E),ARB o x€AUB
5. VA,BEP(E),ARB= (x€e A=Boux€ANB)
Allez a : Correction exercice 11 :

Exercice 12 :

Les relations R définies ci-dessous sont-elles des relations d’ordre sur R.
1. Vx,yER xRy x<y

Vx,yER, xRy & x <y

Vx,y ER, xRy & e* <eY

Vx,y € R, xRy © |x| < |y|

Vx,yER, xRy & x—y €N
6. Vx,yER, xRy x—y€EL

Allez a : Correction exercice 12 :

a s~ wDN

Exercice 13 :
Montrer que la relation binaire définie par :
xRy & f(x) < f(x)
Est une relation d’ordre.
Allez a : Correction exercice 13 :

Exercice 14 :
Les relations R défines ci-dessous sont-elles des relations d’équivalence sur C ?
1. zRz' © |z| = |Z'|

2. zZRZ' =1

Z
Z,

3. zRZ © e? = e?

4, zRz' o |z—-Zz'| =1

5. zRz' < el7'l =1
Allez a : Correction exercice 14 :

Exercice 15 :
Soit R, la relation définie sur R par :

xRy ©x?>—y2i=x—y

1. Montrer que R est une relation d'équivalence.
2. Déterminer la classe d'équivalence de x pour tout réel x.
3. Déterminer I'ensemble quotient.

Allez a : Correction exercice 15 :
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Exercice 16 :

Soit € la relation définie sur ]1, +oo[ par :
y

>
14+x2 7 14 y2

xfy &

Montrer que € est une relation d’ordre total.
Allez a : Correction exercice 16 :

Exercice 17 :
1. Soit a € C*, déterminer en fonction de a I’ensemble des complexes tels que z* = a*.
SoitU,={z€Cz"=1}
On définit sur U, larelation z~z'  z* = z'*
2. Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur Uy 5.
3. Décrire I’ensemble des classes d’équivalence.
Allez a : Correction exercice 17 :

Exercice 18 :
On définit sur N X N la relation
a+b<c+d
(a,b) < (c,d) & ou
a+b=c+d et b<d
1. Montrer que < est une relation d’ordre.

2. On admettra qu’il s’agit d’une relation d’ordre totale. Classer par ordre croissant les dix premiers
couples de N X N muni de la relation d’ordre <.
Allez a : Correction exercice 18 :

Exercice 19 :
Soient R une relation définie sur Z x N* par :
(a,)R(a’,b) © ab =a'b
1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. soit (p,q) € Z X N*,avec p A q = 1, décrire la classe d’équivalence de (p, q).
Allez a : Correction exercice 19 :

Exercice 20 :
Soit « la relation définie sur N2 par :
o a<a
(a,b) <<(a,b)<:> ou
a=aeth<b
Montrer que < est une relation d’ordre total.
Allez a : Correction exercice 20 :

Exercice 21 :
Soit E un ensemble.
On pose AAB =(AUB)\ (ANB)
On définit dans I'ensemble P (E) des parties de E , la relation R, en posant, pour tout couple (4, B) de
parties de E :
ARB < AAB est un ensemble fini ayant un nombre fini pair d’élément.
Montrer que R est une relation d'équivalence dans P (E).
Allez a : Correction exercice 21 :
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CORRECTIONS

Correction exercice 1 :
1. D’apres le graphe, ona:
1R1; 1R2; 2R1; 2R2; 3R3; 3R4; 4R3 et 4R4
Pour tout n € {1,2,3,4} on a nRn donc la relation est réflexive. On a 1R2 et 2R1 d’une part et 3R4 et 4R3
ce qui montre que la relation est symétrique et évidemment elle est transitive, donc il s’agit d’une relation
d’équivalence.
2. 1l yadeux classes d’équivalence E; = {1,2} et E, = {3,4} par conséquent
R/R ={Ey, E>}
Allez a : Exercice 1 :

Correction exercice 2 :
1. ndivise a — a = 0 car existe k € Z tel que 0 = kn, il suffit de prendre k = 0, par conséquent
a=a [n]
= est réflexive.
Sia =b [n]alors ndivise b — a, c'est-a-dire qu’il existe k € Z tel que b — a = kn, ce qui entraine
que a — b = (—k)n, —k € Z donc a — b divise n, autrement dit b = a [n].
= est symétrique.

Si {a f b [n] alors il existe k € Z et | € Z tel que {b -a= kn’ en faisant la somme de ces deux
b=c [n] c—b=1In
égalitésb—a+c—b=kn+Inoc—a= (k+ n,comme k + [ € Z, n divise ¢ — a, autrement

ditc = a [n].
= est transitive.
Finalement = est une relation d’équivalence.
2. Soit m € Z, effectuons la division euclidienne de m par n. Il existe un unique couple
(q,r) €eZx{0,1,..,n—1}telquem = gn + r,donc m —r = gn autrementditm =r [n]. llya
exactement n classes d’équivalence {6, 1,..., m}
Allez a : Exercice 2 :

Correction exercice 3 :

1.
a’ + b? =a? + b?> & (a,b)R(a,b)
R est réflexive.
(a,b)R(c,d) = a? +b*>=c?>+d*=>c?>+d?*> =a?+ b%? = (c,d)R(a,b)
R est symétrique.
(a,b)R(c,d) _ (a®? + b? =c? +d?
{(c d)R(e, f) {cz +d?=er+ 27 @t +bi=et+f= (@bR(ef)
R est transitive.
Finalement Rest une relation d’équivalence.
2.

(x,y) € (a,b) © (x,y)R(a,b) & x? + y? = a? + b?
Si on pose R? = a* + b? alors x% + y? = R?, donc la classe de (a, b) est le cercle de centre (0,0) de
rayon R. Si (a, b) = (0,0) la classe de (a, b) est réduite a (0,0) (c’est un cercle un peu spécial).
3. On appelle ¢ cette « application », en fait cela sera une application lorsque 1’on aura montré que lorsque
que I’on change de représentant la valeur de ¢ ne change pas, c’est ce que 1’énoncé veut dire en
demandant de montrer que ¢ est bien définie.
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Précisons un peu : si on a (a’, b’) = (a, b) ce qui équivaut a (a’, b")R(a, b) (si ce n’est pas évident pour
vous, réfléchissez un peu et vous verrez c¢’est évident) et si ((a’;b’)) + ¢((a, b) ) on voit bien que cela
pose un probléme dans la déefinition de ¢.
Si (a’,b") = (a,b) alors @’ + b’ = a? + b2 donc <p((a’,.b’)) =a?+b?=a?+b?*= <p((a;b) ),
tout va bien ¢ est bien définie.

Remarque :
Si (p((a,.b)) = ab alors ¢ n’est pas une application.
Montrons que ¢ est une bijection.
Pout tout y € [0, +oo il faut montrer qu’il existe une unique classe (a, b) tel que y = (p((a; b) )

y=¢((a,b)) ®y=a®+b?

Soit il est évident que tous les couples (a, b) qui vérifie y = a? + b? sont dans la méme classe, soit on
fait I’effort de le montrer, ce que nous allons faire.

Un couple solution est (\/y, 0) car (ﬁ)z + 0% = y. Soit (a, b) un autre couple solution on a alors
y = a? + b?
Mais comme (\/;)2 + 0% = a? + b? on en déduit que (\/—, 0) = (a, b), cela montre qu’il n’y a qu’une
classe (a, b) telle que y = ¢((a, b) ), @ est bijective.
Allez a : Exercice 7 :

Correction exercice 4 :
1.
fx) =f(x) > xRx
R est réflexive.
xRx' = f(x)=f(x")=>f(x") =f(x) = x'Rx
R est symétrique.
{xjfj;z,, = { )f(gcx% _ ];gc)) = flx) = f(x") = xRx"
R est transitive.
Finalement R est une relation d’équivalence.
2. Pourtouty € x, yRx et donc f(y) = f(x) donc
x={y€Efy) =)}
3. Notons ¢ cette « application », ¢’est le méme probléme que dans 1’exercice précédent, pour une classe
on doit le méme résultat quel que soit le représentant de la classe, si on a x = x’ a-t-on forcément
() = p(x)?
x=x o f(x") = f(x)donc p(x) = f(x) = f(x') = (x"), tout va bien, gest bien définie,
autrement dit ¢ est une application.
Montrons que ¢ est injective.
o) = p(x') & f(x) = f(x) & & =x’
Donc ¢ est injective.
Allez a : Exercice 4 :

Correction exercice 5 :
Ici on ne demande pas de montrer que R est une relation d’équivalence.
1.

XeEPpoAnp=AnXoAnX=0o X c (A
@ ={X € P(E),X c CzA}

6
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XEESANE=AnXoAnX=AoAcX
E={X€P(E)X cCgA}
XeEAoANA=AnXoAnNX=AoXCA
A={XeP(E)XcA}
XECGAS ANCA=AnNX o AnNX=0o X c (A
CzA ={X € P(E),X c CzA}
Remarque : @ = CzA
2. MontronsqueB=ANX€EX:
ANB=An(AnX)=ANANX=4AnX
Donc B € X, il est clair que B c A, mais est-ce le seul ?
SoitB'€eXetB'cA,AnX=ANB =B carB’ c Acequientraineque B’ = AN X.
B = A N X est le seul élément de la classe de X qui soit inclus dans A.
3. Onrappelle que P(E)/R est I’ensemble des classes pour la relation d’équivalence R.
On pose ¢: P(E)/R — P(A) définie par p(X) = AN X.
Est-ce que ¢ est bien définie ? Si on prends X’ = X a-t-on ¢(X) = ¢(X’') ?
X=X AuX=AnX
Donc
p(X)=AnX =AUX = 9(X)

Tout va bien.
Pour tout B © A on cherche s’il existe un unique X € P(E)/R tel que B = ¢(X) ?
D’apres la question 2. B = A N X est le seul élément de la classe de X qui soit inclus dans A, ¢’est
parfait c’est exactement ce que 1’on voulait. ¢ est bijective.

Allez a : Exercice 5 :

Correction exercice 6 :
Pour tout p € P*

+
%zpep*(:)pfkq

R est réflexive.
+ +
quz%EIP* :>qz—pEIP’* = qRp

R est symétrique.
Cherchons un peu

p+q N
pRq 7 €F
Rr:) q+r
q c p*

. . , . + N \ . . ) 9,1
Il faudrait pouvoir en déduire que % € IP* et a ce moment la on doit se dire que cela n’a pas ’air
¢évident et que donc, puisque 1’énoncé demande « la relation est-elle transitive ? » et non pas « montrer
que la relation est transitive » il se peut que la réponse soit « non », on va donc chercher un contre-
exemple, pour cela on va faire un tableau.
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3 5 7 |11 13|17
ptq

2
3 3145 ]|7]8]10
5 4 | 5| 6| 8|9 |11
7 5 6 | 719 (1012
11 7189 11|12 | 14
13 8|19 (1012|1315
17 1011|1214 | 15|17

On a coché en jaune les cases des couples (p, g) en relation.
On a 11R7 et 7R5 et pourtant 11 n’est pas en relation avec 5.
Remarque :
Pour trouver un contre-exemple il faut qu’il y ait au moins deux cases cochées en jaune autre que celle
de la case pRp, donc sur ce tableau I’exemple cité est le seul contre-exemple, pour en trouver d’autre il
faudrait faire un tableau plus grand.

Allez a : Exercice 6 :

Correction exercice 7 :

1. A=A A~ Adonc ~ est réflexive

A~B=>A=B=B=A= B ~ Adonc ~ est symétrique.
A~B _(A=B
lc=lsze
Cette relation est une relation d’équivalence.
Allez a : Exercice 7 :
2. Ac A A~ Adonc ~ est réflexive.
A~B AcCB
Glc=loe
Mais si A & B alors A ~ B mais B ¢ A donc on n’a pas B ~ A donc la relation n’est pas symétrique.
Cette relation n’est pas une relation d’équivalence.
Remarque : il était inutile de montrer que cette relation était réflexive et transitive.
Allez a : Exercice 7 :
3. SiA+ @alors An A # @ donc cette relation n’est pas réflexive.
Donc ce n’est pas une relation d’équivalence, on va tout de méme regarder les deux autres propriétes.
A~B=>ANB=0=BnNA=0= B ~ Adonc cette relation est symétrique.
A~B ANB =
{B ~c” {B ne= g
Cela n’entraine pas que A N C = @, prenons un exemple A = {1,2}, B = {3,4} et C = {1,5}.
Cette relation n’est pas transitive.
Allez a : Exercice 7 :

4. 1l vaut mieux réfléchir un peu avant de se lancer, comment peuvent étre deux ensembles A et B qui ne
vérifient pas A U B # @ ? C’est clair il faut que ces deux ensembles soient tous les deux égal a
I’ensemble vide, mais alors A N B = @. Il semble bien que pour tout ensemble A et B on ait A ~ B,
démontrons cela.

Soient A et B deux ensembles :

SiA=0@alorsANnB = @etdonc A ~ B.

SiA+@alorsAUB # @etdonc A ~ B.

La relation binaire ~ est une relation d’équivalence, si vous n’étes pas convaincu :

A ~ A donc ~ est réflexive.

SiA~ Balors B~ A (B ~ A étant vraie pour tout B et pour tout A). Donc ~ est symétrique.
SiA~BetsiB~ Calors A~ C (A~ C étant vraie pour tout A et pour tout C). Donc ~ est transitive.

8

=>A=C > A~ C donc ~ est transitive.

=> A c C => A~ C donc ~ est transitive.
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Remarque :

I n’y a qu’une seule classe d’équivalence.

Allez a : Exercice 7 :
5 Six & Aalorsx € AU A etdonc onn’apas A ~ A, ~ n’est pas réflexive.

Par conséquent ~ n’est pas une relation d’équivalence.

Allez a : Exercice 7 :

6.

Soitx € E,VA,BEP(E),A~Bo (x€ANBoux € ANB)
x€EA=AUAoux€A=ANA donc A ~ A, ce qui signifie que ~ est réflexive.
A~B=>(x€AnBoux€ANB)=> (xeBnAoux € BNA) =B ~ A, larelation ~ est donc
symeétrique.

A~B _(x€eAnBoux€ANB - 5 5 A
{BNC:{xEBnCOuXEEnE:HCE((AnB)u(AnB))n((BnC)U(BnC))
Or

(AnB)U(AnB)=(AuAd)n(AUuB)n(BUA)N(BUB)=En(AUB)n(BUA)NE
=(AUuB)n(BUA)

De méme

BnCOu(BnC)=(BuC)n(BucC)

Donc

((AnB)U(Znﬁ))n((BnC)u(Enf))=((AUE)n(BUZ))n((BUE)n(EUC))
=(AuB)n(Bud)n(BuC)n(BucC)
=((BuZ)n(Buf))n((AuE)n(EuC))=(Bu(ZnE))n(§u(AnC))
=(BnE)u(Bn(AnC))u((ZnE)nE)u(ZnEnAnc)
=®u(Bn(AnC))u((an)n?)u((ﬁnA)n(EnC))
=(Bn(AnC))u((an)nﬁ)u((bn(b)=(AanC)u((M)n§)u®
=(ANBNC)U(AUCUB)

OrAnNBNCcANCetAUCUBDAUC=>AUBUC cAuUC donc

(ANBNC)U(AUCUB)c(AnC)Uu(AuC)=M@ANnC)U(ANnC)
Par conséquence :

x€(ANCOU(AnC)
Et alors
A~C
Ce qui montre que ~ est transitive et finalement ~ est une relation d’équivalence.

Allez a : Exercice 7 :

Correction exercice 8 :

1.

Il existe k € N* tel que n = kn, il suffit de prendre k = 1, donc n < n.

« est réflexive.

.MmKn
S {n Km
1=kk'.
k et k' sont deux entiers positifs, la seul solution est k = k' = 1, on en déduit que m = n.
<« est antisymétrique.

n=km

alors il existe k, I € N* tels que {m NS

d’oun = kk'n, en simplifiant par n # 0,
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m =kl

.(lKm
SI{ n=k'm

m<n
<« est transitive.

Finalement <« est une relation d’ordre partiel.
Remarque :
<« n’est pas une relation d’ordre totale car il y a des couples de N* x N* qui ne sont pas en relation, par
exempleonani2 < 3ni3 K 2.
2. Supposons que N* admette un plus grand élément noté N alors 2N = kN avec k = 2 € N* donc

N « 2N ce qui signifie que 2N est plus grand (au sens de <) que N ce qui est contradictoire puisque N
est le plus grand, donc il n’y a pas de plus grand élément.

Remarque préliminaire : si m « n alors m < n puisque n = km avec k = 1 donc n = m.

S’il y a un plus petit élément cela ne peut étre que le plus petit élément de N* au sens de <, c'est-a-dire 1. Est-

ce que 1 est le plus petit élément au sens de « ?
Pour tout n € N*, il existe k =n € N*tel quen = k X 1 donc 1 < n, c’est bon 1 est le plus petit
élément de N*.

Remarque :

N* \ {1}, c’est-a-dire I’ensemble des entiers supérieur ou égal a 2 n’a pas de plus petit élément puisque 2 ne

vérifiepas 2 K n & n = k x 2 avec k € N* pour tout n € N*.

3. Avec la remarque préliminaire du 2. le seul plus petit élément de A possible est 4 mais il n’existe pas de

k € N* tel que : 5 = k X 4. Il n’y a pas de plus petit élément (On a pris 5 mais on aurait pu prendre
5,6,7,9 ou 10.
De méme le seul plus grand élément possible serait 10 mais il n’existe pas de k € N* tel que 10 = k X
7 (on a pris 7 mais on aurait pu prendre 4,6,7,8 ou 9.

Allez a : Exercice 8 :

alors il existe k, k' € N* tels que { ,d’oun =k'kl,comme k'k e N*onal < n.

Correction exercice 9 :
1. Pourtout x € N*
Il existe n = 1 € N* tel que x = x* donc x < x.

<« est réflexive.
n

=X ’ ’
S’il existe n,n’ € N* tels que {y oralorsy = (yn )n = y™ donc nn’ = 1, comme n et n’ sont des
X =Yy

entiers positifs, la seule solution est n = n' = 1, par conséquent y = x.
<« est antisymétrique.

— 4N

C(x < y. . , " y=Xx nn' nn' , "
Si { il existe n,n’ € N* tels que o alors z = (x™™ = x™ commenn’ € N"onax « z.
y

y KLz z =
« est une relation d’ordre partiel.
Remarque :
Ce n’est pas une relation d’ordre totale car il y a des couples (x, y) qui ne sont pas en relation, par exemple on a
ni2<«<3ni3«K2.
2. Remarque:six K yalorsx < ycarilexisten e N*(n>1)telquey =x" =x X ..X x > x car
x=1.
Le seul plus petit élément possible est 2.
4=2252«K4
16=2*>2«16
Donc 2 est le plus petit élément de {2,4,16}
Le seul plus grand élément est 16.
16 =2*=22«16
16 =42>4«16

10
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Donc 16 est le plus grand élément de {2,4,16}
Remarque :
{2,4,16} est un ensemble totalement ordonné pour la relation d’ordre <, autrement dit < est une relation
d’ordre totale (sur cet ensemble).
Allez a : Exercice 9 :

Correction exercice 10 :
1. (x=x et y<y)donc (x,y) < (x,y).
« est réflexive.
() < (x,y) (x<x'ou(x=x"ety<y’)
{(x’,y’) L (x,y) {x’ <xou (x'=xety <y)
x < x' x<x' x=x'ety<y' x=x'ety<y'
{x’<xou{x’=xety'Syou{ x’<3; you{x’zxet};'S?/
x=x'ety<y (x=x .
o WIS Y e Y CRORI AT
<« est antisymétrique.
(x,y) < (x",y") x<x'ou(x=x"ety<y’)
{(x’,y’) L (x",y") {x’ <x"ou (x' =x"ety <y
ﬁ{x<x’ { x<x' {xzx’etyﬁy’ u{x=x’ety§y'
x' < x" x'=x"ety <y" x' < x" x'=x"ety <y”
> (<xou (x<x"ety <you (x<x"ety' <y ou(x=x"et y<y')
S@<x)oux=x"ety<y" )=y Lx",y"
<« est transitive.
Finalement « est une relation d’ordre (partiel).
Est-ce que cette relation est une relation d’ordre total ?
Considérons deux couples (x,y) et (x', y").
Il'y a plusieurs cas :
Six < x"alors (x,y) < (x',y")
Six > x"alors (x',y") < (x,y)
Six=x"ety <y'alors (x,y) < (x',y")
Six=x"ety>y'alors (x',y") < (x,y)
Six=x"ety=y"alors (x,y) = (x',y") (ona (x,y) K (x',y) et (x',y") < (x,¥))
Tous les couples sont comparables, <« est une relation d’ordre total.

2. On cherche tous les couples (x, y) tels que (a, b) < (x,y), ce sont les couples qui Vérifient :
a<x
{a =xeth<y

7

(a,b) 3

v

Il s’agit d’un quart de plan limité en bas par la demi-droite x > a et y = b (demi-droite comprise) et a
gauche par la demi-droite x = a et y = b (demi-droite non comprise).
L’ensemble des couples (x,y) tel que (x,y) « (a, b) est le complémentaire de ce quart de plan.

11
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3. X={(a,b),(c,d)}
Si a < calors inf(X) = (a, b) et sup(X) = (c,d).
Si a > calors inf(X) = (¢, d) et sup(X) = (a, b).
Sia=ceth <dalorsinf(X) = (a, b) et sup(X) = (¢, d).
Sia=ceth>dalorsinf(X) = (c,d) etsup(X) = (a, b).
Sia=ceth=dalorsinf(X) = sup(X) = (a,b) = (¢,d).
Allez a : Exercice 10 :

Correction exercice 11 :
1. A=A = ARA larelation est réflexive.

{‘;;gi = {‘; i i = A = B la relation est antisymétrique.
ARB __(A=B B : iy
{BRC = {B —c = A = C = ARC larelation est transitive.

I s’agit bien d’une relation d’ordre.
Allez a : Exercice 11 :

2. Ac A= ARA larelation est réflexive.
ARB AcCcB
{BRA = {B cA
ARB AcB
{szc = {B cC
Il s’agit bien d’une relation d’ordre.

Allez a : Exercice 11 :
3. ANA =@ donconn’apasx € AN A, larelation n’est pas réflexive, et ce n’est pas une relation

= A = B, larelation est antisymétrique.

= A c C > ARC larelation est transitive.

d’équivalence.
Regardons tout de méme les deux autres propriétés.
{g{;ﬁ@{;g;lgg oxe(AnB)n(BnA)=4nBnBnA=(AnA)n(BnB)=0n0
=0
On ne peut avoir ARB et BRA donc la relation n’est pas antisymétrique.
{‘;RB = {x €An B {x €4 = x €ANC = ARC, larelation est transitive.
RC xeBnCc WwEeEC
Allez a : Exercice 11 :
4. x € E = AU Adonc ARA, la relation est réflexive.
{ARB o {x €EAUB
BRA (xeBu4d
On est mal parti pour en déduire que A = B, il faut trouver un contre exemple.
Soient A contenant x et B contenant x, et tel que A ne soit pas inclus dans B et que B ne soit pas inclus
dans A.
x €A c AUBdonc ARB, x € Bc BUA donc BRA et pourtant A # B. La relation n’est pas
antisymétrique.
Donc la relation n’est pas une relation d’ordre, regardons tout de méme la transitivité.

{‘;ﬁg:{ii‘;ﬁ%:xe(AUE)n(Buf)=(AnB)U(AnE)u(§nB)U(§nE)
=AnBU(AnC)upu(BnC)=MAnB)U(AnC)u(BnC)
ANBCA
AnCcA
BnCccC
Donc

12
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(AnB)u(AnC)u(BnC)cAUAUC=AUC
On en déduit que x € A U C, on a alors ARC. La relation est transitive.
Allez a : Exercice 11 :

Correction exercice 12 :

1. x < x est faux donc la relation n’est pas réflexive, ce n’est pas une relation d’équivalence.
Allez & : Exercice 12 :

2. x < x © xRx, larelation est réflexive.

xRy (x<y _ : g
{ny = {y <xDX=Y la relation est antisymétrique.

R x < . ..
{x Y 5 { Yo x < z = xRz, larelation est transitive.
YRz y<z

R est une relation d’ordre.
Remarque : cette relation est une relation d’ordre totale puisque pour tout x € R et pour tout y € R, soitx < y,
soity < x.
Allez a : Exercice 12 :
3. e* <e* © xRx, larelation est réflexive.
xR e* <eY
{yIRZ = {ey <e*
xR e* <e¥
{yﬂe}z] = {ey <e*
R est une relation d’ordre.
Remarque : cette relation est une relation d’ordre totale puisque pour tout x € R et pour tout y € R, soit
e < eY, soiteY <ev.
Allez a : Exercice 12 :
4. |x| < |x| © xRx, larelation est réflexive.
Ry bl <1
yRx Ayl < |x|
C’est mal parti pour affirmer que x = y, il faut trouver un contre exemple.
{(1)3%(—1) - {Ill < |-1]
DRA)  U-1l =11
Et évidemment —1 # 1, la relation n’est pas antisymétrique.
Allez a : Exercice 12 :

5. x —x = 0 € N donc xRx, la relation est réflexive.
{ny {x_yEN:{EIkEN’ x—y=k
yRx " (y—x€N " (3k'eN, y—x=k'

Si la somme de deux entiers positifs est nul, ¢’est que ces deux entiers sont nuls, par conséquent
k=k"=0.
Donc x —y = 0 = x = y. La relation est antisymétrique.
{ny - {x —y€EN
YRz z—y €N
x—z=(x—-y)+ (y—2z) €N xRz, larelation est transitive.
Finalement est une relation d’ordre.

. . 3 .
Remarque : Cette relation n’est pas une relation d’ordre totale car - et 1 (par exemple) ne sont pas en relation,

= e* = e¥ = x =y, larelation est antisymétrique.

= e* < e? = xRz, la relation est transitive.

e |x| =yl

20=-y)+@-—-x)=k+k

c’est une relation d’ordre partielle.
Allez a : Exercice 12 :
6. x —x =0 € Z donc xRx, la relation est réflexive.
xRy {x—yEZ {EIkEZ,x—y:k
{ny@ y—xEZ@ Ak'e€Z, y—x=k'
13
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C’est mal parti, rien n’indique que x = y, prenons un contre-exemple.
7
xX=z v —
2:>{x y=4€Z :{foy
1 y—x=—4€Z YRx

2
Et pourtant x # y. La relation n’est pas antisymétrique.

Ce n’est pas une relation d’ordre. Regardons si elle est transitive (par curiosité).
{xﬂ%y N {x -y €N
YRz z—y€eN
x—z=((x—-y)+ (y—2) € N xRz, larelation est transitive.
Allez a : Exercice 12 :

Correction exercice 13 :
f(x) < f(x) entraine que xRx, la relation est réflexive.
Si xRy et yRx alors f(x) < f(y) et f(y) < f(x) alors f(x) = f(y), f est strictement monotone donc
f est injective, par conséquent x = y, ce qui signifie que R est antisymétrique.
Si xRy et yRz alors f(x) < f(y) et f(y) < f(z) donc f(x) < f(z) ce qui signifie que xRz, R est
transitive. On pourrait montrer que c’est une relation d’ordre totale.

Allez a : Exercice 13 :

Correction exercice 14 :

1. x? —x? = x — x donc R est réflexive.

Si xRy alors x2 — y? = x — y alors y? — x2 = y — x alors yRx donc R est symétrique.

Si xRy et yRz alors x2 — y? = x — y et y? — z2 = y — z, en additionnant ces deux égalités on trouve

x? — z? = x — z. R est transitive.

Finalement R est une relation d’équivalence.

2. Soit x € a si xRa c’est-a-dire si x> —a? =x —a © x? —x + a — a? = 0 autrement dit si x est
solution de I’équation du second degré X2 — X + a — a? = 0, évidemment a est solution, le produit des
solutions est a — a? = a(1 — a) donc I’autre solution est 1 — a. Donc @ = {a,1 — a} sauf si a = %
alors% = {%}

3. L’ensemble quotient est I’ensemble des classes d’équivalence :

R/R = {{a, 1—a},a=> %}

- g .z 1 1 1 1 . P
On est obligé de considérer a > 3 (oua < 5) car pour a = -, 1—a< > donc si on considere a € R, on

écrirait deux fois chaque classe.
Allez a : Exercice 14 :

Correction exercice 15 :
1. |z| = |z| @ zRz, larelation est réflexive.
ZRz' = |z| = |z'| = |Z'| = |z| = z'Rz, la relation est symétrique.

! zl =2’ . e ) .
{Z,gjeez,, = {||Z'|| ||Z,,|| = |z| = |z""| = zRz", la relation est transitive, il s’agit donc d’une relation
z'Rz =
d’équivalence.
Allez a : Exercice 15 :
2. 1l yaun piége parce que sur C*, §| =1 © |z| = |Z’| et on vient de voir au 1°) qu’il s’agit une relation

d’équivalence, le probléme est en z = 0. La réflexivité dit que pour tout z € C, on a zRz, ce qui est faux
pour z = 0 car |%| n’a pas de sens.
Ce n’est pas une relation d’équivalence.
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Allez a : Exercice 15 :
3. e% =e? © zRz, larelation est réflexive.
2Rz = e? = e? = e? =e? = 7'Rz, larelation est symetrique.
, ,
(e = Zor et =
d’équivalence.
Allez a : Exercice 15 :
4. |z—2z| =0 # 1 donc onn’a pas zRz, la relation n’est pas réflexive et ce n’est donc pas une relation

"= zRz", la relation est transitive. Il s’agit d’une relation

d’équivalence.
Regardons tout de méme les autres propriétés.
zZRz' = |z—2z'|=1= 12" —z| =1 = z'Rz, larelation est symétrique.
zRz' lz—-z'| =1
{z’fRz" < {lz' -z"l=1
On ne voit pas bien pourquoi on aurait |z — z"'| = 1.
Onprendz=1,z' =0etz" =i
lz—Zz'|=11-0|=1
{|Z’ -z"l=10-i]=1
Allez a : Exercice 15 :
5. |le?7%| = |e°| = 1 @ zRz, la relation est réflexive.

et|z—z"| = |1 —i| = V12 + 12 = /2, la relation n’est pas transitive.

1
ZRz' = |eZ_Z'| =1= |e_(zl_z)| =1= |ez"z| =1= |eZ’_Z| =1=2z'Rz
la relation est symétrique.
z-z'| _
{Zz,ﬁi',, = {||ez’—z”| - 11 = ez | x e 2| =1 x 12 [e277 xe? 2| =12 |ez 2+ ~2"| =1
e =

= |eZ_Z”| =1=zRz"
la relation est transitive, il s’agit donc d’une relation d’équivalence.
Allez a : Exercice 15 :

Correction exercice 16 :
Premiére méthode

> -2 _donc xEx, £ est réflexive.
1+x2 14+x2
Yy y X X

. X __Y 2y — 2 —
SixEy etyéxalors — > T T 2 T donc —; = T & x(1+y?)=y(l+x°) ox

y+xyl—yx?=0ox—y+xy(y—x)=0x—-y—xy(x—y)=0 (x—y)1 —xy) =
0Oeox—y=0ox=ycarx > 1lety > 1entraine 1 —xy < 0 en particulier 1 — xy # 0. Donc €
est antisymétrique.

y y z x

. X 5 N .-
SixEy et xEz alors > et > donc > —— d’ou xEz. £ est transitive.
1+x2 1+y2  1+y?2 1+2z2 1+x2 1+2z2

Finalement &€ est une relation d’ordre.

Soit —— > —— et alors xRy, s0it —=— > —
1+x2 — 14y? 1+y? = 1+x?

Deuxiéme méthode
Soit f:]1, +oo[— R définie par f(t) = 1;2’ f'@t) = ey < 0 donc f est décroissante sur |1, +oo]
Donc xfy & f(x) = f(y) © x <y, < est une relation d’ordre total donc £ est une relation d’ordre
total

Allez a : Exercice 16 :

et alors yRx, il s’agit d’une relation d’ordre total.

1-t2
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Correction exercice 17 :
1.

Z
= 1(:)56{1,—1,1',—1'}

Donc
z=aq,Zz=-—-a;z=lia;z=—ia
Ou
ZE {a,an,ae‘”,ae 2 }
2. z* = z* = z ~ z cette relation est réflexive.
z~2z =zt =7"> 7% = z* = 7z’ ~ z cette relation est réflexive.
~ ! 4 _ 14
(2%={z7
z ~z z4=z"*
Donc ~ est une relation d’équivalence.
3. Remarque : ~ est aussi une relation d’équivalence sur C, pas seulement sur U,,.0On rappelle que les

ik
éléments de U, sont les complexes z, = es , k € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}
Regardons la classe de 1

= z% = 7""* = 7z ~ 7' cette relation est transitive.

. ikm
1=&eung4=n:4LL—L4}=%6,kem&a%}
i_1r
Regardons la classe de e s
in in it im im . im 3im im ir  4im  7im  10im
e ={z€”u12,z4=e6}={e6,eze6,e‘”e6,e2 e6}={e6,e6,e6,e 6 }
ikm
=1e6 ,k€{1,47,10}

2im in

Regardons laclassede e’ s =es
in in i im imwo . im 3im im 2im Sim 8im 1lin
es ={ZEU12,24=e3}={e3,e263,eme3,e2 e3}={e6,e6,e6,e 6 }

ikm
= {e 6,k € {2,5,8,11}}

Et c’est fini. Il y a trois classes de 4 éléments (cela fait bien 12 éléments).
Allez a : Exercice 17 :

Correction exercice 18 :
1.
a+b<a+b
a+b=a+b:>{ ou = (a,b) < (a,b)
a+b=a+b et b<Db
Cette relation est réflexive.
{a+b<c+d ou (a+b=c+d et b<d)

{(a, b) < (c¢,d) ot
(c,d) < (a,b) ct+d<a+b ou(c+d=a+b et d<bh)
a+b<c+d a+b<c+d a+b=c+d et b<d a+b=c+d et b
= et ou et ou et ou et
c+d<a+b c+d=a+b et d<Db c+d<a+b c+d=a+b et d

Les trois premiers systémes n’ont pas de solutions donc
at+b=c+d et b<d a+b=c+d a=c
< (¢
(oo = { et @1 et @{ et & (a,b) = (c,d)
T c+td=a+b et d<b d=b d=b
Cette relation est antisymétrique.
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(a,b) < (c,d) a+b<c+d ou(a+b=c+d et b<d)
{ ) ~ ) <:>{

et
(¢,d) < (e, f) c+d<e+f ou(c+d=e+f et d<f)
at+b<c+d a+b<c+d a+b=c+d et b<d a+b=c+d et b
(:){ et ou{ et ou et ou et
c+d<e+f c+d=e+f et d<f c+d<e+f ct+d=e+f et d

>(a+b<e+flou(a+b<e+flou(a+b<e+f)ou(a+b=e+f et b<d)

at+tb<e+f
=>[ ou = (a,b) < (e,f)
at+tb=e+f et b<f
Cette relation est transitive.
Il s’agit bien d’une relation d’ordre.

00O)<KAO<SKOL=<ROSKAID=<O2)<BOH=<R1=<O2)=x<(,3)
Allez a : Exercice 18 :

Correction exercice 19 :
1. ab = ab donc (a,b)R(a,b), R est réflexive.
(a,b)R(a’,b") = ab' =a'b=a'b=ab' = (a’,b")R(a,b) donc R est symétrique.

o r_ a_b,
Si (a,b)R(a’,b") et (a’,b)R(a",b") alors {a?lf” ~ Z’f)b’ alors{ @ =7 carb#0
—_ a’b’/ — a’lbl

b’ L . . .
Donc aTb” = a''b’, on multiplie par b et on simplifie par b’ # 0, on a alors ab”’ = a''b, c’est-a-dire

(a,b)R(a",b'"), donc R est transitive.
R est une relation d’équivalence.

2. Si(a,b) € (p,q) © aq = pb, donc q divise bq et g Ap = 1 d’aprés le théoréme de Gauss q divise b,
il existe d € Z tel que b = dq, cela que I’on remplace dans aq = pb, ce qui donne aq = pdq, q # 0

donc a = dp, I’ensemble des couples de (p, q) sont les couples de la forme (dp, dq).
Allez a : Exercice 19 :

Correction exercice 20 :

_ a<a
{Z ; Z >{a=aeth<bh donc{ ou d’ou (a, b) K< (a,b), K est réflexive.
a=aetbh<b

{(a, b) < (a',b") N {a <aou(a=aeb<b)
(a',b") < (a,b) a' <aou (a' =aet b'<b)
a<a a<a a=aetb<b a=a et b<b

:'{a’<a0 {a’zaetb’sbo { b’<b_ © {a’zaetb’Sb
Y T e =@

<« est antisymétrique.

Si(a,b) < (a’,b")et(a’,b") < (a",b") alors

a<a a <a"

{ ou eti ou

a=aetb<b \ad=a"eth <b"

Sia<a'eta <a'alorsa < a' donc (a,b) < (a”,b")

Sia<a' eta'=a"etb' <b'alorsa < a" donc (a,b) < (a",b").

Sia=a'etb<b'eta <a"alorsa < a" donc (a,b) < (a”,b").

Sia=a'etb<b'eta’ =a"etb' <b"alorsa=a"eth < b donc (a,b) < (a”’,b").

Soit (ay, by) et (ay, b,) deux couples de R?.
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Sia; <a,ousia, < a,alors (a;,b;) < (az, by) ou (ay, b,) K (ay, by).
Si a; = a, alors soit b; < b, soit b, < b, donc (ay, b;) < (ay, by) ou (ay, by) K (aq,by).
La relation « est donc une relation d’ordre totale.

Allez a : Exercice 20 :

Correction exercice 21 :
AAMA =(AUA)\ (AN A)=A\ A= @ azéroélément. Donc on a ARA. R est réflexive.
Si ARB, AAB = (AU B) \ (A N B) est un ensemble fini qui a un nombre pair d’éléments.
Alors BAA=(BUA)\ (BNA) =(AUB)\ (AN B) = AAB est un ensemble fini qui a un nombre
pair
d’¢éléments. Donc R est réflexive.
Si ARB et BRC alors AAB = (AU B) \ (A N B) est un ensemble fini qui a un nombre pair d’éléments
et BAC = (BU C) \ (B n C) est un ensemble fini qui a un nombre pair d’éléments.
Comme ANB c AUB, Card((AUB)\ (AN B)) = Card(AU B) — Card(A N B)
Card(AAB) = Card(AU B) — Card(ANn B) = Card(A) + Card(B) — 2Card(ANB) = 2n
Card(BAC) = Card(BU C) — Card(B N C) = Card(B) + Card(C) — 2Card(BN C) =2m
Donc Card(A) = —Card(B) + 2Card(A N B) + 2n et Card(C) = —Card(B) + 2Card(BN C) +
2m
Donc
Card(AAC) = Card(AU C) — Card(ANC) = Card(A) + Card(C) — 2Card(A N C)
= —Card(B) + 2Card(ANB) + 2n — Card(B) + 2Card(B N C) + 2m
=2Card(ANB)+ 2n —2Card(B) + 2Card(BN C) + 2m
C’est un nombre fini et pair donc ARC, R est transitive.
Finalement R est une relation d’équivalence.
Allez a : Exercice 21 :
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