Chapitre 3

Relations Binaires
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3.1 Généralités

Définition 3.1.1. Etant donné deux ensembles E et F. Une rela-
tion de E vers F est toute assertion reliant un élément de FE a un
élément de F pouvant étre vérifiée ou non. On note une relation par
R.

L’ensemble E s’appelle ’ensemble de départ de R, F [’ensemble
d’arrivée de R.

Pour tout élément x € E et tout élément y € F vérifiant R, on
dit que x de E est en relation par R avec y, ce que [’on note xRy,
sinon on écrit x Ry.

St E=F, la relation R est dite relation binaire dans E.

Exemples 3.1.1. Voici quelques exemples simples de relations bi-
naires :

e On considére les ensembles E = {1,3,4,6,8,10,11,12,17}
F={0,2,3,4,5,6,7,8} et la relation R définie de E dans F'
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par « ... est le double de ... »

- l’élément 4 de E est le double de [’élément 2 de F' alors
4R2.

- ’élément 11 de FE n’est pas le double de l’élément 5 de F
alors 11 R5.

e P(E) l’ensemble de toutes les parties d’un ensemble E. On
définit la relation R dans P(E) par :

VA,Be€ P(FE), ARB<= ACB
VAe P(E), @ C A, alorsVA e P(E), IRA

e Soit P le plan. On définit la relation R dans P par :
Pour toutes droites (D), (A), (D)R(A) < (D)//(A)

3.1.1 Propriétés des relations binaires dans un
ensemble

Soient E un ensemble et R une relation définie dans E.

1. Réflexivité : R est dite rexive si

Ve e E, xRx

2. Symétrie : R est dite symétrique si
Ver,y € E, xRy — yRx
3. Transitivité : R est dite transitive si
Ve, y,z € E, (¢Ry) A (yRz) = 2Rz
4. Antisymétrie : R est dite antisymétrique si
Ve,y € E, (xRy) N (yRx) =z =1y

Exemples 3.1.2.

e L’égalité dans un ensemble quelconque est réflexive, symétrique et transitive.
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e L’inclusion dans P(E) est réflexive, non symétrique, antisymétrique et transitive.

e Dans R, la relation « ...<... » est réflexive, non symétrique,
antisymétrique et transitive.

e Dans le plan P, la relation « ... est paralléle... » est réflexive,
symétrique, non antisymétrique et transitive.

3.2 Relation d’équivalence

Définition 3.2.1. Soit R une relation binaire dans un ensemble
E. On dit que R est une relation d’équivalence si R est réflexive,
symétrique et transitive.

Exemples 3.2.1. On montre facilement que les relations suivantes
sont des relations d’équivalence.

e La relation d’égalité dans un ensemble quelconque est une re-
lation d’équivalence.

e Dans le plan P, la relation « ... est paralléle... » est une re-
lation d’équivalence.

Etant donnée une relation d’équivalence, on identifie les élé-
ments qui sont en relation en introduisant les classes d’équivalence.

Définition 3.2.2. Soit R une relation d’équivalence dans un en-
semble E. Pour chaque x de E, on appelle classe d’équivalence de x
le sous-ensemble de E défini par :

t={y € E, Ry}

Sty € &, on dit que y est un représentant de x. L’ensemble des
classes d’équivalence se nomme ensemble quotient de F par R et se
note E/r

Proposition 3.2.1. Soit E un ensemble et R une relation d’équi-
valence. On a les propriétés suivantes :

1. Ve,y e E, © =1y <= 2Ry
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2. Ve,ye B, x=yVarnNy=9

3. Les classes d’équivalence forment une partition de E :

E=|J&

z€E
Exemple 3.2.1. Dans R, on définit la relation R par :
Ve, y e RaRy <= 2> —1=¢y*—1
Montrer que R est une relation d’équivalence et déterminer ['en-
semble R/g .
1. R est une relation d’équivalence
a)- R est réflexive car d’apres la réflexivité de ’égalité, on a
VeeR, 2> —1=22—-1

donc
Vr € R, zRx

ce qui montre que R est une relation réflexive.

b)- R est symétrique car d’apres la symétrie de l’égalité,

on a
Ve,y e R, 2Ry <= 2> -1=9>—-1
= yPP-1=a22-1
<— yRx
donc

Ve,y € R, 2Ry < yRx
ce qui montre que R est une relation symétrique.
c)- R est transitive car on a
Vr,y,z €R, (2Ry) A (yRz) = (*—1=¢* -1 AW —1=2*-1)

= 22— 1=2%—1 car I'égalité est transitive
— 2Rz
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donc
Vr,y,z € R, (xRy) A (yRz) = (2R=2)

ce qui montre que R est une relation transitive.
De a), b) et c), on déduit que R est une relation d’équi-
valence.

2. Déterminons ’ensemble quotient R .
Soit x € R, cherchons y € R tel que yRx ?

yRr <= y*—1=2?-1
— (—z)y+z)=0
= (y=2)V(y=-1

Donc Vr € R, & = {x,—x}, par suite

R/ = {{z,—x},2 € R}

3.3 Relation d’ordre

Définition 3.3.1. Soit R une relation binaire dans un ensemble
E. On dit que R est une relation d’ordre si R est réflexive, antisy-
métrique et transitive.

Une relation d’ordre est souvent notée < ou encore <. Le couple
(E, <), ou E est un ensemble et < une relation d’ordre, est appelé
ensemble ordonné. La relation z < y A x # y est notée x < y.

Définition 3.3.2. Soit (E,<) un ensemble ordonné. La relation
< est dite relation d’ordre total si deux éléments quelconques de E
sont comparables :

Ve,ye B, (x<yVy<a)
Dans le cas contraire, 'ordre est dit partiel.
Exemples 3.3.1. Voici quelques exemples de relations d’ordre.

o La relation «...<... »usuelle sur R est une relation d’ordre
total.
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e Si E est un ensemble ayant au moins deux éléments, 'inclu-
sion dans P(E) est une relation d’ordre partiel.

e Dans R x R, on définit la relation R par
<
V(z,y), (2",y) e RX R, (z,9)R(z",y) <= ¢ A
y<y
Il est facile de montrer que R est une relation d’ordre. [’ordre

n’est pas total.
En effet, pour (x,y) = (1,2) et (2/,y') = (3,1), on a

1<3A2%1
donc

(1,2) R(3,1)
On a ausst

3LINT <2
donc

(3,1) R(1,2)

ce qui montre que [’ordre n’est pas total mais partiel.

3.4 Exercices
Exercice 3.4.1. On définit dans R*, la relation binaire R par
Ve,y € R*, 2Ry < z.y >0
1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer [’ensemble quotient RjR.

Exercice 3.4.2. Soit R la relation binaire définie dans R par :
Vo,y €R, 2Ry <= a* —2? =¢* — ¢

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
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2. Déterminer la classe d’équivalence de 0, en déduire celle de 1.

3. Déterminer la classe d’équivalence d’un élément quelconque
a€R

Exercice 3.4.3. On munit R? de la relation notée < définie par :
V(z,y), (@ y) €R?, (2,y) < (2,y) = (2 —2' 2 0Ay =)
Montrer que < est une relation d’ordre. L’ordre est-il total ?
Exercice 3.4.4. R une relation binaire définie dans N* par
Va,b € N*, aRb<= dp e N*, a =V
1. Montrer que R est une relation d’ordre dans N*.

2. L’ordre est-il total ou partiel ¢

3. Déterminer a € N* tel que (2Ra) A (3Ra).

Corrigés
Corrigé 3.4.1.

1. R est une relation d’équivalence.

a)- R est réflexive car

Vo e R*, 22 >0,

donc
Vo € R*, zRx,
ce qui montre que R est réflexive.
b)- R est symétrique car on a
Ve,y e R*, 2Ry <= x.y >0
< y.x >0 (le produit est commutatif dans R)
<— yRx,

donc
Vr,y € R*, 2Ry < yRx,

ce qui montre que R est symétrique.
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c)- R est transitive car on a

x.y >0
Va,y,z € R*, (zRy) A (yRz) <— A
y.z >0
—= 2.y%2>0
= 2.2>0 (y>>0)
— IRz,

donc
Vr,y,z € R*, (zRy) A (yRz) = 2Rz,
ce qui montre que R est transitive.

De a), b) et ¢), on déduit que R est une relation d’équivalence.

2. L’ensemble R’;R
Soit a € R*,
a={r € R,zRa},

or
TRa <— x.a > 0.

Deuzx cas se présentent :
Sia>0 alors x >0, par suite a = RY
Sia <0 alors x <0, par suite & = R*
On déduit alors

Rz = {R**,R*’}

Corrigé 3.4.2.

1. R est une relation d’équivalence.
a)- R est réflexive car par la réflexivité de ’égalité on a
Vo e Rzt — 22 = 2t — 22,

donc
Vr € R, zRx,

ce qui montre que R est réflezive.
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b)- R est symétrique car par la symétrie de l’égalité on a

Vo,y €ER, 2Ry <= 2% —22=y* -4
— oyt =gt g2
— yRx,

donc
Ve,y € R, 2Ry < yRu,

ce qui montre que R est symétrique.

c)- R est transitive car par la transitivité de ’égalité on a

ot — g =yt —y?
Va,y,z €R, (xRy) A (yRz) <= {y4—y2:z4—z2

N S R S
— 2Rz,

donc
Va,y,z € R, (zRy) A (yRz) = 2Rz,
ce qui montre que R est transitive.

De a), b) et ¢), on déduit que R est une relation d’équivalence.

0= {r € R,zR0}
On a alors

TR0 <— z*—22=0
— 2*(2*-1)=0
<— zz=0Vz=1Vaxr=-1

ce qui donne '
0=14{0,1,-1}
Comme 1 € 0 alors 1RO, par suite 0 = 1.

3. Soita € R,
a={zr € R,zRa}

rRa < x'—2?>=a"'—-d? (E)
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En posant y = 2%, on doit alors résoudre l’équation

v —y—(a*=a*) =0 (E)
avec y > 0. Le calcul du discriminant donne
A =4da*—4a®> +1= (22> — 1) > 0.

Deuz cas se présentent,
-Sia= :l:\%, on a A =0, on obtient y = L et par suite

5
a:::I:iQ.
= {5
a=<+—
V2

2 AS \/7
D’ou
- St a # i\/ii, on a A > 0. L’équation (E'") admet deux
solutions distinctes

1+VA  1-VA

9 y Y2 9

=
Pour |a| > \/Li’ |2a® — 1| = 2a® — 1. On obtient alors,

14202 1] 1— 242 — 1|
9 a =Y, Y2 9
Sia€|—o00,—1[U]1l,+00],y2 < 0. Ainsi les solutions de
(E) sont x = +a. D’ou

Y1 1-a°

a={a,—a}.

Sia € [— ,—%[U]\%,l],yg > 0. Ainsi les solutions de

x ==+a, x =+V1-—ad?

a= {a,—a,—\/l—a2,+\/1—a2}.
Pour |a| < \/Li’ |2a® — 1| = —2a* + 1. On obtient alors

142021

5 1—a?>>0, yp=0a>>0

n



58 CHAPITRE 3. RELATIONS BINAIRES

Ainsi les solutions de (E) sont
r==*V1-—a? r==a,

d’ou

a= {a,—a,—\/l —a2,+V1 —CLQ}.

Voici une méthode plus simple pour résoudre l’équation
(E).
L’équation (E') peut s’écrire

(y* —a®)(y* +a* —1) = 0.
Les solutions sont y, = a® et yo = 1 — a®. Les solutions de (E)
s’obtiennent en résolvant les deux équations x2 = y; et 2% = ys.
Pour 2 = a?, on obtient x = +a.
Pour 2? =1 — a?, deux cas se présentent :
Sia€]—o0,—1[U]l,+c], 1 —a*<0.
Les solutions de (E) sont alors x = +a. Ainsi,

a={+a,—a}.
Siae[-1,1], 1 —a® > 0. Les solutions de (E) sont alors
xr==a,xr =+tV1—ad’

Ainsi,

a= {—i—a,—a,—i-\/l —a?,—V1 —az}.
Corrigé 3.4.3.
V(z,y), () € R%, (2,y) < (¢,y) <= (x = 2" 2)0A (y = ¢/)
1. La relation < est une relation d’ordre.
a)- La relation < est réflexive car on a
V(z,y) €R? (x—2>0Ay=y)

donc
V(z,y) e R?, (z,y) < (z,y)

ce qui montre que < est réflexive.
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b)- La relation < est antisymétrique car on a
V(z,y), (2", y) € R?,

(2,9) < @) A (@) < (2,y)) = {iﬁ_ﬁ;;gﬁgii

= x—2=0Ay=1
= (z,y) =(y)

donc

V(z,y), (@) € R, ((z,y) < (@ ¥ y) < (2,9) = (2,9) = (&9

ce qui montre que < est antisymetrique.

c)- La relation < est transitive car on a
V(z,y), (@), («",y") € R?,

((z,y) < (@,y) A2 y) < (2", y")

=" >0Ny =y
x”>0/\y—y

(z,y) < (z",y")

— > —
{xxO/\yy
— T —

—

donc

Y(@,y), (2,), (2", y") € R%, ((z,y) < (@, y)A(@"y) < (2",y")) = (2,9) <

ce qui montre que < est transitive.
De a), b) et ¢), on déduit que < est une relation d’ordre.

2. La relation < est une relation d’ordre partiel dans R? car pour
(2.9) = (5,4) et (z',5/) = (3,2) on a
5—3>0A4#2 alors (5,4) £ (3,2)
on a aussi 3—5 2 0AN2#4 alors(3,2) £ (5,4).
ce qui montre que [’ordre n’est pas total mais partiel.

Corrigé 3.4.4.
Va,b € N*, aRb<= dp € N*, a =

1. La relation R est une relation d’ordre.

(s
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a)- La relation R est réflexive car on a

Va € N*, a =a'
donc
Va € N*, aRa
ce qui montre que R est réflexive.
b)- La relation R est antisymétrique car on a Va,b € N*
(aRb) A (VRa) { 37; 5 Ezz o

= a=a"
=— Ilna=pqlna
— Ina(l —pq)=0
sia=1 alorsb=al=1=a
sia#1 alorslna #0 puispg=1. Orp,q € N* donc
p=q=1 par suite a =b. donc
Va,b € N*, (aRb) A (bRa) = a =10

ce qui montre que R est antisymetrique.

c)- La relation R est transitive car on a

Va,b,c € N¥,
dIpeN a=10
(aRb) A (DRe) <= { JyEN b=
= a=c"M pgecN*
= aRc

donc
Va,b,c € N*, (aRb) A (bRc) = aRe

ce qui montre que R est transitive.
De a), b) et c), on déduit que R est une relation d’ordre.

2. La relation 'R est une relation d’ordre partiel dans N* car pour
a=2etb=3
Ap € N*,2 =3P alors 2 R3
et Aq € N*,3 =27 alors 3 /R2 ce qui montre que l’ordre n’est
pas total mais partiel.
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3. Déterminer a € N* tel que (2Ra) A (3Ra).

dpe N, 2=a”

(2Ra) A (3Ra) <= { 2 €N, 3= gt

donc a divise 2 et 3. Or 2 et 3 sont premiers entre eux, ainsi
a=1. On obtient alors 2=1=3 ce qui est absurde.
On déduit

Aa € N*, (2Ra) A (3Ra)
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