Correction de I’exercice 1 A
Remarquons d’abord que pour z € C, zZ = |z|* est un nombre réel, ce qui fait qu’en multipliant le dénominateur
par son conjugué nous obtenons un nombre réel.

346 _ (3+6)(3+4i) _9-24+12i+18i _ —15+300 _ 3 6,

3—4i  (3—-4i)(3+4i) 9+16 25 5
Calculons
L+i  (I4i)(2+i)  143i
2—i 5 5
et
1+i\>  [1+43i\*> -8+6i 8.6,
= = = —_—— —1.
2—i 5 25 25 25
Donc
1+i\* 3+6i 8 L 6,36 _ 23 36
2—i) "3-4 2525 5'5 25 25"
Soit z = @ . Calculons z 4+ Z, nous savons déja que c’est un nombre réel, plus précisément : z = —3 —|— 21 et
donc z +z = —3
Correction de I’exercice 2 A
1. z; =26'3 =2(cos§ +isin%) :2( +i%5 ) = 1+iV3.
2. 20 =73e" ’8—3>cos§—3zsm8—3v2+ ”227‘5.
Il nous reste a expliquer comment nous avons calculé cos% et sin% g 1 posons 6 = % alors 29 =Zet
donc cos(20) ‘[ = sin(26). Mais cos(20) = 2cos?6 — 1. Donc cos?§ = <2 9> =1(2+V2).
Et ensuite sin”@ = 1 —cos? 0 = }L(Z —+/2).Comme 0 < 9 =12 < J.cosO et s1n9 sont des nombres

positifs. Donc

T 1 . T 1
Z=24/2+2 Z=_y\/2-V2.
cos8 > NOE sm8 5 V2

Correction de ’exercice 3 A

Nous avons
V6 —1/2i V3 i T
- YT _ |l == :ﬁ(cos——zsm ) V2e 'S,
2 ( 2 2 6
puis
T
v=1—i=12¢"'%.
Il ne reste plus qu’a calculer le quotient :
w_ V2T izt _ g
v Vel
Correction de I’exercice 4 A
D’apres la formule de Moivre pour e/* nous avons :
eei”‘ _ ecos(x+isinoc _ ecosaeisin(x‘

Or €% > () donc I’écriture précédente est bien de la forme “module-argument”.



De facon générale pour calculer un somme du type e + ¢ il est souvent utile de factoriser par e’ ‘" En effet

jutv

. . cu—v _su—v
elu+elV:elz(elz+elz>

utv u—
=é' 2 2cos
2
—V jutv
= 2cos e,
2

Ce qui est proche de I’écriture en coordonées polaires.
Pour le cas qui nous concerne :

; ; 30 [ _io i0 0 e
7= 4640 = ¢ [e 2+ez}:2cos§e2.

Attention le module dans une décomposion en forme polaire doit étre positif! Donc si Cosg > 0 alors 2cosg
est le module de z et 30/2 est son argument; par contre si cos% < 0 le module est 2| cosg] et I’argument
30/2+ & (le +m compense le changement de signe car ¢ = —1).

Correction de I’exercice 5 A
Racines carrées. Soit z = a + ib un nombre complexe avec a,b € R; nous cherchons les complexes @ € C tels
que @? = z. Ecrivons @ = o + if3. Nous raisonnons par équivalence :

0’ =z (a+iB)? =a+ib
s o?—p*+2iaf =a+ib

Soit en identifiant les parties réelles entre elles ainsi que les parties imaginaires :

Sans changer 1’équivalence nous rajoutons la condition |@|* = |z].

o+ B? =Var+ 12
Sat-p%=a
208 =b

Par somme et différence des deux premieres lignes :

2
o ‘32 _ fa+\/2a2+b2
28 =b

_ a+Va*+b?
o= £/ 5

& ﬁZ:I: —a+\/2a2+b2

L af} est du méme signe que b

[OCZ_avLivabrb2

Cela donne deux couples (a, B) de solutions et donc deux racines carrées (opposées) @ = a +if} de z.



En pratique on répéte facilement ce raisonnement, par exemple pour z = 8 — 6i,
0’ =zs (a+iB)* =8—6i
& o — B>+ 2iaf =8—6i
o> —B%2=38
o B
{20:[3 =-6
a’+B% = /8 +(—6)2 =10 le module de z

Sat-p2=8

203 =—6
202 =18
Sepr=1
203 =—6
a=+V/9=43
&4 ==l
o et B de signes opposés
a=3etB=-1
& < ou
o=-3etf=+I

Lesracinesde z=8 —6isontdonc @ =3 —ietwn = —w = —3+1i.
Pour les autres :

— Les racines carrées de 1 sont : +1 et —1.

— Les racines carrées de i sont : %(1 +i) et —%(1 +1i).

— Les racines carrées de 3+4isont:2+4iet —2 —1i.

— Les racines carrées de 7+ 24i sont : 4+ 3i et —4 — 3i.

€grrection de I’exercice 6 A

thode usuelle nous calculons les racines carrées @, — de z = &, nous obtenons

[\

V241 [V2-1
w = +l 9
272 232

qui peut aussi s’ écrire :

1\/2+ﬁ+%\/2—ﬂ.

Mais nous remarquons que z s’écrit également

P
et ¢'s vérifie

. . i T . ) i T . . P
Cela signifie que e's est une ragife carrée de z, donc e's = cos g +isin § est éga ou —®. Comme cos g >0

i . . . Py . . .
alors '8 = m et donc entification des parties réelles et imaginaires :

T 1
o \24V2 et
cos8 5 +V2 e
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Correction de ’exercice 6

Equations du second degré. La méthode génerale pour résoudre les équations du second degré az> + bz+c =0
(avec a,b,c € C et a # 0) est la suivante : soit A = b* — 4ac le discriminant complexe et & une racine carrée de
A (8% = A) alors les solutions sont :

—b+0 " _—b—6
2a 2= 2a

il =

Dans le cas ou les coefficients sont réels, on retrouve la méthode bien connue. Le seul travail dans le cas
complexe est de calculer une racine 6 de A.
Exemple : pour Z2—\V3z—i= 0, A = 3 4 4i, dont une racine carrée est & = 2 + i, les solutions sont donc :

V3-2-i
=

_ V342+i
B )

21 véy)

Les solutions des autres équations sont :
— L’équation z*> +z+ 1 = 0 a pour solutions : —%(—l +iv3), (-1 - iv3).
— L’équation z2 — (1 +2i)z+i—1 =0 a pour solutions : 1 +1, i.
— L’équation 7> — \/3z—i = 0 a pour solutions : 3(2—+/3+1i), (=2 —+/3—i)

Correction de ’exercice?7

z|" = 1 et donc |z| = 1. Ecrivons z = €. L’équation

Calcul de racine n-ieme. Soit z € C tel que 7" = 1, déja

devient ot
: T
"= =19n0=0+2kn, k€cZ=0=""_kecZ.
n

Les solution sont donc

fz{e%,kEZ}.

Comme le polyndme 7" — 1 est de degré n il a au plus n racines. Nous choisissons pour représentants :

Zi - rd . Y
De plus si € = e alors . = {Ek, k=000 = l} . Ces racines sont les sommets d’un polygone régulier a n
cOtés inscrit dans le cercle unité.
Soit P(z) = ):Z;(% z¥ = == pour z # 1. Donc quelque soit z € .#\ {1} P(z) = 0, nous avons ainsi trouver n — 1

racines pour P de degréln~— 1, donc I’ensemble des racines de P est exactement . \ {1}.

Pour conclure soit Q,(z) = Y.7—, €.

Si p=0+¢n, £ € Zalors e = gkr = (e")¥ = 1¥ = 1. Donc Q,(z) = X4y 1 =n. I—(e?)" 1—(e"" 1-1
Sinon Q) (z) est la somme d’une suite géométrique de raison €7 : Op(z) = {—gf = 1ogp = 1—gp




Correction de ’exercice 8

1. Les trois racines cubiques ont méme module /2, et leurs arguments sont —7/12, 77/12 et 57 /4. Des
valeurs approchées sont 1,36603 — 0,36603i, —0,36603 + 1,36603i et —1 —i.

2. —1-2i, (—1—-2i)jet (—1—2i);2 ob j = =143 (racine cubique de 1).






