
Correction de l’exercice 1 N
Remarquons d’abord que pour z ∈C, zz = |z|2 est un nombre réel, ce qui fait qu’en multipliant le dénominateur
par son conjugué nous obtenons un nombre réel.

3+6i
3−4i

=
(3+6i)(3+4i)
(3−4i)(3+4i)

=
9−24+12i+18i

9+16
=
−15+30i

25
=−3

5
+

6
5

i.

Calculons
1+ i
2− i

=
(1+ i)(2+ i)

5
=

1+3i
5

,

et (
1+ i
2− i

)2

=

(
1+3i

5

)2

=
−8+6i

25
=− 8

25
+

6
25

i.

Donc (
1+ i
2− i

)2

+
3+6i
3−4i

=− 8
25

+
6
25

i− 3
5
+

6
5

i =−23
25

+
36
25

i.

Soit z = 2+5i
1−i . Calculons z+ z, nous savons déjà que c’est un nombre réel, plus précisément : z = −3

2 +
7
2 i et

donc z+ z =−3.

Correction de l’exercice 2 N

1. z1 = 2ei π

3 = 2(cos π

3 + isin π

3 ) = 2(1
2 + i

√
3

2 ) = 1+ i
√

3.

2. z2 = 3e−i π

8 = 3cos π

8 −3isin π

8 = 3
√

2+
√

2
2 − 3i

√
2−
√

2
2 .

Il nous reste à expliquer comment nous avons calculé cos π

8 et sin π

8 : posons θ = π

8 , alors 2θ = π

4 et

donc cos(2θ) =
√

2
2 = sin(2θ). Mais cos(2θ) = 2cos2 θ − 1. Donc cos2 θ = cos(2θ)+1

2 = 1
4(2+

√
2).

Et ensuite sin2
θ = 1− cos2 θ = 1

4(2−
√

2). Comme 0 6 θ = π

8 6
π

2 , cosθ et sinθ sont des nombres
positifs. Donc

cos
π

8
=

1
2

√
2+
√

2 , sin
π

8
=

1
2

√
2−
√

2.

Correction de l’exercice 3 N
Nous avons

u =

√
6−
√

2i
2

=
√

2

(√
3

2
− i

2

)
=
√

2
(

cos
π

6
− isin

π

6

)
=
√

2e−i π

6 .

puis
v = 1− i =

√
2e−i π

4 .

Il ne reste plus qu’à calculer le quotient :

u
v
=

√
2e−i π

6
√

2e−i π

4
= e−i π

6 +i π

4 = ei π

12 .

Correction de l’exercice 4 N
D’après la formule de Moivre pour eiα nous avons :

eeiα
= ecosα+isinα = ecosαeisinα .

Or ecosα > 0 donc l’écriture précédente est bien de la forme “module-argument”.
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De façon générale pour calculer un somme du type eiu + eiv il est souvent utile de factoriser par ei u+v
2 . En effet

eiu + eiv = ei u+v
2

(
ei u−v

2 + e−i u−v
2

)
= ei u+v

2 2cos
u− v

2

= 2cos
u− v

2
ei u+v

2 .

Ce qui est proche de l’écriture en coordonées polaires.
Pour le cas qui nous concerne :

z = eiθ + e2iθ = e
3iθ
2

[
e−

iθ
2 + e

iθ
2

]
= 2cos

θ

2
e

3iθ
2 .

Attention le module dans une décomposion en forme polaire doit être positif ! Donc si cos θ

2 > 0 alors 2cos θ

2
est le module de z et 3θ/2 est son argument ; par contre si cos θ

2 < 0 le module est 2|cos θ

2 | et l’argument
3θ/2+π (le +π compense le changement de signe car eiπ =−1).

Correction de l’exercice 5 N
Racines carrées. Soit z = a+ ib un nombre complexe avec a,b ∈R ; nous cherchons les complexes ω ∈C tels
que ω2 = z. Écrivons ω = α + iβ . Nous raisonnons par équivalence :

ω
2 = z⇔ (α + iβ )2 = a+ ib

⇔ α
2−β

2 +2iαβ = a+ ib

Soit en identifiant les parties réelles entre elles ainsi que les parties imaginaires :

⇔

{
α2−β 2 = a
2αβ = b

Sans changer l’équivalence nous rajoutons la condition |ω|2 = |z|.

⇔


α2 +β 2 =

√
a2 +b2

α2−β 2 = a
2αβ = b

Par somme et différence des deux premières lignes :

⇔


α2 = a+

√
a2+b2

2

β 2 = −a+
√

a2+b2

2

2αβ = b

⇔


α =±

√
a+
√

a2+b2

2

β =±
√
−a+

√
a2+b2

2

αβ est du même signe que b

Cela donne deux couples (α,β ) de solutions et donc deux racines carrées (opposées) ω = α + iβ de z.
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En pratique on répète facilement ce raisonnement, par exemple pour z = 8−6i,

ω
2 = z⇔ (α + iβ )2 = 8−6i

⇔ α
2−β

2 +2iαβ = 8−6i

⇔

{
α2−β 2 = 8
2αβ =−6

⇔


α2 +β 2 =

√
82 +(−6)2 = 10 le module de z

α2−β 2 = 8
2αβ =−6

⇔


2α2 = 18
β 2 = 1
2αβ =−6

⇔


α =±

√
9 =±3

β =±1
α et β de signes opposés

⇔


α = 3 et β =−1

ou
α =−3 et β =+1

Les racines de z = 8−6i sont donc ω1 = 3− i et ω2 =−ω1 =−3+ i.
Pour les autres :

— Les racines carrées de 1 sont : +1 et −1.
— Les racines carrées de i sont :

√
2

2 (1+ i) et −
√

2
2 (1+ i).

— Les racines carrées de 3+4i sont : 2+ i et −2− i.
— Les racines carrées de 7+24i sont : 4+3i et −4−3i.

Correction de l’exercice 6 N
Par la méthode usuelle nous calculons les racines carrées ω,−ω de z = 1+i√

2
, nous obtenons

ω =

√√
2+1

2
√

2
+ i

√√
2−1

2
√

2
,

qui peut aussi s’écrire :

ω =
1
2

√
2+
√

2+ i
1
2

√
2−
√

2.

Mais nous remarquons que z s’écrit également
z = ei π

4

et ei π

8 vérifie (
ei π

8

)2
= e

2iπ
8 = ei π

4 .

Cela signifie que ei π

8 est une racine carrée de z, donc ei π

8 = cos π

8 + isin π

8 est égal à ω ou−ω . Comme cos π

8 > 0
alors ei π

8 = ω et donc par identification des parties réelles et imaginaires :

cos
π

8
=

1
2

√
2+
√

2 et sin
π

8
=

1
2

√
2−
√

2.
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