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Objectifs

Les objectifs de ce cour se résumes en particulier au points suivant

La préparation pour le cour des primitives
Consolider les connaissance sur les fonctions
Etudier de nouvelle forme in déterminer

Connaitre de nouveaux théorémes pour le calcul des dérivées
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Introduction

Ce cour est indésponsable dans toute discipline de la premiere année L1 des sciences technique. Il constitue un
achévement du cour d'analyse vue au lycée, comme il est une étape indispensable pour entamer des cour d'analyse
avancées en particulier le calcul intégrale. Le calcul des limites a l'infini et aux points particulier est la premiere
partie de ce chapitre pour arriver au calcul de dérivées et les différents théoremes qui font le lien entre le calcul de

limites et dérivées.
Pour entamer ce cour, nous aurons besoin

- Lecalcul dans R
- Calcul de limites des fonctions élémentaires

- les propriétés des fonctions exponentielles

(a) Archiméde de Syracuse (287-(b) Madhava de Sangamagrama (c) Karl Theodor Wilhelm
212 av 1.C.), mathématicien grec, (1350-1425), un mathématicien in- Weierstrass (1815-1897), mathé-
a introduit une méthode de limite dien, fut le premier 4 effectuer le maticien allemand, fut le premier
pour des problemes de géométrie.  passage a la limite (sur des fonc- a formuler une définition de la
tions trigonométriques). limite avec les = et § qu’on utilise

encore de nos jours.

Quelques mathématiciens célébres liés aux limites de fonctions.
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Chapitre 3 : Les fonctions a variables réelles

Chapitre 3 : Les
fonctions a variables
réelles

1. Limites d'une fonction

Afin de faire une étude plus compleéte d'une application, nous avons besoin de connaitre son comportement en
des points particuliers et la plupart du temps aux bornes de son domaine de définition. Nous allons faire la
différence entre les limites en un point, et les limites en 1'infini. Puis nous verrons quelques propriétés sur les

limites.

1.1. Opérations algébriques sur les limites

f(x) [0 +o0 -0 0 0 [
o(x) 170 T oo 0 i 0
frox) | I o0 FID 0 I I
To® | U To0 -0 0 0 0
e | FID FID FID 0 %
1.2. Propriétés €lémentaires
Propositionl :

soient fet £ deux fonctions définies au voisinage de dtelles que : lim f(x) =0et £ est bornée au voisinage
a—0

de a alors

lim f(x).g(x) =0

4 Exemple

limx.sin— =0,
x—a X

f)=x  g(x)=sin_
X
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Formes indéterminées
Proposition2 :

soient f, g, et Atrois fonctions définies au voisinage de d telles que

Jf(x) < g(x) < h(x).

Si lim f(x) = lim A(x) = [ alors lim glx) = l.
1.3. Formes indéterminées

On a les formes indéterminées suivantes :
©0 o N0 0
+00—00, QX o00,00X 00, —,—,1%° 0", 00",
00

0

A Remarque

Les formes 1°°, 0° 5 00? ramene 2 1a forme 0 X o0

Proposition3 :

Soient fet g deux fonction définies au voisinage de d. supposons que
f(x) # letlim f(x) =1 limg(x) =1
X—a X—a
Alors lim f(x)5™® = 1 se présente sous la forme indéterminée si :
X—a

lim(f(x) — 1)¥9 = lalors lim f(x)5® = ¢!

& Exemple
1
Calculer lim (1 + x) X
x—0*
en éffet

f)=0+x), gl = i lim f(x) =1, lim g(x) = co = lim (f(x) - D.g(x) = 1

1
alors liI{)1+(l +x)X = ¢
2. Continuité

Jusqu'a présent nous ne nous sommes pas posés de questions a propos de la continuité de fonctions.
Intuitivement, une fonction continue, est a nos yeux une fonction dont le graphe est en un “seul morceau”, ”
sans coupure”. c'est ce qui semble le cas pour toutes les fonctions usuelles vues dans le chapitre précédent,
sauf peut-étre la fonction partie entiere, et les fonctions inverses et homographiques. Voyons dans ce chapitre
comment formaliser mathématiquement la notion de continuité. Un peu comme nous l'avons fait pour définir

la notion de limite de fonctions.



Continuité en un point

Dans tout ce chapitre, nous considérons I comme un intervalle de R non vide, non réduit 2 un point, et nous

considérons a comme un point de/.
2.1. Continuité en un point

/* Définition

- Ondit que f est continue en un pointa € I'si:lim f(x) = f(a).
X—a
- Ondit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.
- Onnote C(I; R)ouC 0 (I; R) l'ensemble des fonctions continues sur I a valeurs dans R.

/* Définition

On dit que f est continue & droite en pointa € I si lim+ f(x) = f(a)
X—a

On dit que f est continue & gauche en pointd € I si 1lim f(x) = f(a)
x—a-

4~ Exemple

Les fonctions suivantes sont continues :

e la fonction racine carrée © — /x sur [0, +00

les fonctions sin et cos sur R,

e la fonction valeur absolue x — |r| sur R,

e la fonction exp sur R,
e la fonction In sur |0, +o00l.
4~ Exemple
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Prolongement par continuité :

f:R—R
2r+1 s x>1
T— 3 s1 o x=1
dr+5 s ox <l
On a
Eﬁ flz)=3=f(1) et Eﬁ flz) =94 f(1) Dans ce cas on dit que f n'admet pas une limite
> <
en 1.

f est continue a droite en | mais n'est pas ontinue a gauche en 1.

done f n'est pas ontinue en 1

2.2. Prolongement par continuité :

Soit / un intervalle,@ un point de [ et f : I \ {xo} — R une fonction.
On dit quef est prolongeable par continuité enX sif admet une limite finie en X.

Notons alors lim f(x) =1

X—X0

On définit alors la fonction f : I — R en posant pour tout X € I:

7: f(x) si x# X

[ SIX  # Xo

Alors f est continue en X et on l'appelle le prolongement par continuité def en X.

4~ Exemple
f(x) = xlnxetlirr(l)f(x) =0

alors on peut prolonger f par f continuité en par la fonction tel que

?_ f(x) st x>0
o six #0



Dérivée en un point

3. Dérivabilité
3.1. Dérivée en un point

/* Définition

Soit] un intervalle ouvert de R et f : I — Rune fonction. Soita € I.

o . . J&) - fla) o
[ est dérivable en @ si le taux d'accroissement —————— a une limite finie lorsque X tend vers d.
X—a
La limite s'appelle alors le nombre dérivé de f en d et est noté f’(a). Ainsi
. X)—Jua
@) = lim L =@
x—a xXxX—a

/7 Remarque : Autre écriture de la dérivée

fla+h) - fla)

f est dérivable en @si et seulement si lim existe et est finie.

h—0 h

/* Définition

f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point Xo € 1.

df

La fonction X f’(x) est la fonction dérivée de f, elle se note f” ou d_
X

& Complément : Interprétation graphique

- =
Soit C ¢ la courbe représentative de dans un repere orthonormé (O ; i , .
f p P

Si f est dérivable en @ alors C f admet au point d'abscisse @ une tangente de pente f’(a). I'équation de la
tangente est

(T) :y=fla)x—a)+ f(a)
3.2. Opérations sur les dérivées

Proposition

Soientf, g : I — R deux fonctions dérivables sur/. Alors pour tout X € 1.

(f+8)x)=f"(x0)+gx

(Af) (x) = Af"(x). ouA est un réel fixé

(f-8)(x) = f/(x)g(x) + g"(x) f(x).
1, ._ f®

F="10

f S g — g () f(x)

(E)l(x) = gz(x) sig(x) #0

si f(x)#0




Dérivée d'une fonction composée

3.3. Dérivée de fonctions usuelles

U représente une fonction X > u(X)

3.4. Dérivée d'une fonction composée

Proposition

Si f est dérivable en X et g est dérivable en f(Xx()alors g © f est dérivable enx( de dérivée :

(8 0 f) (x0) = &'(f(x0)).f"(x0)

On a les dérivées suivantes

Fonction Dérivée
U n U Ut
] L'”
v g
{.-"r L'Jr
2NU
exp U UexplV
Inl/ £
blr
cos U/ —U"sin U
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Test d'auto évaluation

& Exemple

voire http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00013.pdf ™

& Complément : Dérivée de la fonction réciproque

Soit Jest un intervalle et soit f : I — June fonction bijective et dérivable sur /

Si f ne s'annule pas sur [ alors f~ lest dérivable sur et on a
1

—1\7 _
A )

i Exemple
J il 4eo[—=] =15 +00]

f(x)=xlnx—x

comme f est bijective et f_] (0)=0ona

-1y, — —
(7)) = 70) " e

v Rappel : Dérivées successives

Soit _fune fonction dérivable sur un intervalle /de \mathbb{R }et soit f” sa dérivée.

Si f’est dérivable sur I on note f”’ = (f”)la dérivée seconde de f.Si f"’est dérivable sur Jon note
=y,

Si f est 1 fois dérivable sur I on note la dérivée d'ordre npar f" avec 1 € <, et f(o) = f.

“ Meéthode : Régle de I'Hopital

Regle de 1'H6pital*** :Supposons fetg deux fonctions dérivables sur |a, b[ avec glx) # OVx €la, bl.

fx) 0 oo f _ ffx ")

Si lim —— = —ou—alors lim = = =
—x g(x) 0 oo xoxg(x)  gx) g7(x)
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Test d'auto évaluation

3.5. Test d'auto évaluation

Exercice [solution n°1 p.13]

. cosx+1 1
m— = —
x—0 x2 2

O vrai
O faux

Exercice [solution n°2 p.13]

1

lim(1 + 2x)x = 2

O vrai

O faux
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Solutions des exercices

Solutions des exercices

> Solution n°1 Exercice p. 12

. cosx+1 1
im = —
x—0 x?2 2

O vrai

©® faux

> Solution n°2 Exercice p. 12

1

lim(1 + 20)x = 2
® vrai

O faux
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Glossaire

Glossaire

Guillaume Frangois Antoine, marquis de L'Hopital

Guillaume Frangois Antoine de L'Hdpital, parfois orthographié de L'Hospital, marquis, est un mathématicien
frangais. Il est connu pour la régle qui porte son nom : la régle de L'Hopital, qui permet de calculer la valeur
d'une limite pour une fraction ol le numérateur et le dénominateur tendent tous deux vers zéro. Wikipédia
Date et lieu de naissance : 1661, Paris, France

Date et lieu de déces : 2 février 1704, Paris, France

Renommé pour : Travaux sur le calcul différentiel

Connu pour : Calcul infinitésimal, Differential geometry of curves, Regle de L'Hopital

Conseiller pédagogique : Jean Bernoulli
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