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a. نظریة القیم المتوسطة :(théorème des valeurs intermédiaires) 

 .  𝐼معرفة و مستمرة على مجال  𝑓لتكن الدالة 

;𝐼  [(𝑎عددین حقیقین من  𝑎 𝑒𝑡 𝑏لدینا  𝑏) ∈ 𝐼] 

محصور بین  𝑐یوجد على الاقل عدد حقیقي   𝑓(𝑎) 𝑒𝑡 𝑓(𝑏),محصور بین  𝑘من اجل كل عدد حقیقي  

(𝑎 𝑒𝑡 𝑏)  (𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏)  بحیث : 𝑓(𝑐) = 𝑘 

b. نضریة رول :(théorème de rolle) 

𝑓  دالة معرفة  على مجال[𝑎; 𝑏]  من𝑓: [𝑎; 𝑏] → ℝ ∶ ([𝑎; 𝑏] ⊂ ℝ) ℝ . 

 : تحقق الشروط التالیة 

• 𝑓  مستمرة على المجال. [𝑎; 𝑏] 

• 𝑓  قابلة الاشتقاق على المجال. ]𝑎; 𝑏[ 

• .𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)  

; اذن یوجد على الاقل عدد حقیقي  𝑐  . 𝑐 ∈ ]𝑎; 𝑏[ بحیث : 

𝑐 ∈ ]𝑎; 𝑏[   ⇒  𝑓′(𝑐) = 0 

 : برھان

 : مثال

 : في الحالة التالیة 𝑐ادرس وحدانیة 

𝑓(𝑥) = |𝑥2 − 3𝑥|         𝑥 ∈ [0; 3] 

;0]مستمرة وقابلة لاشتقاق على المجال  𝑓الدالة  3] 

𝑓(0) = 𝑓(3) = 0 

 : اذن یمكننا تطبیق نضریة رول وعلیھ

∃𝑐 ∈ ]0; 3[    𝑓′(𝑐) = 0 

𝑓′(𝑥) = −2𝑥 + 3 

𝑓′(𝑐) = 0 ⇔ −2𝑐 + 3 = 0 ⇔ −2𝑐 = −3 ⇔ 𝑐 =
3
2 

𝑐  : بما ان = 2
3

 ∈ [0; 3]   

 𝑐وعلیھ اثبتنا وحدانیة القیمة 

 :1 ملاحضة

 𝑐نضریة رول لا تثبت وحدانیة القیمة 
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 : مثال

 : طبق نضریة رول على الدالة التالیة

𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥2 − 4)      𝑥 ∈ [−2; 2] 

 

;2−]مستمرة وقابلة لاشتقاق على المجال  𝑓الدالة  2] 

𝑓(−2) = 𝑓(2) = 0 

 : اذن یمكننا تطبیق نضریة رول وعلیھ

∃𝑐 ∈ ]−2; 2[    𝑓′(𝑐) = 0 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 4 

𝑓′(𝑐) = 0 ⇔ 3𝑐2 − 4 = 0 ⇔ 3𝑐2 = 4 ⇔ 𝑐2 =
3
4 

𝑐1 = √3
2   ∈ [−2; 2]

𝑐2 = −√3
2  ∈ [−2; 2]

 

 التي من اجلھما تنعدم المشتقة . 𝑐و علیھ یوجد قیمتین ل 

 2 : ملاحضة

 شروط نضریة رول كافیة وغیر لازمة.

 : مثال

 : المعرفة كما یلي 𝑓الدالة 

𝑓(𝑥) = 𝑥3      ∀𝑥 ∈ [−1; 1] 

;1−]مستمرة على المجال  𝑓نلاحض ان الدالة  ;1−[وقابلة للاشتقاق على المجال  [1  1[ 

 : لدینا

𝑓′(0) = 0  0 ∈ [−1; 1] 

 : و لكن

𝑓(1) = 1 ≠ 𝑓(−1) = −1 

c. نضریة التزایدات المنتھیة : (théorème des accroissements finis) 

𝑓  دالة معرفة  على مجال�𝑎 ;𝑏�  من: ��𝑎 ;𝑏� ⊂ ℝ� ℝ  𝑓: [𝑎; 𝑏] → ℝ 

 : تحقق الشروط التالیة

• 𝑓  مستمرة على المجال. [𝑎; 𝑏] 
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• 𝑓  قابلة الاشتقاق على المجال. ]𝑎; 𝑏[ 

; اذن یوجد عدد حقیقي  𝑐  . 𝑐 ∈ ]𝑎; 𝑏[ بحیث : 

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) = (𝑏 − 𝑎)𝑓′(𝑐) 

 : مبرھنة

;𝑎]المعرفة على المجال  φ(𝑥)نعتبر الدالة  𝑏] بالعلاقة : 

𝜑𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) −
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
(𝑥) 

• φ مستمرة على المجال. [𝑎; 𝑏]  لان   مستمرة 

• 𝜑𝜑  قابلة الاشتقاق على المجال. ]𝑎; 𝑏[  لان𝑓 مستمرة 

 : وتحقق الشرط •

• 
𝜑(𝑎)=𝑓(𝑎)−𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
(𝑎)=𝑏𝑓(𝑎)−𝑎𝑓(𝑎)−𝑎𝑓(𝑏)+𝑎𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎 =𝑏𝑓(𝑎)−𝑎𝑓(𝑏)
𝑏−𝑎

𝜑(𝑏)=𝑓(𝑏)−𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)
𝑏−𝑎

(𝑏)=𝑏𝑓(𝑏)−𝑎𝑓(𝑏)−𝑏𝑓(𝑏)+𝑏𝑓(𝑏)
𝑏−𝑎 =𝑏𝑓(𝑎)−𝑎𝑓(𝑏)

𝑏−𝑎
𝜑(𝑎)=𝜑(𝑏)

 

 : ومنھ 𝜑𝜑اذن شروط رول محققة على الدالة  •

∃𝑐 ∈ ]𝑎; 𝑏[   ∶  𝜑𝜑′(𝑐) = 0 

 : اذن

𝜑𝜑
′
(𝑥) = �𝑓(𝑥)−

𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)
𝑏 − 𝑎

(𝑥)�
′

= 𝑓′(𝑥)−  �
𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
(𝑥)�

′

= 𝑓′(𝑥)−
𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎  

𝜑𝜑
′
(𝑐) = 𝑓′(𝑐)−

𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)
𝑏 − 𝑎 = 0 

𝑓′(𝑐) =
𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎  

 : تطبیق

,𝛼𝛼,𝛽�   : لیكن 𝛿� ∈ ℝ 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝛼𝛼 ≠ 0 

 𝑓  دالة معرفة على مجال[𝑎; 𝑏] كما یلي : 

𝑓(𝑥) = 𝛼𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥 + 𝛿 

 𝑓طبق نضریة التزایدات المنتھیة على الدالة 

 : الحل
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;𝑎]اذن فھا مستمرة على  ℝدالة مستمرة على  𝑓الدالة  𝑏]  

;𝑎]اذن فھا للاشتقاق على  ℝدالة قابلة للاشتقاق على  𝑓الدالة  𝑏]  

 : التزایدات المنتھیةومنھ حسب نضریة 

∃𝑐 ∈ ]𝑎; 𝑏[  ;  𝑓′(𝑐) =
𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎  

𝑛اذن المشتقة من الرتبة  =  : لدالة ھي  1

𝑓′(𝑥) = 2𝛼𝛼𝑥 + 𝛽
𝑓′(𝑐) = 2𝛼𝛼𝑐 + 𝛽

𝑓(𝑏) = 𝛼𝛼𝑏2 + 𝛽𝑏 + 𝛿
𝑓(𝑎) = 𝛼𝛼𝑎2 + 𝛽𝑎 + 𝛿

 

2𝛼𝛼𝑐 + 𝛽 =
𝛼𝛼𝑏2 + 𝛽𝑏 + 𝛿 − 𝛼𝛼𝑎2 − 𝛽𝑎 − 𝛿

𝑏 − 𝑎 =
𝛼𝛼(𝑏2 − 𝑎2) + 𝛽(𝑏 − 𝑎)

𝑏 − 𝑎
= 𝛼𝛼(𝑏 − 𝑎) + 𝛽 

2𝛼𝛼𝑐 + 𝛽 = 𝛼𝛼(𝑏 − 𝑎) + 𝛽

𝑐 = 𝑏 + 𝑎
2

 

d. متباینة التزیدات المنتھیة :(théorème inégalités des accroissements finis) 

 : تعریف

𝐼اي  ℝمن  𝐼قابلة لاشتقاق على مجال مفتوح  𝑓لتكن الدالة  ⊂ ℝ  اذا وجد عددین حقیقین(𝑚,𝑀) ∈ 𝐼 

 : بحیث

𝑚 ≤ 𝑓′(𝑥) ≤ 𝑀 

,𝑎)اذن من اجل كل عددین حقیقیین  𝑏) ∈ 𝐼 بحیث :  𝑎 < 𝑏 اذن : 

𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎) ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)      ∀𝑥 ∈ ]𝑎; 𝑏[ 

𝑚 ≤
𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎 ≤ 𝑀     ∀𝑥 ∈ ]𝑎; 𝑏[  

 : مثال

 : نضریة

𝑓 دالة معرفة  على مجال �𝑎 ;𝑏� من : ��𝑎 ;𝑏� ⊂ ℝ� ℝ  𝑓: [𝑎; 𝑏] → ℝ 

 : تحقق الشروط التالیة

• 𝑓 مستمرة على المجال . [𝑎; 𝑏] 

• 𝑓  الاشتقاق على المجالقابلة . ]𝑎; 𝑏[ 
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 : اذا كان لدینا

  𝑓′(𝑥) ≠ 0   ∀𝑥 ∈ ]𝑎; 𝑏[ 

;𝑎]اذن نقول ان الدالة رتیبة على المجال   𝑏] 

e. نضریة داربو : ( théorème de darboux) 

:𝐼المعرفة على المجال   𝑓لدینا الدالة  • [𝑎; 𝑏]  

:𝐼قابلة للاشتقاق على المجال  𝑓الدالة  • [𝑎; 𝑏] 

• 𝑓′(𝑎) ≠ 𝑓′(𝑏) 

• 𝜆𝜆 ∈ 𝑅  عدد حقیقي محصور تماما بین :  𝑓′(𝑎) < 𝜆𝜆 < 𝑓′(𝑏)  او𝑓′(𝑏) < 𝜆𝜆 <

𝑓′(𝑎)  . 

𝑐اذن یوجد  • ∈ [𝑎; 𝑏]  بحیث𝑓′(𝑐) = 𝜆𝜆 

 (la fonction partie entière): الدالة الجزء الصحیح .1

 𝑛العدد الصحیح  𝑥و التي ترفق بكل عدد حقیقي  ℝتسمى الدالة الجزء الصحیح الدالة المعرفة على 

 : حیث

∀𝑛 ∈ ℤ;  ∀𝑥 ∈ [𝑛;𝑛 + 1[ ⇔ 𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑛 + 1
𝐸(𝑥) = 𝑛

∀𝑥 ∈ ℝ;  𝐸(𝑥) ≤ 𝑥 < 𝐸(𝑥) + 1
∀𝑥 ∈ ℝ,∀𝑛 ∈ ℤ,𝐸(𝑛 + 𝑥) = 𝐸(𝑥) + 𝑛

 

ℝ → ℤ
𝑥 → 𝐸(𝑥) 

 : امثلة

𝐸(0,25) = 0:            0 ≤ 0,25 < 1
𝐸(−0,25) = −1:    − 1 ≤ −0,25 < 0
𝐸(3,25) = 3:               3 ≤ 3,25 < 4

𝐸(−3,25) = −4:    − 4 ≤ −3,25 < −3
𝐸(0) = 0:                0 ≤ 0 < 1

𝐸(−5) = −5:    − 5 ≤ −5 < −4

 

 (courbe représentative) : منحنى الدالة الجزء الصحیح

𝒇(𝒙) = 𝑬[𝒙] 
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 Geogebraمن تالیف الكاتب یالاعتماد على   : المصدر

 : تطبیق

;1−]المعرفة على المجال  𝑓نعتبر الدالة   : ب  ]2

𝑓(𝑥) = 𝑥𝐸(𝑥) + 1 

 : على المجلات التالیة 𝑓(𝑥)عین عبارة 

𝑥 ∈ [−1; 0[
𝑥 ∈ [0;  1[
𝑥 ∈ [1; 2[

 

  𝑓(𝑥)ارسم منحنى الدالة 

;1−]مستمرة على المجال  𝑓(𝑥)ھل الدالة  2 [ 

 : الحل

𝑥 ∈ [−1; 0[   𝐸(𝑥) = −1;   𝑓(𝑥) = −𝑥 + 1
𝑥 ∈ [0;  1[  𝐸(𝑥) = 0;                   𝑓(𝑥) = 1
𝑥 ∈ [1; 2[  𝐸(𝑥) = 1;           𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1

 

;1−]لكي تكون الدالة مستمرة على المجال  𝑥0یجب ان تكون مستمرة عند القیمة  ] 2 = 𝑥0 و 1 = 0  

:عند القیمة  𝑓دراسة استمراریة الدالة  𝑥0 = 0  

lim
𝑥→0
𝑥<

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
𝑥<

(−𝑥 + 1) = 1

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
𝑥≥

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
𝑥≥

(1) = 1
 

𝑥0مستمرة عند القیمة   𝑓اذن الدالة  = 0 
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:عند القیمة  𝑓دراسة استمراریة الدالة  𝑥0 = 1  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1
𝑥<

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1
𝑥<

(1) = 1

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1
𝑥≥

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1
𝑥≥

(𝑥 + 1) = 2
 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1
𝑥<

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1
𝑥<

(1) = 1 ≠  𝑙𝑖𝑚
𝑥→1
𝑥≥

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1
𝑥≥

(𝑥 + 1) = 2 

𝑥0غیر مستمرة عند القیمة   𝑓اذن الدالة  = 1 

 : نتیجة

;1−]غیر مستمرة على المجال  𝑓(𝑥)اذن الدالة   2 [ 

 
 

 

 
 


