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 (les fonctions) : الدوال العددیة

 (domaine de définition)الدالة و مجموعة التعریف  .1

 : . الدالة ومجوعة التعریف1

 :تعریف

. 𝑓(𝑥)نرمز لھ بالرمز  𝐷من  𝑥ترفق بكل عدد حقیقي  𝑓فان  𝑓ھي مجموعة تعریف الدالة  𝐷اذا كانت  

 𝑓بالدالة   𝑥ھي صورة 𝑓(𝑥)ونقول ان 

 ممكنا. 𝑓(𝑥)التي یكون من اجلھا حساب  𝑥ھي مجموعة الاعداد الحقیقیة  𝑓مجموعة تریف الدالة 

a. لدوال العملیات الجبریة : 

𝑓:𝐷𝑓 ،. ولتكن ،  ℝ  جزءا من 𝐷 لیكن → ℝ ، و𝑔:𝐷𝑔 → ℝ   ، دالتین. نعرف مجموع f +

g: D𝑓∩ → ℝ ، وجداء الدالتین 𝑓.𝑔:𝐷𝑓∩𝑔 → ℝ وجداء دالة في عدد 𝜆  

 ، 𝜆.𝑓:𝐷𝑓 → ℝ و نسبة الدالتین)   𝑓
𝑔

:𝐷𝑓∩𝑔:𝑔(𝑥)≠0 → ℝ في حالة عدم انعدام   (g بالعلاقات :  

∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓∩𝑔   (𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 

∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓∩𝑔   (𝑓.𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥).𝑔(𝑥) 

∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓∩𝑔    �
𝑓
𝑔�

(𝑥) =
𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)   𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑔(𝑥) ≠ 0 

∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓   (𝜆𝑓)(𝑥) = 𝜆𝑓(𝑥) 

∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓    (𝑓 + 𝑘)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑘 

b. تركیب الدوال : ( la décomposition des fonctions) 

 : تعریف

 𝑓  و𝑔   دلتان معرفتان على𝐷𝑔 و 𝐷𝑓  على الترتیب بحیث : 

𝐷𝑓  ;𝐷𝑔 ⊂ ℝ 

  𝐷𝑔:ینتمي الى   ,𝐷𝑓 𝑓(𝑥)من  𝑥من اجل كل عدد حقیقي 

∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓   𝑓(𝑥) ∈ 𝐷𝑔 

𝑔الدالة التي نرمز لھا بالرمز  𝑔متبوعة بالدالة  𝑓نعرف دالة التركیب  ∘ 𝑓   على و المعرفة: 𝐷𝑓  

(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)] 

 : مثال

;𝐷𝑓: [0المعرفتین على   𝑔و   𝑓نعتبر الدالتین  ;𝐷𝑔: [1:و   ]∞+ +∞[  
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𝑔(𝑥) = √𝑥 − 1 

𝑓(𝑥) = 2𝑥2 + 1 

𝑒𝑡 𝑔 عرف  ∘ 𝑓  𝑓 ∘ 𝑔 

𝑔 مجال تعریف الدالتین  ∘   et 𝑓 ∘ 𝑔 

 : لدینا •

∀𝑥 ∈  𝐷𝑔 : [1 ;  +∞[    𝑔(𝑥) ≥ 0 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑔(𝑥) ∈ 𝐷𝑓 

 : ومنھ

𝐷𝑓∘𝑔: [1; +∞[ 

 : لدینا •

∀𝑥 ∈  𝐷𝑓 : [0 ;  +∞[    𝑓(𝑥) ≥ 1 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑓(𝑥) ∈ 𝑫𝒈 

 : ومنھ

𝐷𝑔∘𝑓: [0; +∞[ 

𝑓 ∘ 𝑔(𝑥) =  𝑓[𝑔(𝑥)]

                               = 2�√𝑥 − 1�
2

+ 1
=  2𝑥 − 1                

 
𝑔 ∘ 𝑓(𝑥) =  𝑔[𝑓(𝑥)]

                               = �(2𝑥2 + 1) − 1
=  √2𝑥2                  

 

 

 (fonction paire et impaire): الدالة الزوجیة و الفردیة .2

𝐷) جزءا من 𝐷 لیكن ⊂ ℝ)  ℝ  0، متناظرا بالنسبة لـ  ،                 𝑓:𝐷 → ℝ 

 : إنھا زوجیة إذا كان 𝑓 عن الدالة نقول

∀𝑥 ∈ 𝐷, 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥)  

 : خاصیة

 فردیة مشتقة الدالة الزوجیة ھي دالة

 : مبرھنة

𝑓′(−𝑥0) = lim
𝑥→−𝑥0

𝑓(−𝑥) − 𝑓(−𝑥0)
−𝑥 + 𝑥0

                = − lim
𝑥→−𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

= −𝑓′(𝑥0)                      

 

 : إذا كان فردیة إنھا 𝑓 نقول عن الدالة 
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∀𝑥 ∈ 𝐷  𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) 

 : خاصیة

 مشتقة الدالة فردیة ھي دالة الزوجیة

 : مبرھنة

𝑓′(−𝑥0) = lim
𝑥→−𝑥0

𝑓(−𝑥) − 𝑓(−𝑥0)
−𝑥 + 𝑥0

                 

= lim
𝑥→−𝑥0

−𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥0)
−𝑥 + 𝑥0

   = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−𝑥0

−[𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)]
−[𝑥 − 𝑥0]

= 𝑓′(𝑥0)                           

 

 : امثلة

  𝐷𝑓 𝑒𝑡 𝐷𝑔:المعرفتان على المجال  f و gالدلتان  

       𝑓(𝑥) = cos𝑥   𝑔(𝑥) = |𝑥|دالتان زوجیتان 

 𝐷𝑓 𝑒𝑡 𝐷𝑔: المعرفتان على g و f الدالتان * 

       𝑓(𝑥) = sin 𝑥    𝑔(𝑥) = 𝑥3دالتان فردیتان 

 𝐷𝑓 𝑒𝑡 𝐷𝑔: المعرفتان على g و f الدالتان

𝑓(𝑥) = cos𝑥 + sin 𝑥    𝑔(𝑥) = 𝑥 + |𝑥| 

 .دالتان غیر زوجیتین وغیر فردیتین

 (les limites): النھایات .3

 : تعریف

:𝑓لتكن 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ دالة معرفة على مجال مفتوح I تنتمي إلیھ نقطة  .𝛼𝛼 نقول عن 𝑓  إنھا تملك نھایة

 : إذا تحقق الشرط 𝛼𝛼 عند النقطة 𝑐 منتھیة

 lim𝑥→𝛼 𝑓(𝑥) = 𝑐اي : 

∀𝜀𝜀 > 0,∃𝛼𝛼0 > 0:∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓 |𝑥 − 𝛼𝛼| < 𝛼𝛼0 ⇒ |𝑓(𝑥)− 𝑐| < 𝜀𝜀 

a. نظریة (وحدانیة النھایة :( 

:𝑓لتكن 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ دالة معرفة على مجال مفتوح I تنتمي إلیھ نقطة .𝛼𝛼  الدالةإذا قبلت 𝑓  نھایة فھي

 .وحیدة

 :ملاحظة

lim𝑥→𝛼 الكتابة لنھایة من الیمین إذا استبدلنانتحدث عن ا • 𝑓(𝑥) بالكتابة  
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 𝑙𝑖𝑚
𝑥>𝛼
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥) 

 .الحقیقي من جھة الیمین على المحور 𝛼𝛼 یقترب من 𝑥 أي أن

lim𝑥>𝛼 ونتحدث عن النھایة من الیسار إذا استبدلنا الكتابة •
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥)  بالكتابة 

 lim
𝑥<𝛼
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥) 

 .من جھة الیسار على المحور الحقیقي 𝛼𝛼 یقترب من 𝑥 أي أن

b. : حالات عدم تعیین 

ھناك في حساب النھایات حالات لا نتمكّن فیھا من تحدید النھایة إلا بالمزید من التحري كالحالات الموالیة  

  : المسماة حالات عدن تعیین

  :∞1 حالة عدم تعیین من الشكل  •

 : مثال

lim
𝑥→+∞

�1 +
1
𝑥�

𝑥

 

 : یجب تحویلھا الى دالة نسبیة

 : اذن

 :بوضع

𝑦=�1+1𝑥�
𝑥

ln 𝑦=𝑥 ln�1+1𝑥�

𝑋=1𝑥 ;𝑠𝑖 𝑥→+∞;𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑋→0

lim𝑋→0 𝑒
ln(1+𝑋)

𝑋

lim𝑋→0�
𝑙𝑛(1+𝑋)

𝑋 �=𝑓′(0);𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑓(𝑥)=ln(1+𝑋)

 

𝑓′(𝑥) = 1
1 + 𝑥

𝑓′(0) = 1       
 

lim𝑋→0  اذن 𝑒
ln(1+𝑋)

𝑋 = 𝑒: 

  :∞1 الشكل حالة عدم تعیین من •

 : مثال

 : احسب النھایة التالیة

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

(sin𝑥)𝑥 

𝑦   : نضع = (sin𝑥)𝑥 
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ln𝑦 = ln(𝑠𝑖𝑛 𝑥)𝑥
ln y = x ln(sin x)

ln y = ln(sin x)
1
x

 

lim
𝑥→0

ln(sin x)
1
𝑥

= lim
𝑥→0

cos𝑥
sin𝑥
− 1
𝑥2

= − lim
𝑥→0

𝑥2. cos𝑥
sin𝑥  

= − lim
x→0

x2. cos x
sin x = − lim

𝑥→0

2𝑥 cos𝑥 − 𝑥2 sin 𝑥
cos𝑥 =

0
1 = 0 

lim
x→0

ln(sin x)
1
x

 

ln : بمان y = ln(sin x)x 

lim
𝑥→0

ln 𝑦 = 0 

lim
𝑥→0

𝑦 = 𝑒0 = 1 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

(sin𝑥)𝑥 

.0 حالة عدم تعیین من الشكل • ±∞:  

 : مثال

lim
𝑥→0

𝑥
−7
2 𝑒

1
|𝑥|

  

 : بوضع

�𝑡 =
1
𝑥            𝑥 > 0           

            
 

𝑠𝑖 𝑥 → 0+   𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑡 → +∞ 
  

lim
𝑡→+∞

1

𝑡
−7
2
𝑒𝑡 = lim

𝑡→+∞
𝑡
7
2𝑒𝑡 = +∞ 

• ∞ −∞ 

c. خاصیة العدد المشتق : 

lim𝑥→0 : احسب النھایة
cos𝑥−1

𝑥
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lim
𝑥→0

cos𝑥 = 1 

 : نلجاء الى طریقة العدد المشتق لازالة ھذه حالة عدم التعیین

𝑓(𝑥) ب ℝالمعرفة على  𝑓نعتبر الدالة  = cos𝑥 ∶ 

 : ودالتھا المشتقة ℝقابلة لاشتقاق على  𝑓بمان الدالة الدالة 

𝑓′(𝑥) = − sin 𝑥 

𝑓′(0) = 0 

 : اذن من تعریف العدد المشتق لدینا

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)
𝑥 − 0

= 𝑓′(0) = 0 

 : (théorème de l’hopital-bernoulli)نضریة اوبتال  .4

𝐼المعرفة على مجال  𝑓(𝑥)لتكن الدالة  = [𝑎; 𝑏]  منℝ بالعلاقة : 

𝑓(𝑥) =
ℎ(𝑥)
𝑔(𝑥) 

;𝑎[  : قابلتین لاشتقاق على المجال  ℎ(𝑥) 𝑒𝑡 𝑔(𝑥) : اذا كانت الدالتین 𝑏[ 

α  : لدینا ∈ [𝑎; 𝑏]   عدد حقیقي. 

0في حالة عدم التعیین 
0

∞ و 
∞

 : یمكن حساب النھایة بالطریقة التالیة 

lim
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝛼

ℎ(𝑥)
𝑔(𝑥) = lim

𝑥→𝛼

ℎ′(𝛼𝛼)
𝑔′(𝛼𝛼)  

 : مثال

 : احسب النھایات التالیة

lim
𝑥→0

𝑒𝑥(1 − cos𝑥)
𝑥2 + 𝑥3 ;     

lim
𝑥→0

𝑒𝑥(1 − cos𝑥)
𝑥2 + 𝑥3 = lim

𝑥→0

𝑒𝑥(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥) + 𝑒𝑥(sin 𝑥)
2𝑥 + 3𝑥2

=
0
0 

lim
𝑥→0

𝑒𝑥(1− 𝑐𝑜𝑠 𝑥) + 𝑒𝑥(sin 𝑥)
2𝑥 + 3𝑥2  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑒𝑥(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥) + 𝑒𝑥(𝑠𝑖𝑛 𝑥) + 𝑒𝑥(𝑠𝑖𝑛 𝑥) + 𝑒𝑥 cos𝑥
2 + 6𝑥

= 1
2
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lim
𝑥→0

𝑒𝑥(1− cos𝑥)
𝑥2 + 𝑥3 =

1
2 

 : (théorème des gendarmes)نضریة الحصر  .2

,𝑓,𝑔لتكن الدوال التالیة  ℎ    معرفة على المجال𝐼  منℝ بحیث : 

∀𝑥 ∈ 𝐼  𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) 

 : لدینا

lim
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝛼

ℎ(𝑥) = 𝑙  𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

𝑔(𝑥) = 𝑙   

;𝒎[: بحیث ℝمن  𝑰معرفتان على المجال    𝒇,𝒈لتكن الدالتان  +∞[ 

𝒈(𝒙) : اذا كان ≤ 𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦𝒙→+∞ 𝒈(𝒙) = +∞ 

∞+→𝐥𝐢𝐦𝒙 : اذن 𝒇(𝒙) = +∞ 

𝒈(𝒙) : اذا كان ≤ 𝒇(𝒙)  و𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞ 𝒇(𝒙) = −∞ 

∞+→𝒍𝒊𝒎𝒙 : اذن 𝒈(𝒙) = −∞ 

 : ملاحضة

 یمكن تطیق نص النضریة فیما یخص المتتالیات 

 دد حقیقي.او ع ∞±  یمكن تطیق نص النضریة فیما یخص

 : المستقیم المقارب المائل .3

 : المستقیم ذو المعادلة (∆)في معلم ولیكن   𝑓التمثیل البیاني لدالة  �𝐶𝑓�لیكن 

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 

 : یعني ∞±عند  �𝐶𝑓�مستقیم مقارب للمنحني  (∆)القول ان المستقیم 

lim
𝑥→±∞

[𝑓(𝑥)− (𝑎𝑥 + 𝑏)] = 0 

a. البحث عن المستقیم المقارب المائل : 

 : المستقیم ذو المعادلة (∆)في معلم ولیكن   𝑓التمثیل البیاني لدالة  �𝐶𝑓�لیكن 

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 (𝑎 ≠ 0) 

 : نفرض ان

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ ; 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞ ; 

𝑜𝑢 𝑏𝑖𝑒𝑛  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = +∞; 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = −∞ 
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 .∞+عند �𝐶𝑓�مستقیم مقارب للمنحني  (∆)نفرض ان 

 : ومنھ حسب التعریف

lim
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑎𝑥 + 𝑏)] = 0 

 : نضع

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)− (𝑎𝑥 + 𝑏) 

 ومنھ 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + (𝑎𝑥 + 𝑏) ; lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 0 

𝑓(𝑥)
𝑥

=
𝑔(𝑥) + (𝑎𝑥 + 𝑏)

𝑥 =
1
𝑥 𝑔

(𝑥) + 𝑎 +
𝑏
𝑥 

 : ان بما

lim
𝑥→+∞

𝑏
𝑥 = 0   𝑒𝑡  𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

1
𝑥 𝑔

(𝑥) = 0   ⇒
𝑓(𝑥)
𝑥 = 𝑎  

 : كما لدینا ایضا

𝑓(𝑥) − 𝑎𝑥 = 𝑔(𝑥) + 𝑏 ;  𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 0 

⇒ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥)− (𝑎𝑥)] = 𝑏 

 : نتیجة

 : ذو المعادلة (∆)اذا كان المستقیم 

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 (𝑎 ≠ 0) 

 .∞+عند  �𝐶𝑓�مستقیما مقاربا ل 

∞+→lim𝑥 : فان
𝑓(𝑥)
𝑥

= 𝑎     𝑒𝑡 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞[𝑓(𝑥) − (𝑎𝑥)] = 𝑏  

 


