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 )les Suitesالمتتالیات العددیة   ( : الثاني  الفصل

 الاعداد الحقیقیة .1

 العددیة  ةالمتتالیتعریف  .2

 دراسة اتجاه تغیر المتتالیات  .3

 البرھان بالتراجع  .4

 عددیة ةمتتالیدراسة تقارب  .5

 (Suite Réelle) : العددیةالمتتالیة تعریف  .1

  𝑛0, اكبر من او یساوي عدد طبیعي  nھي عبارة عن دالة ترفق بكل عدد طبیعي uمتتالیة عددیة حقیقیة 

 معطى .

 اذا كانت مجموعة تعریفھا واضحة . (𝑈𝑛)او اختصارا ب  𝑛≥𝑛0(𝑈𝑛)نرمز لمتتالیة عادة بالرمز 

 : (sens de variation d’une suite réelle)دراسة اتجاه تغیر متتالیة عددیة .1.1

 (suite croissante) : متتالیة متزایدة .1.1

اكبر  nاذا وفقط اذا كان من اجل كل عدد طبیعي  متزایدة او (متزایدة تماما ) 𝑛≥𝑛0(𝑈𝑛)تكون متتالیة 

𝑛)اي   𝑛0من او یساوي  ≥ 𝑛0) : 

(𝑈𝑛 ≤ 𝑈𝑛+1)�(𝑈𝑛 < 𝑈𝑛+1) 

 (théorèmes) : نظریة

𝑈𝑛 : اذا كان = 𝑓(𝑛)  و كانت الدالة المرفقة𝑓   متزایدة على المجال[𝑛0; ھاذه الحالة  في ]∞+ 

 متزایدة. 𝑛0المعرفة بالحد الاول  𝑈𝑛نستطیع القول بان المتتالیة 

 (𝑼𝒏 ≤ 𝑼𝒏+𝟏) ⇔ 𝑼𝒏 ↗ 

 : 1ملاحضة

𝑼𝒏+𝟏)ندرس اشارة الفرق 𝑈𝑛لدراسة اتجاه تغیر المتتالیة العددیة  − 𝑼𝒏)    ونقارنھ بالنسبة لصفر: 

𝟎 ≤ (𝑼𝒏+𝟏 − 𝑼𝒏) 

𝑈𝑛+1�او ندرس قسمة 
𝑈𝑛

 و نقارنھ بالنسبة لواحد :   �

𝟏 ≤ �
𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
�   ∕  𝑼𝒏 > 𝟎 

 : 2ملاحضة
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 الامر مختلف في حالة متتالیة معرفة بعلاقة تراجعیة 

 : تطبیق

𝑛∀ : بین انھ من اجل كل ∈ ℕ∗ ∶  1
𝑛(𝑛+1)

= 1
𝑛
− 1

𝑛+1
 

 : معرفة كما یلي  (∗𝑈𝑛∈ℕ)لدینا المتتالیة 

𝑈𝑛 = �
1

𝑛(𝑛 + 1)

𝑛

𝑛=1

=
1

1 × 2 +
1

2 × 3 + ⋯… … … … … . .
1

𝑛(𝑛 + 1) 

 .  (∗𝑈𝑛∈ℕ)ادرس اتجاه تغیر المتتالیة 

 : الحل

𝑈𝑛 = ∑ 1
𝑛(𝑛 + 1)

𝑛
𝑛=1 = 1

1 × 2 + 1
2 × 3 + ⋯… … … . … . . 1

𝑛(𝑛 + 1)

                                                = �1
1 −

1
2� + �1

2 −
1
3�… … … … … �1

𝑛 −
1

𝑛 + 1�
 

𝑈𝑛 = �
1

𝑛(𝑛 + 1)

𝑛

𝑛=1

= 1 −
1

𝑛 + 1 

:اذن العبارة المختصرة لمتتالیة  (𝑈𝑛∈ℕ∗)  

𝑈𝑛 = 1 −
1

𝑛 + 1 

𝑈𝑛+1:لدراسة اتجاه تغیر المتتالیة نقوم بدراسة اشارة الفرق  − 𝑈𝑛  

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = 1 − 1
𝑛 + 2 − 1 + 1

𝑛 + 1                  

= −𝑛 − 1 + 𝑛 + 2
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)         

= 1
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2) > 0

 

 اذن المتتالیة متزایدة.

 : 2مثال

 : معرفة كما یلي ( 𝑈𝑛∈ℕ)لتكن المتتالیة 

𝑈𝑛 = 2𝑛+2  ∀𝑛 ∈ ℕ 

𝑛∀نلاحض ان جمیع حدود المتتالیة موجبة  ( 𝑈𝑛∈ℕ)في ھذه الحالة لدراسة اتجاه تغیر المتتالیة  ∈

ℕ ⇒ 𝑈𝑛 > 𝑈𝑛+1وعلیھ نقارن نسبة   0
𝑈𝑛

 1بالنسبة ل 

 : اذن
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𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

=
2𝑛+3

2𝑛+2 = 2 > 1 

 ومنھ المتتالیة متزایدة

 :(suites décroissante)  متتالیة متناقصة .1.2

اكبر  nمتناقصة او (متناقصة تماما ) اذا وفقط اذا كان من اجل كل عدد طبیعي  𝑛≥𝑛0(𝑈𝑛)تكون متتالیة 

𝑛)اي   𝑛0من او یساوي  ≥ 𝑛0) : 

(𝑈𝑛 ≥ 𝑈𝑛+1)�(𝑈𝑛 > 𝑈𝑛+1) 

 (théorèmes) : نظریة

𝑈𝑛 : اذا كان = 𝑓(𝑛)  و كانت الدالة المرفقة𝑓   متناقصة على المجال[𝑛0; في ھاذه الحالة  ]∞+ 

 .متناقصة 𝑛0المعرفة بالحد الاول  𝑈𝑛نستطیع القول بان المتتالیة 

 (𝑼𝒏+𝟏 ≤ 𝑼𝒏) ⇔ 𝑼𝒏 ↘ 

 : 1ملاحضة

𝑈𝑛+1)ندرس اشارة الفرق 𝑈𝑛لدراسة اتجاه تغیر المتتالیة العددیة  − 𝑈𝑛)   : ونقارنھ بالنسبة لصفر 

(𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛) ≤ 0 

𝑈𝑛+1�او ندرس قسمة 
𝑈𝑛

 و نقارنھ بالنسبة لواحد :   �

�
𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

� ≤ 1  ∕  𝑈𝑛 > 0 

 : 2ملاحضة

 الامر مختلف في حالة متتالیة معرفة بعلاقة تراجعیة 

 : 1مثال

𝑈𝑛 = −2𝑛 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = −2𝑛+1 + 2𝑛 = 2𝑛(1 − 2) = −2𝑛 

−2𝑛 < 0 ⟺𝑈𝑛 ↘ 

 : 2مثال

𝑈𝑛 = 1 −
1

23 −
1

33 − ⋯… … .
1
𝑛3    ∀𝑛 ≥ 1 
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𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 =

�1 − 1
23 −

1
33 − ⋯… … .− 1

𝑛3 −
1

(𝑛 + 1)3� − �1 − 1
23 −

1
33 − ⋯… … .− 1

𝑛3�

= − 1
(𝑛 + 1)3 < 0 ⟺𝑈𝑛 ↘

 

 :(suites constante)  ثابتة متتالیة .1.3

اي   𝑛0اكبر من او یساوي  nثابتة اذا وفقط اذا كان من اجل كل عدد طبیعي  𝑛≥𝑛0(𝑈𝑛)تكون متتالیة 

(𝑛 ≥ 𝑛0) : 

(𝑼𝒏 = 𝑼𝒏+𝟏) 

 : 3 ملاحظة

 بعض المتتالیات لا ھي متزایدة و لاھیة متناقصة 

 : 4مثال 

𝑼𝒏 = (−𝟏)𝒏𝟐𝒏 

𝑼𝟎 = 𝟏;   𝑼𝟏 = −𝟐;  𝑼𝟐 = 𝟒;  𝑼𝟑 = −𝟖;  𝑼𝟒 = 𝟏𝟔 ;  𝑼𝟓 = −𝟑𝟐;  

  

 :(démonstration par récurrence) البرھان بالتراجع .2

  𝑝(𝑛)  خاصیة متعلقة بعدد طبیعي𝑛 

  𝑛0 . عدد طبیعي 

𝑛0 𝑛0اكبر من او یساوي  𝑛من اجل كل عدد طبیعي   𝑝(𝑛)للبرھان على صحة الخاصیة  ≤ 𝑛 , 

 : یكفي

 )propriété initiale (الخاصیة الابتدائیة. 𝑝(𝑛0)اي  𝑛0من صحة الخاصیة من اجل  نتأكد .1

 𝑛0اكبر من او یساوي  𝑛نفرض ان الخاصیة صحیحة من اجل كل عدد طبیعي  .2

𝑛(فرضیة التراجع) و نبرھن صحة الخاصیة من اجل  𝑝(𝑛)اي  + 𝑝(𝑛اي  1 + 1). 

 .): propriété héréditaire(الخاصیة الوراثیة 

 : ملاحظة

ضروري لانھ یمكن ان تكون خاصیة وراثیة دون ان تكون  𝑛0من صحة الخاصیة من اجل   التأكد

 صحیحة .

 : مثال

 : بین بالتراجع ان
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ln(𝑛) ≤ ln(𝑛 − 1) +
1

𝑛 − 1      ;  ∀𝑛 ≥ 2 

 𝑝(2)  : من اجل

𝑝(2): ln 2 ≤ 1 ⇔ 0,69 ≤ 1 

𝑝(2):𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

 : فرضیة التراجع

:𝑝(𝑛) : نفرض ان 𝑙𝑛(𝑛) ≤ 𝑙𝑛(𝑛 − 1) + 1
𝑛−1

 صحیحیة   

𝑝(𝑛 : نتحقق من صحتھا من اجل + 1) 

 : اذن

𝑝(𝑛 + 1): ln(1 + 𝑛) ≤ ln𝑛 +
1
𝑛 

 : لدینا

ln(𝑛 + 1) ≤ 𝑛 

 : اذن

ln �
1
𝑛 + 1� ≤

1
𝑛   ⇔ ln �

𝑛 + 1
𝑛 � ≤

1
𝑛 

ln �
𝑛 + 1
𝑛 � ≤

1
𝑛   ⇔ ln(𝑛 + 1) − ln𝑛 ≤

1
𝑛 

 : نتیجة

𝑝(𝑛 + 1): ln(1 + 𝑛) ≤ ln𝑛 +
1
𝑛 

 𝑝(𝑛 +  صحیحة  (1

 وعلیة نعمم النتیجة 

ln(𝑛) ≤ ln(𝑛 − 1) +
1

𝑛 − 1      ;  ∀𝑛 ≥ 2 

 : (convergence d’une suite réelle)تقارب متتالیة عددیة  .4

a. نھایة متتالیة عددیة :  (limite d’une suite) 

 : تعریف

  (𝑈𝑛)  متتالیھ عددیة و𝑙 .عدد حقیقي 
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یشمل ایضا  𝑙كنھایة اذا وفقط اذا كان من اجل كل مجال مفتوح یشمل   𝑙تقبل  (𝑈𝑛)نقول ان المتتالیة 

 : و نكتبابتداءا من رتبة معینة  (𝑈𝑛)كل حدود المتتالیة 

lim
𝑛→+∞

𝑈𝑛 = 𝑙   𝑜𝑢 𝑏𝑖𝑒𝑛 ;  lim
𝑛→−∞

𝑈𝑛 = 𝑙 

 : ملاحظة

 .∞+الا عند  (𝑈𝑛)لا یمكن حساب نھایة المتتالیة  •

 متقاربة  (𝑈𝑛)نقول ان المتتالیة  ∞+بجوار (𝑈𝑛)كنھایة للمتتالیة 𝑙 اذا وجد العدد الحقیقي   •

  : ملاحظة

𝑈𝑛معرفة بالشكل  (𝑈𝑛)اذا كانت المتتالیة  = 𝑓(𝑛)  بحیث𝑓  دالة معرفة على المجال[𝛽;  +∞[ 

 : اذن عدد حقیقي  βحیث 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙 ;  𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 lim
𝑛→+∞

𝑈𝑛 = 𝑙 

 : ملاحظة

 العكس غیر صحیح •

 : مثال

;0]المعرفة على المجال   𝑓(𝑥)لتكن الدالة   : كما یلي ]∞+

𝑓(𝑥) =
𝑥 cos(2𝜋𝑥)
𝑥 + 1  

 : كما یلي ℕالمعرفة على  (𝑈𝑛)الدالة المرفقة بالمتتالیة 

(𝑈𝑛) =
𝑛

𝑛 + 1 

(𝑈𝑛) = 𝑓(𝑛) =
𝑛

𝑛 + 1    𝑜𝑟;  cos(2𝜋𝑛) = 1; ∀𝑛 ∈ ℕ / cos(0) = 1 

lim
𝑛→+∞

𝑈𝑛 = 1 ; 𝑠𝑎𝑐ℎ𝑎𝑛𝑡 𝑞𝑢𝑒 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =  موجودة غیر

 

 : (suite bornée)متتالیة محدودة  .5

(𝑈𝑛)  متتالیة عددیة المعرفة علىℕ. 

حیث من اجل كل عدد  𝐴محدودة من الاعلى یعني وجود عدد حقیقي  (𝑈𝑛)القول ان المتتالیة   •

 𝑛:طبیعي 

   𝑈𝑛 ≤ 𝐴  ونقول ان𝐴  عنصر حاد من الاعلى( la borne supérieure) 

𝑠𝑢𝑝(𝑈𝑛) = 𝐴 
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حیث من اجل كل عدد  𝐵یعني وجود عدد حقیقي  سفلمحدودة من الا (𝑈𝑛)القول ان المتتالیة   •

 𝑛:طبیعي 

   𝐵 ≤ 𝑈𝑛  ونقول ان𝐵 سفلعنصر حاد من الا ( la borne inférieure) 

𝑖𝑛𝑓(𝑈𝑛) = 𝐵 

 محدودة یعني انھا محدودة من الاسفل و محدودة من الاعلى. (𝑈𝑛)القول ان المتتالیة   •

 : 1خاصیة 

 متزایدة ومحدودة من الاعلى فانھا متقاربة  (𝑈𝑛)اذا كانت المتتالیة  •

 : 2خاصیة 

 متناقصة ومحدودة من الاسفل فانھا متقاربة  (𝑈𝑛)اذا كانت المتتالیة  •

 : نظریة

 و العكس غیر صحیح . ; محدودةكل متتالیة عددیة متقاربة ھي متتالیة 

 : مثال

 : لتكن المتتالیة العددیة المعرفة كما یلي

𝑈𝑛 = (−1)𝑛 

−1 ≤ 𝑈𝑛 = (−1)𝑛 ≤ 1 

 تتالیة محدودة ولكن غیر متقاربة واضحة ان الم 

 او  𝐵محدودة من الاسفل بعدد حقیقي ℕالمعرفة على  (𝑈𝑛)كیف نثبت ان متتالیة 

 ؟𝐴عدد حقیقي بمحدودة من الاعلى 

  𝑛:نستعمل البرھان بالتراجع لاثبات انھ من اجل كل عدد طبیعي  •

• 𝐵 ≤ 𝑈𝑛 

• 𝑈𝑛 ≤ 𝐴 

𝑈𝑛بدراسة اشارة الفرق بین𝑈𝑛 و𝐵  او�𝑈𝑛  و 𝐴� المقارنة بین  • − 𝐵  ) او𝑈𝑛 − 𝐴(. 

𝑈𝑛 تاذا كان • = 𝑓(𝑛)  ندرس تغیرات الدالة على المجال : [0; +∞[  

 : مثال

 : بالعلاقةالمتتالیة معرفة  𝒏∈ℕ(𝑼𝒏)لتكن 

𝑈𝑛+1 =
𝑈𝑛
2 +

(𝑈𝑛)2

4  

 : بین ان
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∀𝑛 ∈ ℕ 𝑈𝑛 > 0
∀𝑛 ∈ ℕ 𝑈𝑛 ≤ 1

 

 . من اجل كل عدد طبیعي غیر معدوم 

 : تطبیق

 :    محدودةانھا  المعرفة كما یلي  𝑛∈ℕ(𝑈𝑛)بین ان المتتالیة 

𝑈𝑛 =
3 − sin𝑛2

cos√𝑛 + 3
     ∀𝑛 ∈  ℕ 

1−   : لدینا ≤ sin𝑥 ≤ 1  ∀𝑥 ∈ ℝ   

   :                اذن

−1 ≤ sin𝑛2 ≤ 1  ∀𝑛 ∈ ℕ ,𝑛2 ∈ ℕ ⊂ ℝ
−1 ≤ −𝑠𝑖𝑛 𝑛2 ≤ 1
−2 ≤ 3 − 𝑠𝑖𝑛 𝑛2 ≤ 4
−1 ≤ cos√𝑛 ≤ 1

2 ≤ 3 + 𝑐𝑜𝑠 √𝑛 ≤ 4
1
4 ≤

1
𝑐𝑜𝑠 √𝑛

≤ 1
2

1
2 ≤

3 − 𝑠𝑖𝑛 𝑛2
𝑐𝑜𝑠 √𝑛

≤ 2

 

 : (suites récurrente)المتتالیات التدریجیة  .6

بدلالة حد او عدة حدود من رتبة اقل  𝑛تعریفھا یعطي حدھا من الرتبة  ننتحدث عن متتالیة تدریجیة اذا كا

 .  𝑛من 

 : بالعلاقة𝑛∈ℕ(𝑈𝑛) وتعرف المتتالیة 

�
𝑈0 = 𝛼

𝑈𝑛+1 = 𝑓(𝑈𝑛) ;𝑛 ∈ ℕ 

 : نضریة

 : رتیبة 𝑛∈ℕ(𝑈𝑛)متزایدة فان  𝑓اذا كان 

𝑓(𝑈0)متزایدة اذا كان  • ≥ 𝑈0 

𝑓(𝑈0)متناقصة اذا كان  • ≤ 𝑈0 

  لیست رتیبة 𝑛∈ℕ(𝑈𝑛)متناقصة فان  𝑓اذا كان 

 : تطبیق

 : المتتالیة معرفة بالعلاقة 𝑛∈ℕ(𝑈𝑛)لتكن 
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𝑈𝑛+1 =
3
4 +

(𝑈𝑛)2

4  

 : بین ان
∀𝑛 ∈ ℕ 𝑈𝑛 > 1
∀𝑛 ∈ ℕ 𝑈𝑛 ≤ 2 

 ؟ ھل ھي متقاربة؟ 𝑛∈ℕ(𝑈𝑛)ادرس اتجاه تغیر المتتالیة 

 : الحل

𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

 =
3
4 + (𝑈𝑛)2

4
𝑈𝑛

=
3

4𝑈𝑛
+
𝑈𝑛
4  

𝑈𝑛+1لمقارنة النسبة 
𝑈𝑛

:𝑓نرفق المتتالیة بالدالة   ]1; 2] → ℝ المعرفة كما یلي : 

𝑓(𝑥) =
3

4𝑥 +
𝑥
4 

𝑓′(𝑥) =
−3
4𝑥2 +

1
4 =

−3 + 𝑥2

4𝑥2  

2 1                                     √3                         𝑥 

+ - 𝑓′(𝑥) 
7
8

  1 

3
2√3

 

𝑓(𝑥) 

 : نلاحض ان 𝑓من خلال جدول تغیرات الدالة 

∀𝑈𝑛 ∈ ]1; 2]  𝑓(𝑈𝑛) < 1

∀𝑛 ∈ ℕ        𝑈𝑛+1𝑈𝑛
< 1

 

 متناقصة 𝑛∈ℕ(𝑈𝑛)اذن المتتالیة 

 : بحیث  𝑙تؤول الى النھایة  𝑛∈ℕ(𝑈𝑛) نفرض ان المتتالیة 

𝑙 =
3
4 +

𝑙2

4 ⇔ 𝑙 −
3
4 −

𝑙2

4 = 0 ⟺
−𝑙2 + 4𝑙 − 3

4 = 0 �𝑙 = 1
𝑙 = 3 

𝑙ومنھ  = 1 

 متقاربة  𝑛∈ℕ(𝑈𝑛)اذن المتتالیة 

 : المتتالیة الحسابیة و المتتالیة الھندسیة .7
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a. المتتالیة الحسابیة :(suite arithmétiques) 

 : ) اذا كان لدیناعددحقیقي 𝑟 )𝑟و اساسھا   𝑈0حسابیة حدھا الاول   (𝑈𝑛)ان المتتالیة +نقول 

∀𝑛 ∈ ℕ 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = 𝑟 

 : الحسابیة المتتالیة الحد العام  عبارة 

𝑈𝑛 = 𝑈𝑝 + (𝑛 − 𝑝)𝑟 

 : مجموعة حددود متتابعة من متتالیة حسابیة

𝑆 = 𝑈0 + 𝑈1 + ⋯… … … …𝑈𝑛−1 + 𝑈𝑛 = (𝑛 + 1) �
𝑈0 + 𝑈𝑛

2 � 

𝑆 = 𝑈𝑝 + 𝑈𝑝+1 + ⋯… … …𝑈𝑛−1 + 𝑈𝑛 = (𝑛 − 𝑝 + 1) �
𝑈𝑝 + 𝑈𝑛

2 � 

b. المتتالیة الھندسیة :(suite géométrique) 

 : ) اذا كان لدیناعددحقیقي 𝑞 )𝑞و اساسھا   𝑈0ھندسیة حدھا الاول   (𝑈𝑛)نقول ان المتتالیة 

∀𝑛 ∈ ℕ 
𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

= 𝑞 

 : الھندسیةعبارة  الحد العام المتتالیة  

𝑈𝑛 = 𝑈𝑝𝑞𝑛−𝑝 

 : ھندسیةود متتابعة من متتالیةمجموعة حد

𝑆 = 𝑈0 + 𝑈1 + ⋯… … … …𝑈𝑛−1 + 𝑈𝑛 = (𝑈0)�
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞 � 

𝑆 = 𝑈0 + 𝑈1 + ⋯… … … …𝑈𝑛−1 + 𝑈𝑛 = �𝑈𝑝� �
1 − 𝑞𝑛−𝑝+1

1 − 𝑞 � 

 : نھایة متتالیة ھندسیة

𝑞اذا كان  • > 𝑈0و  1 > ∞+→lim𝑛فان  0 𝑈𝑛 = +∞ 

𝑞اذا كان  • > 𝑈0و  1 < ∞+→lim𝑛فان  0 𝑈𝑛 = −∞ 

1−اذا كان  • < 𝑞 < ∞+→lim𝑛فان  1 𝑈𝑛 = 0 

𝑞اذا كان  • ≤ ∞+→lim𝑛فان  1− 𝑈𝑛 غیر موجودة 

 : تطبیق

(𝑈0,𝛼,𝛽)لیكن  ∈ ℝ  لدینا المتتالیة(𝑈𝑛)𝑛∈ℕ معرفة كما یلي : 

𝑈𝑛+1 = 𝛼𝑈𝑛 + 𝛽 
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  : اذا كان 𝑛∈ℕ(𝑈𝑛)ما ھي طبیعة المتتالیة 

α = 1
𝛽 = 0 

αفي حالة  =   : نلاحض ان عبارة المتتالیة 1

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = 𝛽 

 عبارة عن متتالیة حسابیة 𝑛∈ℕ(𝑈𝑛)اذن المتتالیة

𝛽في حالة  =   : نلاحض ان عبارة المتتالیة 0
𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

= 𝛼 

 عبارة عن متتالیة ھندسیة 𝑛∈ℕ(𝑈𝑛)اذن المتتالیة


