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 )théorie des ensemblesمبادئ نظریة المجموعات ( : الفصل الاول

 الاعداد الحقیقیة .1

 العناصر التي تحد المجموعات .2

 الحواد العلیا و الحواد السفلى .3

 الاحد الاعلى والحد الادنى  .4

5.  

 : الاعداد الحقیقیة .1

  R: المجموعة المرتبة في .1.1

 مجموعة . Eلتكن 

 : بحیث Rھي المجموعة الجزئیة من  Eعلى المجوعة  ℜالعلاقة 

𝐸 × 𝐸 ∶  (𝑥, 𝑦) ∈ (𝐸 × 𝐸) 

 𝑥ℜ𝑦  : ونرمز لھا 𝑥,𝑦نقول ان  ھناك العلاقة  بین  

 : كانت انھا علاقة ترتیبیة اذا ℜنقول عن 

• ℜ ) انعكاسیةréflexive اي (𝑥 ≤ 𝑥 ;  ∀𝑥 ∈ 𝐸 

• ℜ ) ضد متناضرةantisymétrique اي ((𝑥 ≤ 𝑦 𝑒𝑡 𝑦 ≤ 𝑥) → 𝑥 = 𝑦 ;  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 

• ℜ ) متعدیةtransitive اي ((𝑥 ≤ 𝑦 𝑒𝑡 𝑦 ≤ 𝑧) → 𝑥 ≤ 𝑧 ;  ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸 

 : اذا كان  إنھا مرتبة كلیا 𝐸 نقول عن

(𝑥 ≤ 𝑦 𝑜𝑢  𝑦 ≤ 𝑥) ; ∀𝑥,𝑦 ∈ 𝐸 

 (valeur absolue) : القیمة المطلقة .1.2

 : ھي 𝒙القیمة المطلق ل 𝒙من اجل كل عدد حقیقي 

|𝒙|: � 𝒙: 𝒔𝒊 𝒙 ≥ 𝟎
−𝒙 ∶ 𝒔𝒊 𝒙 < 𝟎 
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;  |𝒙|: دالة القیمة المطلقةمنحنى   −|𝒙| 

 
 Geogebraمن تالیف الكاتب بالعتماد على  : المصدر

 : بعض الخواص

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧∀𝑥 ∈ 𝑅;  |𝑥| ≥ 0: |−𝑥| = |𝑥|

∀𝑥 ∈ 𝑅;  �𝑥2 = |𝑥|
∀𝑥 ∈ 𝑅;  |𝑥.𝑦| = |𝑥|. |𝑦|

∀𝑥 ∈ 𝑅;  |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|

 

 

 .الصغرىاد من الأعلى، حاد من الأدنى، الحد الأعلى، الحد الأدنى، القیمة العظمى، القیمة عنصر ح .2

 : تعریف

𝐴) جزءا من مجموعة مرتبة A لیكن • ⊂ 𝐸)  E بعلاقة ترتیب نرمز إلیھا بـ  " ≤  " .. 

 : بحیث 𝐸من 𝛼 إنھا محدودة من الأعلى إذا وجد عنصر 𝐴 نقول عن

∀𝑥 ∈  𝐴, 𝑥 ≤  𝛼 

𝛼)ینتمي إلى α حاد من الأعلىالعنصر ال محدودة من الأعلى وكان 𝐴 إذا كانت ∈ 𝐸)  A  نسميفإننا  α 

  : إذا حقق A یمثل القیمة العظمى لـ α ، أي أن عنصرا A قیمة عظمى لـ

𝛼 ∈  𝐴,∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ≤ 𝛼  

حدا  أعلى إذا قبلت مجموعة الحواد العلیا قیمة  𝐴  نقول إن لـ 𝑚𝑎𝑥 𝐴 بـ 𝐴 نرمز إلى القیمة العظمى لـ

 . supA مز إلیھ بـ،ونر A صغرى، وتسمى ھذه القیمة (عند وجودھا) الحد الأعلى لـ

 : ملاحضة

 𝑀0  (les majorants)جمیع العناصر التي تكون اكبر من اة تساوي الحد الاعلى تسمى الحواد العلیا 
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 اي الحد الاعلى ھو اصغر عناصر الحواد العلیا.

𝑆𝑢𝑝 𝐴 = 𝛼: �
 𝛼 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑚𝑎𝑗𝑜𝑟𝑎𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝐴 

𝛼 𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑒 𝑝𝑙𝑢𝑑 𝑝𝑒𝑡𝑖𝑡 𝑑𝑒𝑠 𝑚𝑎𝑗𝑜𝑟𝑎𝑛𝑡𝑠 

𝑆𝑢𝑝 𝐴 = 𝛼: �  ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ≤ 𝛼 
∀𝑀0 ∈ 𝑅, (∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ≤ 𝑀0 ) ⇒ 𝛼 ≤ 𝑀0

 

 (les majorants, les minorants) : الحواد العلیا و الحواد الصغري .2.1

 : تعریف

A  مجموعة جزئیة منR  لیست خالیة نقول ان𝑀0,  حواد علیا اذا كانت : 

𝐴 ≠ ∅;  ∀𝑥 ∈ 𝐴:   𝑥 ≤ 𝑀0 

 

A  مجموعة جزئیة منR  لیست خالیة نقول ان𝑚0,   اذا كانت صغرىحواد : 

𝐴 ≠ ∅;  ∀𝑥 ∈ 𝐴:   𝑚0 ≤ 𝑥 

 

 الحواد الدنیا        E الحواد العلیا              المجموعة

 : مثال

𝐴: ]−1; 1[ 

 : الحواد العلیا

𝑀0: [1; +∞[ 

 : الحواد الدنیا

𝑚0: ]−∞;−1 ] 
 

  (borne supérieure , borne inférieure) : الحد الاعلى الحد لادني .2.2

 : نضریة

𝑅 (𝐸من  𝐸كل مجموعة جزئیة  ⊂ 𝑅)   لیست تشكل مجموعة خالیة𝐸 ≠ و محدودة من الاعلى   ∅

 𝑆𝑢𝑝𝐸فھي تقبل عنصر حاد من الاعلى 

 : حالة خاصة

اذا اخذنا مجموعة جزئیة من   ℚلا یمكن تعمیمھا على جمیع المجموعات فمثلا المجموعة  ھذه النضریة

الھذه المجوعة وغیر خالیة و محدودة من الاعلى وھناك احتمال عدم وجود حد اعلى ومثال على ذلك 

 : المجموعة
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𝐴: {𝑥 ∈ ℚ: 𝑥2 ≤ 2} 

 

 : بحیث E من β إنھا محدودة من الأدنى إذا وجد عنصر A نقول عن

∀𝑥 ∈  𝐴, 𝛽 ≤ 𝑥    

قیمة  β فإننا نسمي A ینتمي إلى β الحاد من الأدنى العنصر محدودة من الأدنى وكان 𝐴 إذا كانت 

  : إذا حقق A یمثل القیمة الصغرى لـ β ،أي أن عنصرا A صغرى لـ

 β ∈ A,∀𝑥 ∈ 𝐴, β ≤ x 

 حدا أدنى إذا قبلت مجموعة الحواد الدنیا قیمة  𝐴 نقول إن لـ  𝑚𝑖𝑛𝐴 بـ 𝐴 نرمز إلى القیمة الصغرى لـ 

 . 𝑖𝑛𝑓𝐴 ،ونرمز إلیھ بـ 𝐴 عظمى، وتسمى ھذه القیمة (عند وجودھا) الحد الأدنى لـ

 : نضریة

𝑅 (𝐸من  𝐸كل مجموعة جزئیة  ⊂ 𝑅)   لیست تشكل مجموعة خالیة𝐸 ≠  لاسفلو محدودة من ا  ∅

 𝑖𝑛𝑓𝐸 لادنىفھي تقبل عنصر حاد من 

 : ملاحضة

 𝑚0  (les minorants)دنیاتسمى الحواد ال دنىمن اة تساوي الحد الا اصغرجمیع العناصر التي تكون 

 .لدنیار عناصر الحواد اكبھو ا لادنىاي الحد ا

𝑖𝑛𝑓 𝐴 = 𝛽: �  𝛽 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑚𝑖𝑛𝑜𝑟𝑎𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝐴 
𝛼 𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑒 𝑝𝑙𝑢𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑 𝑑𝑒𝑠 𝑚𝑖𝑛𝑜𝑟𝑎𝑛𝑡𝑠 

𝑖𝑛𝑓 𝐴 = 𝛼: �
 ∀𝑥 ∈ 𝐴,𝛽 ≤ 𝑥 

∀𝑚0 ∈ 𝑅, (∀𝑥 ∈ 𝐴,𝑚0 ≤  𝑥) ⇒ 𝑚0 ≤ 𝛽 

 : ملاحظة

یمكن ألا یكون الحد الأعلى موجودا وكذلك الحال فیما یخص الحد الأدنى والقیمة العظمى والقیمة 

الأمر لیس كذلك فیما یخص الحواد العلیا  .من ھذه القیم فستكون وحیدة الصغرى. لكن عند وجود أي

  .الدنیاوالحواد 

 : مستلزمة

𝑠𝑖 𝑚𝑎𝑥 (𝐴): ⇒ موجود 𝑠𝑢𝑝(𝐴): ⇒ موجود 𝑚𝑎𝑥(𝐴) = 𝑠𝑢𝑝(𝐴) 

𝑠𝑖 𝑚𝑖𝑛 (𝐴): ⇒ موجود 𝑖𝑛𝑓(𝐴): ⇒ موجود 𝑚𝑖𝑛(𝐴) = 𝑖𝑛𝑓(𝐴) 

 

 : أمثلة

 . 0العدد محدودة من الأدنى بـ   ℕمجموعة الأعداد الطبیعیة •
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𝑚𝑖𝑛ℕ ولدینا   = 𝑖𝑛𝑓ℕ =  ،لكنھا لیست محدودة من الأعلى. 0

 .مجموعة الأعداد الصحیحة لیست محدودة من الأدنى ولیست محدودة من الأعلى •

 : ، فإننا نلاحظ أن ℝ من[1,𝟑] إذا اعتبرنا المجال  •

 .𝑚𝑎𝑥[−1,5] = 𝑠𝑢𝑝[−1,5 ] = 5 ;   𝑚𝑖𝑛[−1,5]  =  𝑖𝑛𝑓 [−1,5)] =  −1 

[ إذا اعتبرنا المجال  • −  : ، فإننا نلاحظ أنℝمن [ 1,5

 inf] − 1 ,5 ] = −1 ;  max ] − 1,5]  =  𝑠𝑢𝑝] − 1, 5 ] = 5  

[ 𝑚𝑖𝑛 غیر موجود − 1,5]  

 : بعض الخواص

𝑠𝑢𝑝(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑚𝑎𝑥[𝑠𝑢𝑝(𝐴); 𝑠𝑢𝑝(𝐵)] 

𝑖𝑛𝑓(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑚𝑖𝑛[𝑖𝑛𝑓(𝐴); 𝑖𝑛𝑓(𝐵)] 

𝑠𝑢𝑝(𝐴 + 𝐵) = 𝑠𝑢𝑝(𝐴) + 𝑠𝑢𝑝(𝐵) 

𝑠𝑢𝑝(−𝐴) = −𝑖𝑛𝑓(𝐴) 

𝒔𝒖𝒑(𝑨 ∩ 𝑩) = 𝒎𝒂𝒙[𝒔𝒖𝒑(𝑨); 𝒔𝒖𝒑(𝑩)] 

𝒊𝒏𝒇(𝑨 ∩ 𝑩) = 𝒎𝒊𝒏[𝒊𝒏𝒇(𝑨); 𝒊𝒏𝒇(𝑩)] 

 : تطبیق

 )sup , min , inf , max,  les majorants et les minorants(  : عین ان امكن

𝐴: : �
1
𝑛2

+ 1;𝑛 ∈ 𝑁∗� 

 : الحل

:𝑨     : المجموعة � 𝟏
𝒏𝟐

+ 𝟏;𝒏 ∈ 𝑵∗� 

 : لدینا

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑛2 ≥ 1

0 <
1
𝑛2 ≤ 1

1 <
1
𝑛2 + 1 ≤ 2

 

 : اذن

𝑨 ≠ ∅ 𝒄𝒂𝒓 𝒖𝟏 = 𝟐 

𝑠𝑢𝑝 (𝐶) = 𝑚𝑎𝑥(𝐶) = 2 
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𝑖𝑛𝑓(𝐶) ≠ 𝑚𝑖𝑛(𝐶) = 1 
 


