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Chapitre : 3

Conduction de chaleur

3.1. Introduction :

On dit que le régime est stationnaire ou permanent si, en tout point, la
température est indépendante du temps. L’équation différentielle de la
conduction thermique en régime permanent correspond a une forme particuliere

de I’équation fondamentale de la conduction dans laquelle le champ de

. : aT
température ne varie pas avec le temps (E = 0).

Certaines applications pratiques peuvent étre traitées par des systémes
unidimensionnels ou la température ne varie essentiellement que dans une seule
direction. Les cas de référence sont représentes par le probleme plan,

cylindrique ou sphérique.

3.2. Mur simples avec des faces isothermes :

Ce cas correspond a la conduction d’une plaque d’épaisseur finie et des

dimensions infinies. Le champ de température ayant la forme, T = T (x).

Soit un tel mur simple, d’épaisseur € est constitu¢ d’un matériau homogene et
isotropique, de conductivité thermique constante A. Les températures des faces

decemursontT, et T, (T;> T,).

Dans I’absence de sources internes (g = 0), I’équation différenticlle de la

conduction s’écrit sous la forme :

o 3.1)

dx?
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Pour obtenir la solution de cette équation,

On intégre deux fois et on obtient ;

dT_C
dx 1

T(x) = c1x + ¢y (3.2)

<

0 X

Fig.3.1.bilan thermique d’un mur simple

Pour déterminer les constantes d’intégrations C; et ¢, en utilise les conditions
aux limites :

CL(1):x=0,T =T, (3.3a)
CLR2):x=e¢e, T =T, (3.3b)
CL(].) = T1 = Cl(O) + Cy = Cy, = T1 (34)

T,—T;

CL2)=>T,=ci(e)+c; =c¢; = (3.5)

On remplace 1’équation (3.4), I’équation (3.5) dans I’équation (3.2), on obtient

le champ de tempeérature dans le mur simple :

T(x) =Ty — = (3.6)
3.2.1. Flux thermique
Le flux thermique dans ce mur s’obtient en utilisant la loi de Fourier ;
q= —Ks% = Ks% (3.7)
On peut écrire cette expression du flux sous la forme ;
g = T1;T2 _ AT (3.9)

s Rca
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Cette relation est analogue a loi d’Ohm en électricité qui définit I’intensité du
courant I comme le rapport de la différence de potentiel électrique U sur la

résistance électrique R;. La température T apparait ainsi comme un potentiel

thermique et le terme (i) apparait comme la résistance thermique d’un mur

simple d’épaisseur e , de conductivité thermique constante A et de surface s .

AU AT
[=— & qg= — 3.9
Rcl q Rcd ( )
_1 5
Lo ANNN—X T
R _ e
cd — AS

Fig.3.2. Analogie électrique de la Resistance
thermique d’un mur simple

3.3. Mur simple avec une source interne :

On considere un mur simple, homogene et isotrope ayant une épaisseur e. On
suppose que les températures T; et T, des surfaces extrémes du mur sont
uniformes et constantes. La source interne g est uniformément distribuée dans le

volume du mur.

L’équation différentielle qui décrit la distribution de la chaleur dans ce mur

prend la forme :

2
S+ 2=0 (3.10)

Par une double intégration, on obtient le champ de température ;

dT —g
dx_ 2 *tra

etdonc: T(x) = ;—i x2+cix + ¢y (3.11)
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Les constantes d’intégrations sont déterminées a partir des conditions aux
limites de I’équation (3.3).

CL(l) - CZ - Tl

CLR) = =2 e- TleTZ

On introduit ces valeurs dans I’équation (3.11)

Ty Tz

T(x) = =2 &2 +( —I)x+ Ty (3.12)

3.3.1. Flux thermique

On utilise la loi de Fourrier, on obtient le flux thermique

dT —
q=2As —= —AS(Tgx+ 1)
g As
q = gsx — c1SA = gsx — Sse+ :(Tl —T5) (3.13)

3.4. Mur multicouches en contact avec deux fluides :

Les murs réels sont constitues de plusieurs couches de matériaux différents. Les

températures des fluides en contact avec les deux faces du mur sont

Ty.et Ty, (Ty, > Tp,).

Les coefficients d’échange de chaleur par convection sont h4 et h,.

fluidel | Ty T, T3 T,
X K
fluide?

T¢q T,

€s €p ec

7'

F N

Fig.3.3.Schématisation d’un mur multicouche
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Sous les hypothéses de régime permanent de transfert thermique par
conduction et en I’absence de sources internes de chaleur, le flux thermique se

conserve lors de la traversée du mur et s’écrit :

/'lAS (Tl ~T,) = ApS(T2=T3) _ AcS(T3—Ta) = hyS(T, — T,) (314)

eB ec

q= hls(Tﬁ - Tl) =

En résolvant 1’équation (3.14) par rapport des différences de température on
obtient:

Tp =T =15 (3.15a)
T, —T, =55 (3.15b)
€A
TZ - T3 = é y (315C)
€B
T3 =Ty = 755 (3.15d)
_ 9

En additionnant membre a membre les relations de 1’équation (3.15), on
trouvera :

€A €B_
Tfl sz—Q( +/1AS+ A5S +/1C5+h2)
. Tri—Ty,
D’ou, q = -3 —e4 € . ec 1 3.16)
h1S "A4S AS AcS hyS
est:
q
—_—
Tf1 T; T, T3 Ty Ttz
N4 VA VA VAN 4 VA VA VALY 4 VA VA VAN 4 VA VA VAN 4 VA VA VAN
1 L 5 & 1
hS AaS ApS AcS h{S

Fig.3.4. Schéma électrique équivalent
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En général, pour un mur a n couches, le flux thermique s’écrit sous la forme ;

Tr— Ty
=T ~u & 3 (3.17)
h1S i=1 i;i S hyS

3.5. Cylindres creux long avec des faces isothermes :

On considere un cylindre creux de conductivité thermique A constante, de
rayon intérieur R, et de rayon extérieur R, et de longueur L. Les températures

des faces internes et externes étant respectivement T; et T, (T;> T, ).

On suppose que le gradient longitudinal de température est négligeable devant le
gradient radial. La conduction thermique est donc unidirectionnelle suivant la
direction radiale. Le cylindre ne contient pas de source interne de chaleur (g =
0).

Dans le cadre de ces hypothéses, 1’équation différenticlle de la conduction en

coordonnées cylindriques s’écrit sous la forme : R,
| R
I_L>
1d (_ dr -
o (ra) =0 318) /
" T, T,

Pour une double intégration de cette équation,

7

on obtient le champ de température ; L
T
r—=¢=—==
ar ar r

0 r

|
i
i
i
I
|
i
i
ar 1 [
|
i
i
I
I
i
i

Fig.3.5. Schéma d’un cylindre creux

v
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D’ou T(r) =ciInr+c, (3.19)

Les constantes d’intégrations c; et C; sont déterminées d’apres les conditions aux

limites :
CL(1):r=R,,T =T, (3.20a)
CL(Z) r = RZ ,T = TZ (320b)

CL(l) - T1 = lan +C2
CL(Z) - Tz = (1 lnRZ +C2

D’ou les valeurs de c; et ¢, sont :

_Th-T; _ T -T,
=R et ;=T —-x
Ry R

In R,

On remplace les valeurs de c; et ¢z dans I’équation (3.19), on obtient 1’équation

de champ de température dans un cylindre ;

In—
T(r) =T, = (T: = T2) -z} (3:21)
Rq

3.5.1. Flux thermique

D’apres la loi de Fourier, le flux thermique est ;
ar
q=—A1s -

avec ; s=2nrlL et —=

ar 1
dar r

Dou, q=—-A2nrL 2= —2miLc,
T

q = 2mAL (T;n;?) (3.22)

Ry

cette relation peut aussi étre mise sous la forme
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8
Gl - (T;‘;z) (3.23)
2mAL Ry ¢

Ou la résistance thermique de la conduction pour un cylindre creux est donnée
par;
_ ! R
Rea = 5 m In 7, (3.24)
Dans les applications pratiques, on utilise le flux thermique linéaire qui est
donne par la relation :
q (T —T3)

U@=77 T 8’ (3.25)

2mA "Ry

3.6. Cylindre creux multicouches en contact avec deux fluides :

C’est le cas pratique d’un tube recouvert d’une ou plusieurs couches de

matériaux différents et ou ’on connait que les tempeératures Ty, et Ty, des
fluides en contact avec les faces internes et externes du tube.

h, et h, sont les coefficients de transfert de chaleur par convection entre les
deux fluides et les faces internes et externes.

Le flux thermique a travers chaque section est le méme, il est représenté par :

(T1-Tp) T,—T
q = hi2nR L(Tpy — Ty) =—7—3; = (12 n3R)3 = hy2mR3L(T5 — Tf)
2migl Ry

2mA L nR_]_

(3.26)
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T T| Ts

Z

L fluidel fluide2

h / hy T
/ 1

v

Fig.3.6. Schéma d’un cylindre creux multicouche

D’apres ces équations on peut déterminer les différences de températures
comme suite :

1
27TABL

1 R
T =T =g o= T2 = 4G ) T = Ts = q(

R
’ ln _3)7 T3 -
hlanlL ZHAAL R2

q

Tpy = —3
f2 ™ p,2nR,L

Les températures intermédiaires peuvent étre éliminées par I’addition des

termes relatifs a la différence de température, on obtient alors;

1 1 R 1 R 1
+ In-2 + In=2 4+ ——) (3.27)
h’lanlL ZT[A.AL Rl ZT[A.BL Rz hzZT[RgL

Ty —Tpy = q(

L’expression qui permet d’écrire le flux thermique traversant radialement le

cylindre s’écrit :

Tfl_TfZ
q="—"1 1 Rz 1 Rz _ 1 (3.28)

4

hi2mR1L" 2nApL an I 2nAglL nRZTh22TL'R3L

Le schéma électrique equivalant est représenté sir la figure (3.7).



Conduction de chaleur 10

Ta _/\/\/\/\T_l/\/\/\/\L/\/\/\/\T?’_/\/\/\/\_ Te
1 1L R . R 1
n— 3
hi2mR, L 2L R, ZHABLlnR_Z h,2mR;L

Fig.3.7. Schéma électrique équivalent d’un cylindre creux multicouche

3.7. Effet de la conductivité thermique variable :

En pratique, la variation de la conductivité thermique avec de la température
peut étre négligée, si le domaine de temperatures considéré n’est pas grand, ou

lorsque la température dont dépend la conductivité n’est pas élevée.

Pour de nombreux matériaux, particulierement dans un domaine de températures
limité, la variation de la conductivité thermique avec la température peut étre
représentée par une fonction linéaire.

AMT) = 2o(1 + al) (3.29)
Avec :

Ao - Conductivité thermique a T = 0.

a : Coefficient de température de la conductivité thermique.

Avec une approximation linéaire de la variation de la conductivité thermique
avec la température, le flux thermique par conduction a travers un mur simple

s’écrit :

q = SA(T)% SSINCEES fT? AMT)dT = — fT? Ao(1 + aT)dT (3.30)

L’intégration de cette €quation donne :
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¢ ="21, - T, +2(1,% - 1,%)] (3.31)

Cette équation peut s’écrire sous la forme :

A A
q="2(-T)[1+5T+T)| == (332)

SAm

Avec :

_ T1+T2

A = Ao(1+aTy) et T, ="
Am - Valeur moyenne de la conductivité thermique.

T,,, - Moyenne arithmétique des températures.

3.8. Rayon critique d’isolant :

L’addition d’une couche isolante a la surface extérieure d’une conduite de
faible diamétre ou d’un fil métallique ne réduit pas toujours le transfert de
chaleur. En augmentant I’épaisseur de I’isolant, on augmente la résistance
thermique aux flux s’écoule vers le milieu extérieur. D’un autre coté la surface
extérieure devenant importante, qui favorise les échanges thermiques avec le
milieu extérieur. Cela veut dire, qu’un compromis doit étre trouvé entre ces deux

observations, apparemment contradictoires.

Il existe un diametre critique de I’isolant pour lequel les échanges avec le milieu

extérieur se font d’'une manicre optimale.

Une conduite cylindrique de longueur L a un rayon intérieur R, et de rayon
extérieur R,. Autour de cette conduite, on place un isolant de rayon R et de

conductivité thermique A.
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v

R
_—
Ry |
LRy
|
i
I Ty ;| T3
|
!
L flui:del fluide2
Tr1 i by / hy Ty
i / A
|
i isolant
| o
|
A\ 4 | "
01
|

Fig. 3.8. Schéma d’un cylindre creux recouvert d’un isolant

Le flux thermique traversant le cylindre est donné par la relation:

Tfl_TfZ
q="" 1 _ Ry 1 , R 1 (3.33)

4

+ n 1 n-—+
hqimR1L 2mAq{L "R1 2mAL Ry hy2mRL

D’aprés cette €quation le flux devient maximal lorsque le dénominateur est

minimal c.a.d. sa dérivée par rapport devient nulle.

1 1 1
2mAL Rey  2mLhyR%, 0 (3.34)
11 1
ARe  aRd
oA A
D’ou: R, = — (3.35)
h

Au dela du rayon critique, les déperditions thermiques avec le milieu extérieur

augmentent avec I’augmentation de 1’épaisseur de I’isolant.
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3.9. Transfert de chaleur dans les ailettes

Une ailette est une plaque destinée a augmenter la surface d’échange de
chaleur d’un corps. Les applications pratiques utilisant les ailettes sont
nombreuses. Elles concernent les échangeurs thermiques, les moteurs

thermiques et les montages électroniques.

Les ailettes peuvent avoir des geometries variées (figure.3.9).

C O

(@ (b) ©

Fig.3.9. Différentes géométries des ailettes . (a) Droite avec section rectangulaire.
(b) Droite avec section variable. (c) Droite avec section circulaire.

3.9.1 . Etude d’une ailette droite avec section uniforme :

On considéere une ailette droite (figure.3.10) transférant la chaleur entre une
surface plane et le milieu extérieur. L’ailette est refroidie le long de sa surface
par un fluide a température T,,. L’ailette de section transversale S et le périmétre
P. est construit d’un matériau ayant une conductivité thermique A et le
coefficient d’échange de chaleur par convection entre I’ailette et le fluide est h.
La température a la base de 1’ailette est T,,. En supposant que T, < T,, le flux de
chaleur pénetre par conduction a la base de I'ailette et dissipe dans le milieu

extérieur (fluide).
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fluide
T,
dq,q | e"_
' l
q. / Qvidvy TO % /
—_— — -~
dx
< X ‘dx‘
L

Fig.3.10. Ailette droite avec section uniforme

Le bilan thermique appliqué a un petit ¢lément de I’ailette permettre d’obtenir le

champ de température le long de I’ailette.

Soit un élément de surface de longueur dx a la distance x de la base de I’ailette.

En régime permanant, le flux de chaleur transmis par conduction a 1’abscisse

x + dx et le flux de chaleur transmis par convection a la périphérie de ’ailette :

dx = Qx+ax + Aqcy (3-36)

Par développement en série de Taylor de g, 4, On obtient:

da,
Qrvdx = Gx + 2 dx + - (3.37)

En remplacant 1’équation (3.37) dans 1’équation (3.36) on obtient :

dqy
d—(;dx +dq, =0 (3.38)

On peut écrire :
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day , _ d dr e d?T
Sy = = (—/15 E) dx = —1S " dx (3.39)
Et: dq,, = hdS(T — T,y) = hPdx(T — T,,) (3.40)

On remplace 1’équation (3.39) et 1’équation (3.40) dans 1I’équation (3.38), on

obtient :

S L dx + hPdx(T = T.,) = 0
dx? X X o) —

d?T = hP
I+ T -To) =0 (3.41)

En posant : w? =Z—§ etT =T — Ty
L’équation (3.6) devient :

— +w?T =0 (3.42)

Cette équation est une forme classique d’une equation différentielle ordinaire du

second ordre dont la solution générale est :

T(x) = Cie“* + Cre™ % (3.43)

Ou les coefficients C,et C, sont determinés pour des différentes situations, en
Imposant des conditions aux limites correspondantes.
3.9.2 Ailette longue et mince :

Si lailette est infiniment longue par rapport aux dimensions de la section, la
température a son extrémité s’approche de celle du fluide. Donc, les conditions

aux limites sont :

x=0,T=T,

x>, T =T,
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Avec changement de variable on obtient :
CL1 x=0,T=T,-Tyw=T, (3.44a)
CL2 x>0, T=T,—Tyw=0 (3.44b)

En substituant ces conditions dans 1’équation (3.43) on obtient les coefficients

c.etc,:

;=0 (3.45a)
c, =T, (3.45hb)

Et I’équation de température devient :

T(x) = Tye@*
e = g (3.46)

3.9.2 .1 .Flux thermique

Le flux de chaleur échangé a travers la section S située a la distance x de la

base de I’ailette est déterminé en utilisant la loi de Fourier.
dT _
qy = —ASE = ASw(Ty — T, )e @

qx = VAShP(Ty — T, )e ®* (3.47)

La valeur maximale du flux a la base de ’ailette est (x = 0) :

Gmax = VAShP(Ty — Ts,) (3.48)

3.9. 3.Ailette courte et mince :

C’est le cas d’une ailette a longueur finie, mais la chaleur évacuée par
I’extrémité est négligeable ou bien cette extrémité est isolée. Les

conditions aux limites sont :
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x=L , —1%_-9
dx

Avec le changement de variable on a les conditions aux limites :

x=0 , T=T —Ty=T, (3.49a)
x=L , %T_yp (3.49b)
dx

En introduisant ces conditions dans 1’équation (3.43) avec sa dérivée, on

obtient les coefficients C,et C, :

e—wL

C, (3.50a)

o ewL+e—wL

ewL

C, (3.50b)

o ewL+e—wL

En substituant les coefficients C,et C, dans 1’équation (3.43) et 1’équation du

champ de température devient :

e—wL ewL

Tx)=T, it oo —are ™ (3.51)

T(x) = T, 2202 (3.52)

Et T—To _ chw(L—x) (3-53)
To—Two chwl

3.9.3.1. Flux thermique

Le flux de chaleur dans une section située a une distance x de la base de

I’ailette est :

shw(L—x)
chwL

ar
G = —AS = = ASw(Ty — Top)
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shw(L—x)

Ax = VAShP (To — Too) =, — (3.54)
Le flux maximala x = 0 est:
Gmax = VAShP(Ty — T, )thwL (3.55)

3.9 .4 .Ailette courte et épaisse :

C’est le cas d’une ailette a longueur finie, en tenant compte des échanges
thermiques par convection a D’extrémité de [Dailette. Le flux de chaleur
s’écoulant par conduction a la face x = L doit étre égal au flux de chaleur
transmis par convection de la section a ’extrémité de ’ailette au fluide. Donc,

les conditions aux limites sont :
x=0 ,T=T,
x=L ,-ASE =hs(T-T.)
dx

Avec changement de variable on obtient :

x=0 , T=T,-T,=T, (3.56a)
x=L , =252 =hsT (3.56b)

En substituant ces conditions dans I’équation (3.43) avec sa dérivee, on obtient

le systeme :
A(Ciwe®t — Co,we™Y) = h(Ciwe®! + Cywe™ L) (3.57b)

.. _h
On posant :a = o

= e “L(1-a)
Gi=Tp eYL(1+a)+e~%L(1-a) (3.588.)
_ wL
C,= T e” (ta) (3.58b)

0 ewl(1+q)+e~?L(1-a)
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D’ou I’expression du champ de température le long de ’ailette est :

_ = e—a)L(l_a) WX — e“’L(1+a) —wX
T(x)= T, eOL(1+a)+e-“L(1-a) 0 ewl(14+q)+e~@L(1—a)

_ & ch(L=x)+ash(L—x)

T =T, chwL+ashwL (3:59)
Et T-To _ chw(L—x)+ashw(L—x) (3.60)

To—Too chwlL+ashwL

3.9.4.1. Flux thermique

En utilisant la loi de Fourier, on obtient 1’expression de flux de chaleur pour

une section située a une distance x de la base de I’ailette :

chw(L—x)+ashw(L—x)

aT
x = _/15; = ASw(Ty — Te)

chwL+ashwL
Bt g = VISRP(T, — T, Sttt @51

Le flux maximal a x = 0 est:

thwl+a
1+athwlL

Gmax = VAShP(Ty — Ts,) (3.62)



