11.

CTR, (i) = % < i’;;‘ _ 1/2¢t CTRy (ir) = % x 31//3; ~1/6 @.1)

Comme il n’y a que deux axes non triviaux , la qualite de représentation de i, dans le plan factoriel

1-2 est 1.
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Chapitre 4

Classification

41 Introduction

Ce chapitre concerne les méthodes de classification ou cluster analysis en anglais. Le
but est de regrouper les individus en classes qui sont le plus homogene possible.
Les méthodes de classification font parties intégrante de 1’analyse de données est depuis
longtemps forme une problématique importante issue surtout de 1’étude des phénomenes
naturelles . Les techniques de classification sont des méthodes permettant de regrouper
les lignes ou les colonnes d"un tableau de données sur base d’'une proximité entre ces
lignes ou ces colonnes.
Selon la nature du tableau de données, la distance utilisée pour juger de la proximité
de nos éléments statistiques sera différente. Par exemple, si les données sont toutes de
nature quantitative, une distance de type euclidienne pourra étre utilisée ; pour des don-
nées nominales par contre, nous devrons faire appel a des indices de distance basés sur la
construction de tableaux croisés. par exemple si les variables sont de type échelle (quan-
titative), une distance euclidienne standard peut s’appliquer. Si les variables sont nomi-
nales, on utiliser une distance de type Khi-deux.
D’une maniére générale, les techniques de classification sont donc des méthodes mathé-
matiques qui cherchent a effectuer des regroupements des individus statistiques les plus
proches dans un espace a dimensions multiples.

La classification a pour principal objectif de regrouper les individus décrits par un en-
semble de variables, ou regrouper les variables observées sur des individus et d'interpré-

ter ces regroupements par une synthese des résultats. L'intérét de regrouper les individus
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est ici de les classer en conservant leur caractere multidimensionnel, et non pas seulement
a partir d’une seule variable. Si les variables sont nombreuses il peut étre intéressant de
les regrouper afin de réduire leur nombre pour une interprétation plus facile.

Les méthodes de classification sont donc complémentaires des analyses factorielles dé-

crites dans les chapitres précédents.

4.1.1 Domaines d’application

Ces techniques peuvent étre utilisées dans de nombreux domaines comme :

— le domaine médicale : regrouper des patients afin de définir une thérapeutique

adaptée a un type particulier de malades

— le domaine du marketing, afin de définir un groupe cible d'individus pour une

campagne publicitaire. On parle alors souvent de segmentation a ne pas confondre
avec la segmentation qui est une méthode de discrimination par arbre.

— Dans le domaine de la reconnaissance des formes elle porte le nom de classification

non-supervisée.

En biologie on parle souvent de Taxonomie et en Intelligence Artificielle on parle d’Ap-
prentissage non supervisé. Il ne faut pas confondre les méthodes de classification avec
les méthodes explicatives de discrimination dont 1’objectif est d’expliquer une partition
connue a priori, c’est a dire d’expliquer une variable qualitative dont chaque modalité
décrit une classe de la partition, par un ensemble de variables de type quelconque (et non

pas d’expliquer une variable qualitative comme en régression).

En anglais, le terme désignant les méthodes de classification automatique est Cluste-
ring les classes étant des clusters.
Ce terme En anglais désignant les méthodes de discrimination est Classification et en In-
telligence Artificielle on parle d’Apprentissage supervisé ou encore de Reconnaissance
des formes (Pattern Recognition). Aujourd’hui le Data Mining (synonymes : Fouille de
données, extraction de connaissance, ...) et un champs d’application a l'interface de la sta-
tistique et des technologies de l'information (bases de données, Intelligence Artificielle,
apprentissage). On définie parfois le Data Mining comme l’extraction de connaissances
de grandes bases de données. Le Data Mining utilise donc souvent les méthodes d”Ana-

lyse de données comme les méthodes de classification, I’analyse discriminante.
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4.1.2 Les données

Les données de départ sont souvent organisées comme une matrice X de dimension

(nx p) (nindividus x p variables), ou z;; est la valeur de la variable j pour l'individu i,

1 J p
1
1 T4
n

Les variables peuvent étre quantitatives continues ou issues de tableaux de contin-
gences, ou binaires issues de tableaux logiques, ou encore qualitatives. Afin de traiter
I'ensemble de ces types de variables, c’est la mesure de similarité ou dissimilarité qui doit
étre adaptée aux types de données. Une mesure de similarité ou de dissimilarité est une
distance a I'exception que 1'inégalité triangulaire n’est pas exigée. Ces mesures peuvent
étre des distances dans le cas de variables quantitatives. Ainsi,

Il est préférable d’employer une distance euclidienne, de Mahalanobis ot de Min-
kowsky pour les variables quantitatives continues et une distance du x? pour des tableaux

de contingences, distances que nous avons déja présentées dans chapitre précédent.

Si le tableau est composé de données mixtes, il suffit de rendre les variables quantita-
tives en variables qualitatives en choisissant quelques modalités et pour se faire, il suffit
de découper l'intervalle de variation en sous-intervalles qui définissent autant de moda-
lités. Ainsi diminuer le nombre de classes, c’est regrouper des individus de plus en plus
différents et augmenter le nombre de classes, c’est obtenir des classes plus nombreuses et

a faible effectif.

On considere un ensemble 2 = {1,...,4,..n} de n individus décrits par p variables

X1 ..., X? dans une matrice X de n lignes et p colonnes .
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Définition 4.1.1. . Il y a deux grands types de méthodes de classification :
— Classifications hiérarchiques. A chaque instant, on a une décomposition de l'espace des
individus en classes disjointes. Ces méthodes peuvent étre ascendantes ou descendantes.
Dans ce cas, au début, chaque individu forme une classe a lui tout seul. Puis, a chaque
étape, les deux classes les plus “proches” sont fusionnées. A la derniere étape, il ne reste
plus qu’une seule classe regroupant tous les individus.
— Classifications non-hiérarchiques. Dans ce cas, le nombre de classe est fixé a I'avance.
11 s’agit essentiellement des techniques d’agrégation autour des centres mobiles. Ces mé-
thodes sont particulierement intéressantes dans le cas de grands tableaux car elles sont peu
cofiteuses en temps de calcul et en espace de mémoire.
Dans ces méthodes, les individus sont regroupés dans des classes homogenes. Ceci signifie que
les individus d"une méme classe sont proches. Afin de mesurer la proximité entre individus, nous

avons besoin d'un choix de distance, objet de la section suivante.

4.1.3 Distances

Voici les distances les plus utilisées. Soit x;, ' une paire d’individus.
(A

1. La distance usuelle ot bien la distance euclidienne simple :
Les distances définies par : d*(z;, z}) =|| @; — 2} ||3,= (2, — 2,)' M (x; — )
— Si M = I, : d est la distance euclidienne simple,
— si M = D,,» (matrice diagonale des inverses des variances empiriques des
p variables), on se ramene a une distance euclidienne simple entre variables
réduites (j iéme colonne divisée par 1'écart-type empirique o). On parle de dis-
tance euclidienne normalisée par 'inverse de la variance

— si M = V1, d est la distance de Mahalanobis.
d(ﬂfi,ﬂ?i’) :H Ty — Xy ”V*%

oll V est la matrice des variances.

p
2. La distance de city-block ou de Manhattan : d(z;, zy) = > |zi; — 2]

~—

3. La distance de Chebychev, ou distance du max : d(z;, z;) = ax |zij — gl
)

100



Remarque 4.1.1.  — En général, on utilise la distance euclidienne lorsque tous les parametres
ont une variance équivalente. En effet, si une variable a une variance bien plus forte, la
distance euclidienne simple va accorder beaucoup plus d’importance a la différence entre
les deux individus sur cette variable qu’a la différence entre les deux individus sur les
autres variables. Il est préférable dans ce cas d’utiliser la distance euclidienne normalisée
par l'inverse de la variance, afin de donner la méme importance a toutes les variables. Cela
revient a réduire tous les variables (les diviser par leur écart-type) et a calculer ensuite la
distance euclidienne simple.

— Si les unités des variables ne sont pas comparables, on pourra aussi considérer les données
centrées-réduites. Une autre alternative est de prendre le tableau issu de I’ACP.

— Par définition, une distance satisfait aux conditions suivantes :
1. Symétrie : d(x;, xy) = d(xy, ;).
2. Positivité : d(z;, x;) > 0.
3. d(xj,xy) =0 <= x; = x4
4. Inégalité triangulaire : d(x;, xy) = d(x;, 1) + d(xg, Ti).
Dans certain cas, il est utile de relaxer la derniere hypothese, on parlera alors de dissimi-
larité. Par exemple, une question importante en biologie est celle de la classification des
especes. Les n individus sont alors décrits par la présence (1) ou absence (0) de p carac-

téristiques. Il sSagit dSun tableau disjonctif complet. Les distances ci-dessus ne sont pas

adéquates,

4.2 La classification hiérarchique (CAH)

La classification hiérarchique ascendante (Hierarchical Cluster Analysis) est une mé-
thode itérative qui consiste, a chaque étape, a regrouper les classes les plus proches. A la
premiére étape chaque individu constitue une classe. L'algorithme s’arréte avec I’obten-
tion d"une seule classe. Les regroupement successifs sont représentés sous la forme d’un

arbre ou dendogramme.
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4.2.1 Le principe

La classification hiérarchique procede a un regroupement d’individus caractérisés par
des criteres des variables.

Lors de la premiere étape, chaque individu est considéré comme une classe a part entiere.
Nous avons donc, a ce niveau du processus, autant de classes que d’individus = N
classes pour N individus

L’algorithme de classification hiérarchique commence par calculer une distance entre toutes
les classes (ou tous les individus) présentes dans le tableau de données. Généralement, la
distance euclidienne est utilisée afin de rendre compte de cette mesure. Ainsi, plus cette
distance sera petite, plus les classes seront proches, et, donc, seront similaires.

Une fois I'ensemble des distances entre les points calculées, 1’algorithme va fusionner
les deux individus (ou les deux classes) ayant la distance la plus petite (donc les plus sem-
blables) pour ne constituer qu'une seule classe. Ainsi, a la fin de cette premiere étape, une
classe a disparu = N-1 classes pour N individus.

L’algorithme repart a zéro puisqu’il recalcule, a nouveau, toutes les distances entre les
classes, pour fusionner deux nouvelles classes, selon le méme principe que précédem-
ment (ie les classes dont les distances sont les plus petites). A la fin de cette deuxieéme
étape, nous avons => N-2 classes pour N individus.

Ce processus continue jusqu’a ce qu’il ne reste plus qu'une seule classe. En d’autres
termes, toutes les classes finissent, en fin d’algorithme par ne constituer qu'une seule
classe == 1 classe pour N individus.

Tout le travail de I'analyste constituera, maintenant, a remonter les étapes a partir de
la classe 1 pour savoir a quel niveau il est pertinent de s’arréter. Nous voyons bien en
quoi les individus sont classés d'une fagon hiérarchique : au début, les individus les plus
proches sont regroupés. Plus nous avangons dans les étapes, plus les individus different.

L’'interprétation du nombre de classes se fait donc toujours a partir des dernieres étapes.

Exemple 4.2.1. Soit ) un ensemble avec 9 éléments : a, b, ..., i.
Supposons que la CHA a produit la suite de partitions suivante :
niveau 0 abcdefghi

niveau 1 abcd(ef)(gh)i

niveau 2 (abd)c(ef)(gh)i

niveau 3 (abdc)(efgh)i
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niveau 4 (abcdefghi)

indice

1.3

Pe P5
1.1

P3

0.5
0.2

Le résultat de 1’algorithme est représenté sous forme d’un arbre, aussi appelé dendo-

gramme. La hauteur des branches représente la distance entre les deux éléments regrou-

2

pés.

Les avantages et inconvénients de 1’algorithme sont :
— Avantages. Algorithme simple, permettant une tres bonne lecture des données.

— Inconvénients.

1. Selon la définition de distance entre les classes, on trouve des résultats trés
différents. Une idée est donc d’appliquer la méthode avec différentes distances,

et de trouver les groupes stables.

2. L’algorithme est constitué de n étapes, et a chaque fois il faut parcourir la ma-
(n—Fk)(n—Fk—1)
2

trice des distances qui est de taille

4.2.2 Le choix de la métrique

Le choix de la métrique dépend entierement du type de variables que l'algorithme
de classification hiérarchique accepte. Comme il accepte 3 types différents de variables
(continues, nominales ou dichotomiques), nous aurons 3 familles de mesure, appelés res-
pectivement Intervalle, Effectifs et Binaire.

— Pour les variables continues, on utilise traditionnellement une distance euclidienne

car facile a comprendre et facile a calculer.

Si deux individus ont 35 et 45 ans et ont débuté a travailler a 21 et 22 ans, la distance

euclidienne entre ces deux individus sera égale a d(z, y) = \/ (35 —45)2 + (21 — 22)2
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soit 10, 05.
Il existe un grand nombre de distances plus olt moins utilisées. Pour les variables
continues, nous pouvons citer le coefficient de corrélation de Pearson, Cosinus,
Distance de Tchebycheff, etc...

— Pour les variables nominales, de nouveau, il est souvent plus simple de se rappor-
ter a des choses connues comme, par exemple, une distance du x?.

— Enfin, pour les variables du type dichotomique, le choix, par défaut, se porte sur

une distance euclidienne.

4.2.3 Choix de la méthode

On a la question sur quel critére repose le regroupement des individus en classes ?
Lors du calcul des distances entre deux classes qui comprennent plusieurs individus, il

existe plusieurs possibilités en matiére de choix de points de référence de la classes .

Définition 4.2.1. On appelle stratégied’agrégation, la facon d’apprécier la proximité entre deux
classes C et Cy, au cours des agrégations successives qui se réalisent lors de la construction de la

hiérarchie.

Voici quelques définitions naturelles de distances entre classes. Soient C' et C" deux

classes.

— La distance du saut minimum (Single Linkage ou Nearest Neighbor) calcule les dis-
tances entre les points pour regrouper les classes dont les distances entre les points
sont les plus petites. L'inconvénient de ce type de méthode est son incapacité de

différencier des classes proches.

la distance entre les classes C' et C’, notée d,,;in (C, C”), est par définition :

dpin(C,C") = min _ d(z;, zy)

.Z’iEC,LL‘,L'/ ec”

C’est la plus petite distance entre éléments des deux classes.

— La distance du saut maximum ou bien La méthode suivant le diametre (Complete

Linkage ou Furthest Neighbor) prend la démarche inverse, c’est-a-dire qu'une fu-
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sion entre deux classes s’opere lorsque les distances entre deux points de deux
classes différentes sont les plus éloignées. Comme la technique précédente, cette
méthode est relativement insensible aux valeurs extrémes.

la distance entre les classes C' et C’, notée d,,ax(C, C’), est par définition :

Admax(C,C") = max  d(x;, zy)

z;€CxyeC’

C’est la plus grande distance entre éléments des deux classes.

%item Une autre méthode qui peut paraitre plus intuitive est celle des barycentres
(centroids)

La méthode par défaut, la distance moyenne entre les classes (Between-groups Average
Linkage ou Baverage) posséde également des propriétés intéressantes puisqu’elle
gere relativement bien les bruits. Par contre, son inconvénient est qu’elle est in-
fluencée par les valeurs extrémes. Son principe est de prendre en compte une
moyenne de distances entre les classes, pour chaque individu.

La derniere méthode dont nous pouvons dire quelques mots est la méthode de Ward.
Ses propriétés sont assez proches de la méthode des distances moyennes entre les
classes. Son approche est intéressante puisqu’elle repose sur la décomposition de
la variance. En effet, une variance comporte deux éléments : une partie qui ex-
plique les différences entre les classes (appelée variance inter classe ou expliquée)
et une autre qui relate les différences dans les groupes (variance intra classe ou ré-

siduelle).

On suppose que les individus sont attribués des poids relatifs (w;), avec >_i"; w; =
1, et que la distance entre individus est la distance euclidienne usuelle.

L’inertie totale du nuage de points est :

Loy = sz‘dQ(mag) = sz‘ |2 —g ||2 .
i=1

=1

Supposons de plus que les individus soient regroupés en k classes (4, ..., Cj. Pour
toutl e {1,...,k}:

k
— w(y) est le poids relatif de la classe C; : wp) = Y w;ainsi, Y w, =1
i€y /=1
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— g est le centre de gravité ou barycentre de la classe () ot pour tout j €

{1,...,p},:

L'inertie inter-classes du nuage de points est :

k
znter Zw d2 g(@ ) = ZW(@) H gy — g H2 .
(=1

Nous avions aussi vu la notion d’inertie intra-classes et le théoreme de Huy-

gens, qui dit que :

Itotal - Iinte’r + ]intra-

Au fur et a mesure que les
regroupements sont effectués, l'inertie
intra-classe augmente et l'inertie
interclasse diminue, car leur somme
est une constante liée aux données
analysées

n K K
20" _ 2 2 *
d’(x,2) = Dnd(g.2) + D > dkx.g)
i=1 £=1 ¢=1ieG,
Somme des carrés Somme des carrés Somme des carrés
totale = (n-1)* inter-classes + intra-classes

Exemple 4.2.2. Supposons qu’on ait 5 individus et une matrice des dissimilarités donnée par
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1 2 3 4 5
110 7 6 3 2
2/7 0 1 10 5
D=
3/6 1 0 9 4
413 10 9 0 5
5/2 5 4 5 0

D’abord, le saut minimum sera utilisé.
Etape 1 : (cette étape est indépendante du type de distance entre les classes employée!) chaque
individu est dans une classe (i.e. C; = {i}), la matrice des distance est ainsi D. La plus petite
distance est 1. Elle correspond aux deux éléments a plus petite distance : 2 et 3. Ils sont alors

fusionnés, et les classes sont maintenant {1}, {2,3}, {4}et{5}.

Etape 2 : Une nouvelle matrice des distances doit étre calculée (selon la régle du saut mini-

mum).

\ {1 {2,3} {4} {5}
(1} /o 6 3 2

{23}/ 6 0 5 4
{4} |3 5 0 5
(5} |2 4 5 0

La plus petite entrée est 2, et elle correspond aux classes {1} et {5}. Ces classes seront fusionnées

pour donner les nouvelles classes {1,5}, {2, 3} et {4}.

\ {15 {23} {4}
{1,5}] 0 4 3
{2,3}| 4 0 5

{4} | 3 5 0

Sa plus petite entrée est le 3, et en conséquence les classes de {1,5} et {4} seront fusionnées. On

a maintenant deux classes : {1,4,5} et {2,3).

Etape 4 : Il ne reste que deux classes, et donc une seule possibilité pour faire la fusion. Néan-

moins, il est utile de connaitre la distance qui les sépare : ici 4.
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Exemple 4.2.3. Le méme exemple avec le saut maximum :

Etape 1 : Comme i I'exemple précédent : la plus petite distance (celle entre 2 et 3) est 1. Ils
sont alors fusionnés, et les classes sont maintenant {1},{2,3}{4} et {5}.

Etape 2 : Une nouvelle matrice des distances doit étre calculée (selon la régle du saut maximum).

\ {1 {2,3} {4} {5}
1y 1o 7 3 2

23}/ 7 0 9 10
{44 /'3 9 0 5
(5} | 2 10 5 0

La plus petite entrée est (encore) 2, et elle correspond aux classes {1} et {5}. Ces classes seront
fusionnées pour donner les nouvelles classes {1,5,{2,3} et {4].

Etape 3 : La matrice des distance est

\ | {15} {2,3} {4}
{1,5}] 0 10 5
{2,3}| 10 0 9

{4} | 5 9 0

Sa plus petite entrée est le 5, et en conséquence les classes de {1,5} et {4} seront fusionnées. On a
maintenant deux classes : {1,4,5} et {2,3}.
Etape 4 : Il ne reste que deux classes, et donc une seule possibilité pour faire la fusion. Néanmoins,

il est utile de connaitre la distance qui les sépare : ici 10.

4.3 La classification non hiérarchique

Il s’agit de regrouper n individus en k classes de telle sorte que les individus d"une
méme classe soient le plus semblables possible et que les classes soient bien séparées.
Ceci suppose la définition d"un critére global mesurant la proximité des individus d"une

méme classe et donc la qualité d"une partition.
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4.3.1 Méthode des centres mobiles

Cette méthode peut étre vu comme un cas particulier de 'approche des nuées dyna-
miques développée par E. Diday (1989).
Cette méthode d"un formalisme tres simple n’en est pas moins trés efficace pour de vastes
tableaux de données. Elle est de plus rapide, mais cependant pas toujours optimale.
La méthode des centres mobiles est fondée sur une méthode de partitionnement directe

des individus connaissant par avance le nombre de classes attendues.

Principe de l'algorithme

Soit un ensemble I de n individus a partitionner, caractérisés par p caracteres ou va-
riables. On suppose que 'espace R” supportant les n points individus est muni d’une
distance appropriée notée d (souvent distance euclidienne usuelle ou distance du x?). On

désire constituer au maximum ¢ classes. Les étapes de 'algorithme sont illustrées par :

Etape 0: On détermine q centres provisoires de classes (Le choix de ces centres est
important pour la rapidité de la convergence, et les connaissances a priori doivent
ici étre mises a profit, s'il y en a. Dans le cas contraire, le plus courant, il suffit de

tirer aléatoirement ces centres par un tirage sans remise des q centres.).

Les q centres :

{C},..CY,....C}

induisent une premiere partition p° de ’ensemble des individus I en q classes :
{10, I}, ... 1)}

Ainsi I'individu i appartient a la classe I} s'il est plus proche de C} que de tous les

autres centres.

Etape 1: On détermine q nouveaux centres de classes :
1 1 1
{Cr, - Gy, G}
en prenant les centres de gravité des classes qui viennent d’étre obtenues :

{r0,.., 1, .., 13}
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Ces nouveaux centres induisent une nouvelle partition p' de I construite selon la
méme regle que pour p°.

La partition p' est formée des classes notées :

T o

Etape m : On détermine q nouveaux centres de classes :

{or, .o, Oy

en prenant les centres de gravité des classes qui ont été obtenues lors de I'étape

précédente,

{rt Iy

Ces nouveaux centres induisent une nouvelle partition p™ de ’ensemble I formée
D

des classes :

R FER

Le processus se stabilise nécessairement et I’algorithme s’arréte soit lorsque deux ité-
rations successives conduisent a la méme partition, soit lorsqu’un critére convenablement
choisi (par exemple, la mesure de la variance intra-classes) cesse de décroitre de facon sen-
sible, soit encore parce qu'un nombre maximal d’itérations a été fixé a priori.

Généralement, la partition obtenue finalement dépend du choix initial des centres.

Il existes de nombreux algorithmes qui sont fondés sur un principe similaire. Les deux
principaux sont les nuées dynamiques et les k-means ou k-moyennes. La différence pour la
méthode des nuées dynamiques se situe au niveau de la réaffectation des individus a

chaque classe.

Apres avoir déterminé les centres de gravité, un noyau est déterminé pour chaque
classe comme étant I'individu le plus proche du centre de gravité de chaque classe. La
réaffectation se fait alors en fonction de la distance des autres individus aux noyaux de

chaque classe. Ce formalisme a permis plusieurs généralisations de la méthode.
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l: I - ™ - & .
® * . Tirage au hasard
g’a * * e e des centres
SR A cf et c§

Constitution des classes
1 et 19

Nouveaux centres
¢l et Cl

et nouvelles classes
1 et 1}

MNouveaux centres

Cf et C3
et nouvelles classes

1# et 13

FIGURE 4.1 - Les étapes de I’algorithme

La méthode des k-means apres avoir choisi une premiere fois les centres mobiles, recal-
cule le centre de chaque classe des lors qu'un individu y est affecté. La position du centre
est donc modifiée a chaque affectation, ce qui permet d’avoir une bonne partition en peu
d’itérations.

L'avantage de ces méthodes est de permettre Ie traitement d"un nombre trés éleve
d’elements a des cofits satisfaisants, inferieurs a ceux occasionnés pour les classifications
hieérarchiques. Mais elles possedent aussi quelques inconvénients non négligeables : a
part le risque d’obtenir des classes vides, donc d’aboutir a moins de k classes, est de four-
nir une partition finale qui dépend de la partition de départ : on n’atteint pas 1'optimum
global mais seulement la meilleure partition possible a partir de celle de départ. De plus,

la partition initiale est souvent arbitraire car il est courant de choisir les centres par tirage
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au sort de k individus parmi n.

4.4 Interprétation

L'interprétation repose essentiellement sur la lecture du dendrogramme. Elle devient
problématique lorsque le nombre d’individus est tres important. Elle doit se faire de haut
en bas afin d’examiner d’abord les partitions qui possédent peu de classes, pour ensuite
entrer dans des considérations plus détaillées. Nous cherchons, essentiellement la par-
tition qui présente le plus d’'intérét. Pour cela, il faut chercher a construire des classes

homogenes.

4.5 Conclusion

Nous avons dans ce chapitre présenté uniquement deux méthodes (ou famille de mé-
thodes) de classification : la méthode des centres mobiles et la classification hiérarchique
ascendante. Les méthodes de classification sont cependant trés nombreuses. Il existe entre
autre une méthode dite de classification mixte (hybrid classification) qui est un mélange de
la méthode des centres mobiles et de la classification hiérarchique. Elle est particuliere-
ment bien adaptée aux tableaux de données comportant des milliers d’individus, pour

lesquels le dendrogramme est dificile a lire.

La classification est une phase importante de I’analyse des données. 1l est préférable
de I'employer en complément des méthodes d’analyse factorielles (particulierement la
classification ascendante hiérarchique qui utilise la méthode de Ward pour I'agrégation).
Il est conseillé d’appliquer la classification apres les analyses factorielles. Cependant, les
classes peuvent constituer des variables supplémentaires dans I’ACP, ’AFC ou encore

I’ACM.

4.6 Excercices

Exercice 4.6.1. On se propose de réaliser une classification des 7 points suivants en utilisant la

méthode d’aglomération au plus proche voisin : M; = (1;4), My = (4;4), M3 = (5;3), My =
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(2;2), M5 = (5;2), M = (7;2) et M7 = (2;1).

1. Calculer le carré de la distance euclidienne de My a M,.

d*(My, My) = (21— 22)* + (1 —ya)* = (1 =2)* + (4 = 2)* = 5.

2. Représenter graphiquement les 07 points. Calculer le tableau des distances entre les 07

points en utilisant le carré de la distance euclidienne.

T
A ® M1 . M2 M1 Mz M3 Ma M5 Me M7

M1 0 9 17 5 20 40 10
3 @ M3 Mz 0 5 13 13
2 ovs o ™ e B
1 o M7 s 1] 4 10

Me 0 26
0 M7 0

0 1 2 3 4 5 G 7 B

3. Sur un second dessin, en les entourant d'une courbe, les deux points les plus proches pour
former une classe, Iy, puis déterminer le deuxieme tableau de distance en calculant notam-

ment les distances (au plus proche voisin) de la nouvelle classe avec les 5 autres points.

4. Tracer un dendrogramme résumant cette classification.

Exercice 4.6.2. Classification par la méthode des centres mobiles.

On considere les 6 points My = (2,3), My = (—2,1), M3 = (2,1),M, = (—1,0),M; =

(—2,—1) et Mg = (2, —1).

1. En supposant que les deux points My et M sont les centres initiaux, décrire par une suc-
cession de dessins, les étapes de I'algorithme des centres mobiles en représentant a chaque

itération de I'algorithme les centres ainsi que les classes qu’on entourera chacune d’un

rond.

2. Les trois dessins de la question précédente représentent trois partitions différentes du méme
ensemble. Calculer l'inertie totale du nuage puis, pour chacune des partitions, l'inertie
intra classe et vérifier qu’elle est bien décroissante au cours du processus. En calculant

Uinertie inter de I'une des partition, vérifier le théoréme de Huygens.
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Ld’a)ré! ke tableau on a deus choix (M4,M7) ol (M3,M5) en prend M1 =4,

) M1 F
4 . .
M1 | Mz | M3 | Ms | Me | 1
] & M3 M1 1] 9 17 20 5
r s 253 Mz o 2 E 12 a8
2 ol I M3 (] s |10
1 s 0 a4 9
s 0 25
0 ]
1 F 3 4 5 -] 7 g r
5
) M1 Mz Enregroups M3etM5 = 2
= L ] -
i s M1 | Mz | Ms | r1 | T2
M1 o 9 A0 5 17
R ri P Mz 0o |13 | 8 | 2
Me o 25 4
! ri o 9
o r: 0
i 3 4 5 B ) g
5
En regroupe M2 et T2 =— 3 ={Mz M3 M5}
- M1 | Ms r rs
' M1 0 40 5 k]
. Ms 0 [ 2 [(9
0 &
. ri
rs -

En regroupe Ms st T3

F4={M2,M3,M5 M6}

) [ H ri r4
3 M| o [G] o
5 ri 0 8
ra 1
1
) 1 2 3 q 5 ] 7 -]
_ En regroupe M1 et m1 rs = {M1,M4,M7}
. rs

B

=

— Le centre de gravité du nuage est

G —

ra rs

rs

2-242-1-2+42 1
6 _ | s
3414140-1-1 1
6 2
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A
§ -
I
5 - 5 r
b ® !
®
z - l-s
Iz N
‘] [ e e ‘
My My M3 My M3 Hs M 4
- . Pramic theation ¢
/ AN & Co= s
2 o 0
(.Hz . o M3 n Jgﬁdjn:—f ﬂ;;ﬁq_]'l"fﬂ,l r;_,,"{rrﬁ}
'.1‘ ‘Hq.
3 -2 | 1 2 3
]
1-242-1+2 -
Ci- ( 3+1+?_¢._-_) = (n:s} Gl=Ms
rl:-iﬁ"ﬂ’ 'ﬂ‘j i =EH"JH"-’H’;j
- . Tacip fawe  Alesclime. ;
3T am o .I.-+.I‘_-..':. _ i M %E"I,; -1.557_
o ‘ yed 4 Sl Y Botf | o
//.MJ CY a3 *
C":* lHq - r'_lll = E‘L I'rl:l|I '.-Tf] P:,- {-”11 ﬁql HE}
: La procedure est stoppé puisque la partition est

resté inchangée entre la deuxiéme et |a troisiéme
iteration .

— L’inertie total

1
6
é [9.61 4+ 4.94 + 3.61 + 1.61 4 6.94 + 5.61] = 5.39;

Irota = It (@2 (My, G)? + (M, G)? + d*(Ms, G)? + d*(My, G)? + d*(Ms, G)? + d*(M
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— Pour la premiere partition T') = (M, My, Mz, My, Mg et TS = Ms, .
Iintra = II‘(l) + Il"g
1
= - ([d*(My, C})? + d*(My, C})? + d(Ms, C)? + (M, CF)? + d* (Mg, C1)?] + 0
1
= 68+68+2+32+52)=4

5 15
Iinter = édQ(O%,G) + §6d2<c21 — M5,G) - 139,

— Pour la deuxieme partition T'1 = (My, Mz, Mg) et Ty = (My, My, M), .

Iintra = Il"i—i_I[‘;

1 1
= - (@2 (My, €2 = M3)? + d*(Ms, Ms)* + 0] + G (@ (My, C3)? + d*(My, C3)? + +d?(1
1 110 4 10
A+ttt ;
3 2 2 3 2 2
Iinter - éd (Cl y G) _|_ gd (CQ, G)
1 1
= 5(3.61) + §d2(3.61) = 3.612;

On observe qu’a chaque itération l'inertie intra diminué (passe de 5.92 a 4 puis 1.78)
et l'inertie inter augmente (elle passe de 0 a 1.39 puis 3.61 ) mais la somme des deux

reste toujours égale l'inertie total (4 4+ 1.39 = 5.39, 1.78 4+ 3.61 = 5.39)

. Classifier les points du nuage précédent par une classification hiérarchique ascendante

(CAH) et représenter le dendrogramme.
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