Chapitre 2

Analyse en Composantes Principales

2.1 Introduction

L’analyse en Composantes Principales (ACP) est une méthode de base de 1’analyse
des données pour I'étude exploratoire ou la compression (réduction) d’un grand tableau
de dimension n x p de données quantitatives et certainement aujourd’hui l'une des plus
employées dans divers domaines de recherche.

D’un point de vue mathématique, I’ACP correspond a 1’approximation d"une matrice de
taille (n, p) par une matrice de méme dimensions mais de rang ¢ < p; ¢ étant souvent de
petite valeur 2, 3 pour la construction de graphiques facilement compréhensibles

Les principales variantes de I’ACP viennent des différences de transformations du
tableau de données. Ainsi, le nuage de points peut étre centré ou non, réduit ou non. Le
cas le plus étudié est lorsque le nuage de point est centré et réduit , dans ce cas nous

parlons d’ACP normée.

2.2 Les objectifs

L’analyse en composantes principales (ACP) est une methode de traitement des don-
nées multidimensionnelles qui poursuit les objectifs suivants :
— La représentation graphique "optimale" des individus (lignes), minimisant les dé-
formations du nuage des points, dans un sous-espace &, de dimension ¢ (¢ < p),
— La représentation graphique des variables dans un sous-espace F, en explicitant

au "mieux" les liaisons initiales entre ces variables,
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— Laréduction de la dimension (compression), ou approximation d’un tableau X par
un tableau de rang inferieur ¢ (¢ < p)

— Cherche a représenter graphiquement les relations entre individus par 1’évaluation
de leurs ressemblances®, ainsi que les relations entre variables par 1'évaluation de
leurs liaisons?.

— Visualiser les données et 1’étude des individus et les variables doit se faire simul-

tanément.

2.3 Notations

Soit p variables statistiques réelles X7 (j = 1,...,p) observées sur n individus i (i =
1,...,n) affectés des poids w; :

—Viel,..,n w;>0 et YXI w =1

— Viel,..,n :x] =X(i); mesure de X7 sur le i®" individu :

Ces mesures sont regroupées dans une matrice (tableau ) X d’ordre (n x p) :

XL | X9|... | XP

1| x] et
1 J D

i x; x] x
n l‘l .. xj o .. :L’p
n n n

— A chaque individu i est associe le vecteur z; contenant la i ligne de X mise
en colonne. C’est un elément d"un espace vectoriel noté F de dimension p; nous
choisissons R” muni de la base canonique £ et d"une metrique de matrice M lui
conférant une structure d’espace euclidien : E est isomorphe a (R?, £, M), E est
alors appelé espace des individus.

— A chaque variable X7 est associe le vecteur 27 contenant la ¢ colonne "cen-
trée" (la moyenne de la colonne est retranchee a toute la colonne) de tableau X.

C’est un elément d"un éspace vectoriel noté F' de dimension n ; nous choisis-

1. Deux individus se ressemblent, ou sont proches, s’ils possedent des valeurs proches pour l'ensemble

des variables. Cette définition sous entend une notion de proximité qui se traduit par une distance.
2. Deux variables sont liées si elles ont un fort coefficient de corrélation linéaire.
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sons R"” muni de la base canonique F et d'une metrique notée NV c’est la matrice
diagonale des poids (w;) lui conferant une structure d’éspace euclidien : F' est
isomorphe a (R", 7, N) avec N = diag(ws, ...,w,) ; F' est alors appelé espace des
variables.
— Matrice de poids :

Chaque individu de I'échontillon peut avoir un poids w;, tel queX=?" , w; =1,
notamment quand les individus n’ont pas la méme importance (échantillon re-
dressés, données regroupées,...). On a souvent w = 1/n ces poids qui sont des
nombres positifs (w; > 0), sont regroupée par une matrice diagonale notée N

de taillen x n:

w1 0

2.3.1 Trois Matrices de données

pour faire I’ACP on distingue trois tableau( matrice ) : le tableau initiale oi 1a matrice

des données brutes , les données centrés et les données centrés réduites :

1
1
X= ’ Y= 1 Yij
1 Tij
n
n
Yij=Tij — T
Données brutes Données centrés

Matrice des données centrées réduites

En divisant chaque colonne j du tableau centré Y par 1’écarte-type o; de la variable j ,on

construit le tableau notée Z des données centrées réduites, tel que

(] - D)

gj

79 —

7
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La matrice Z s’exprime aussi en fonction de X par :

Z=(X- 1gt)D1/U

ou D/, estlamatrice diagonale contenant U%; cees Uip sur sa diagonale :
1 ... j - p
1
1/oq 0
Z =i Zij Dy =
: 0 1/o,
n

Données centrés réduites

Remarque 1.3.1. Le terme réduite désigne que les variances des variables Z7 sont égales a 1

(V(Z7) = 1).

donc dans I’ACP ils existes trois matrices différentes pour décrire les méme individus
cela signifie qu’on on a trois nuages de points différentes .

Dans chaque matrice on a :

— un individu 7 est décrit par un vecteur de R?” noté z;, y;, 2; .

— une variable j est décrite par un vecteur de R" noté a7, y/, 27 .

Remarque 1.3.2. On parle toujours de vecteurs colonnes (méme s’ils décrive les lignes des ta-

bleaux X,Y,Z )

2.3.2 matrice de variance-covariance et de corrélation

Définition 1.3.1. (Rappel)
Soient x = (1, %2, ..., T,) et y = (Y1, Y2, ..., Yn) deux échantillons de meéme taille n et de moyenne

arithmétique respective
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On appelle covariance de x avec y et on note cov(z,y) le nombre

1 n
COUgyy = " Z(xi —7)(y — )

i=1

On appelle variance de x et on note Var(x) le nombre

n

1
Var, = =) (z; — T)
n

i=1

et o = \/Var(x) s’appelle I'écart-type de I'échantillon x.

On appelle corrélation (coefficient de corrélation , dependance,...) de x avec y et on note p,, =

cor(x,y) le

n

;(%’ —7) (Y — V)
\/Var(a:) \/Var(y)

— Inégalité de Cauchy-Schwarz :(cov(z,y))? < Var(x)Var(y), et donc p* < 1.

p=corx,y =

— Plus il est proche de p ~ 1, plus les variables sont corrélées de sens positive.
— Plus il est proche de p ~ —1, plus elles corrélées de sens négative.
— Un coefficient de corrélation nul i.e p ~ 0, indique I’absence de corrélation linéaire (v et y

sont linéairement indépendantes).

Définition 1.3.2. La matrice de variance-covariance est une matrice carrée symétrique qui com-
porte les variances et les covariances associées a plusieurs variables. Les éléments de diagonale de la
matrice contiennent les variances des variables, tandis que les éléments hors diagonale contiennent
les covariances entre toutes les paires possibles de variables.
On note :
2 1 & j AV
— J 7
oj == (v =)
n -
=1
la variance de la variable j, sa racines carré noté o; est son écarte-type .
1 n
k_ =ky(d =l
Covgy = £Z(£B1 —z°)(x; — T")

=1
est la covariance des variables k et .

matrice de variance-covariance noté Y s’écrit :

1 1
V=-X'X—g¢ = -Y'V = YV'NY
n n
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cov(zy, 1) -+ cov(xy,Tp) o? e cov(w, Tp)

cov(xp, x1) -+ cov(xy, xp) cov(xpy, x1) --- o)

Définition 1.3.3. La matrice de corrélation notée R est une matrice carrée symétrique qui com-
porte les coefficients de corrélation entre chaque variable et les autres. c’est a dire elle est utilisée
pour évaluer la dépendence entre plusieurs variables en méme temps.

Donc elle regroupe les coefficients de corrélation linéaire entre les p variables prises deux a
deux, elle résume la structure des dépendances linéaires entre les p variables. Elle est symétrique

et sa diagonale est composée de 1 :

1 ceor(my, mp)

r(Tp, 1) --- 1

Matrice de corrélation

La matrice de corrélation définie aussi par

]_/0'1 0
R = Dl/UVDl/J ou Dl/g =
0 1/o,

Exemple 1.3.1. Soit (f, u1, 12) un vecteur gaussien N'(0,1) et § € R,0 > 0. On pose

S =0f+ou, & =-Bf+o0ous.

On note X = (£1,&)7

— Donner la loi de X.?

— Donner la matrice de covariance de X notée 3. ?

— Donner la matrice de corrélation de X ?
Réponse :

- Vu que X est une transformation lineaire d"un vecteur gaussien, lui aussi suit une loi gaussienne.

28



Les t’ parametre de cette loi sont :

E(&) = BE(f) +oE(u) =0
E(&) = —BE(f) +oE(u2) =0
Var(&) = B*Var(f) +o*Var(u) =82 +o0® (L) i=1,2
Cov(€1,6) = —BVar(f) + o?Cov(uy, pg) = — 3
Done X ~ N(0,%) , avec 3. = Fro® - C R= 12 e
- 2 40° 1

Exemple 1.3.2. illustrer sour R o2t Matlab ?
x<-c(4,6,2,9,0,1,2)

y<-¢(9,2,5,1,6,0,3)

mean(x) ;mean(y)

median(x) ;median(Y)

cov(x,y)

cor(x,y)

2.3.3 Lamétrique

L'espace R? est muni d’une stricture euclidienne afin de pouvoire définir des distances
entre individus .

La distance d(i, j) entre deux individus i et j peut s’écrire de fagon générale :
d*(i, 5) = d* (s, 15) = ||l — all3y =< @ — 25,20 — 25 >n= (v — 25) M (2 — ;)

Ou
— M est la matrice symétrique définie positive de taille p spécifiant la distance choi-
sie,

— <..>et].

étant le produit scalaire et la norme associée a la métrique M .

On note que lorsque toutes les variables sont exprimées dans la méme unité , et que
les variances ne sont pas trop différentes,la distance euclidienne convient. La métrique
est alors la matrice identité M = [ de taille p x p et la distance euclidienne s’écrit classi-

quement :

D=

d(i, j) = (3 (af — 25)?)

k=1
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Dans le cas contraire, la métrique la plus couramment utilisée est la métrique des inverses

des variances M = D1/c* ,ou Dy, est la matrice diagonale contenant %, e U% sur sa
1 1
diagonale :
1/0? 0
M - D]_/O.Q ==
0 1/o?

Remarque 1.3.3. On utilise ces métriques
o Pour que les distance soient indépendantes des unitées de mesure.

o Pour qu’elles ne privilégient pas les variables dispersées.

Donc la métrique permet a la fois de s’affranchir de l'unité de mesure et de donner a

chaque variable la méme importance dans le calcul de la distance.

Equivalence avec les données réduites
: La matrice de la métrique des inverses des variances peut s’écrire :
M = D,jo2 = Dy1)oD1/0s
Ainsi, la distance entre deux individus i et j est :
d*(i,7) = (x; — 2;)' D1y D1jo(; — ;) = (D1/eti — D1joy) (D1jots — Dijoty)

Donc travailler avec la métrique M = D ;2 est équivalent a diviser chaque variable par écrat-type
et a utiliser la métrique identité sur tableau D,,,X , ou encore sur le tableau centré réduit 2 .
L’ACP usuelle revient donc a centrer et réduire les variables puis a utiliser la métrique

identité : c’est ce qu’on appelle une ACP normée.

Résumé :
on muni 'espace
— R? d’une metrique M de dimension p x p.
— R" d’une metrique N de dimension n x n.
L"ACP va consister a analyser les n points- individus (les lignes) et les p points-variables (

les colonnes) de la matrice des données centrés(Y) ou centré réduite (Z) , avec les métriques
1 - 0
M,=1: . | =1I5urRP
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Il
|
Il
|
S

N=|: .. surRP avec en généralw = + — N
0 - w, 0 --- 1
) ) ACP normé.,
Fait I’analyse avec la triplet (Z,I,,N) =
ACP acec la matrice de corrélation.,
ACP non normé.,

Fait I'analyse avecla triplet (Y, M; /,, N) =
ACP avec la matrice de variance-covariance..,

Remarque 1.3.4. On recommande I’ACP centré lorsque les variables sont homogéne c’est a dire
méme signification, méme unité de mesure, méme ordre de grandeur.dans le cas échéant On re-

commande I’ACP centré réduit lorsque les variables sont hétérogene.

2.3.4 L’inertie

L'inertie est une notion fondamentale en ACP, puis qu’elle est une mesure de la dis-

persion du nuage des points autour de son centre de gravité g.

Définition 1.3.4. : On appelle inertie totale du nuage de points 1, la moyenne ponderée des

carrées des distances des points au g.

L= 23 E o) = 5 2o = o) Ml o)

n . —

Plus l'inertie est grande, plus le nuage est dispersé, et au contraire plus elle est petite, plus le nuage

est concentré sur son centre de gravité.

Proposition 1.3.1. L’inertie totale est la trace de la matrice VM (ou MV) :
I, =tr(VM) =tr(MYV)

Preuve :

n

12 1 12
I, = EZ(% —g)'M(z; —g) = ﬁznyyi = 52”(%1\4%)

i=1 =1 i=1
1 t Loy
=tr(— Zyzsz) =tr(=Y'YM) =tr(VM)
n “ n

Remarque 1.3.5.
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Inertie totale du nuage de points

% ¥

1 Xli Xpi
n
X, z, ] g
. L2
Inertie totale = I(N, g) = Hid (x,.2)
1=1
_ Ll 2 s
:722(\11 X Zi (\ﬁ :Z‘Tj
”11]1 J:lnll 7=l
FIGURE 1.1 — Inertie Total
e Si M = [ inertie totale peut s’écrire :
1 n n P n i n
_ —7\2 _ J_ =i\ 2
Iy=—> > (@—-) =3 > @-7)=> 0
ni = j=1i=1 i=1

L’inertie est donc égale a la somme de variance des variables étudées qui n’est autre que le
trace de la matrice de variance V.

® SiM =Dy, 0ona:
Iy = tr(MV) = tr(D1,2V) = tr(D1/sVD1/,)

Ce qui égale a
tr(R) =p

U'inertie est donc égale au nombre p de variables et ne dépand pas leurs valeurs .

L'inertie du nuage par rapport a un axe

L’inertie du nuage par rapport a un axe A passant par le centre de gravité g est :

Zd2 A Iz = ZdQ hAuxz)

=1

Ou ha, est la projection orthogonale de z; sur I'axe A , cette inertie mesure la proximité

du nuage des individus a 'axe .
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Le nuage de points associé aux données réduites

- ol - b * -
LX) *gi X, =Z1i

=

0 0 :| Moyenne

XY =0, e X e X}

Centre de gravité: g =0, Inertietotale: I(x*,0)= p

FIGURE 1.2 — Inertie Total des données centrés réduites
L'inertie du nuage par rapport a un sous-espace vectoriel

I'inertie du nuage par rapport a un sous-espace vectoriel I’ passant par le centre de

gravité g est :
1 n
[F = — Z dZ(hFZ., 513'1)
=1

ol hp, est la projection orthogonale de z; sur le sous-espace F. Soit F'* le supplémentaire
orthogonal de F' dans R” , alors d’aprés le théoreme de Pythagore

(Figure 1 en dimension 3) on a:
d*(hgy, ;) + & (hpe, ;) = d*(g,25) = d*(g, hi) + d*(g, hpe,)
On déduit le théoréeme de Huygens? :
I +1p =1,

Lorsque F est un axe , l'inertie I par rapport a son supplémentaire orthogonal mesure
alors l’allongement du nuage de points selon cet axe F', et est appelée l'inertie portée
par l’axe ou inertie expliquée par 'axe. Ainsi, en projetant le nuage des individus sur un

sous-espace F', on perd l'inertie mesurée par /r et on ne conserve que I . Attention a

3. Chiristian Huygens, est un mathématicien Néerlandis, né le 14 avril 1629 a Haye et mort le 8 juillet

1695 dans la méme ville.
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ne pas confondre I , l'inertie par rapport a I'axe F, et [ 1'inertie expliquée ou portée
par ce méme axe, qui n’est autre que l'inertie par rapport a son orthogonal. Expression de

l'inertie /51 portée par un axe A, de vecteur directeur u est :
1 n
HA# = E Zd2(hAi”$Z)
i=1

Ainsi,

1 1 & 12”
I[AJ- = — E < T U >?\/[: — E (CCZMU)Q = — uthll'fMU
u n n

-1 i=1 "=
car (z!Mu)" = (zfMu puisque c’est un produit scalaire et que M est symétrique,
= t 1 t t
S zal)Mu = —u'MX'X Mu

Ainsi, si X est centrée de matrice de variance V ,on a:

AL = u'MVYMu

MAUVAIS BON - Axe principal
Y \ ﬁ % ‘ -
v - ¥ S, <
i 3 X — X
X X X X;
—_—-na— —_— -t

2 dimensions (nuage de points) = 1 dimension (1 axe)

FIGURE 1.3 — Axe principal

Exemple 1.3.3. Des océanographes ont prélevé dans une baie un échantillon de 100 bivalves d"une
méme espece. Ils se demandent si les différents facteurs environnementaux dans la baie peuvent
avoir une influence sur les caractéristiques morphologiques et biologiques de ces mollusques. Pour

cela, ils ont mesuré une série de variables sur chaque individu (tableau ci-dessous).




Les variables Individu | Ig hg pd O
lg= Longueur (mm) 1 12 4 14 30
hg= Hauteur (mm) 2 19 8 42 10
pd= Poids (cg) 3 16 3 30 22
Os= Consommation d’O, || 4 10 4 13 25
(unité arbitraire) 5 12 6 16 10

6 15 5 32 50

variance | ... ... 1179 ...

On calcul la matrice de var-cov et de corrélation de notre tableau de données brute.
On supposons que la matrice de variance-covariance V et de corrélation R sont mettent

sous la forme ci-dessous :(sont des matrices symétriques ).

lg hg pd 02 lg hg pd O3
lg 9 lg 1
V=| hg| 2,5 2,66 , R=| hg| 0,51 1
pd | 316,66 91,66 117,9 pd | 0,97 0,51 1
Oy | -6 —9,83 —27,5 184,58 Oy | —0,14 —0,44 —0,01 1

2.4 L’analyse du nuage des individus dans I’espace des va-

riables :

L'objectif est de fournir des images approchées du nuage des individus dans R? l'es-

pace des variables.

2.4.1 Le principe:

On considere le nuages des n points individus dans R? : N(I) = {z; e RP|i € 1,...,n}.
Supposons que la distance entre individus est la distance d induite par le produit scalaire

usuel < .,. > sur R?. Pour toute paire d’individus z;, z; :

n

d2($i7$i') :H Ty — Ty HQI Z(% - xi’j)2~

i=1

Donc on va chercher un sous espace vectoriel E;, de R? de dimension & < r (avec r =

rang(Z) c’est a dire k axes Ay, ..., A, (I, - orthogonaux) tels que le nuage de n points
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1.4 L’analyse du nuage des individus dans I'espace des variables :

FIGURE 1.4 — Représentation graphique des données.

Premier axe principal A,

individus I, projetés sur F}, ," déforme le moins possible" les distances euclidiennes entre

les individus.

i-) Dans un premier temps, nous cherchons un sous-espace vectoriel a une dimension,
c’est a dire une droite A, passant par l'origine, qui ajuste au mieux le nuage des
individus ;. Nous considérons donc le cas ou1 £ = 1. La projection sur la droite A
qui ajuste au mieux le nuage N; donne la dispersion ou inertie maximale le long

de la droite A;.

L'objectif : On cherche I’axe A; passant le mieux possible au milieu du nuage N;".

On cherche a minimiser 'inertie du nuage N par rapport a 'axe A; :

Donc a la recherche de A, :

— Maximiser la dispersion le long de la droite A; revient a minimiser les distances

des points du nuage N a la droite A;, c’est -a-dire que la droite A, passe au

plus pres de tous les points du nuage V;'.
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— Soit u; le vecteur unitaire de la droite A; (vecteur de direction) alors :
maximiser la dispersion le long de la droite A, revient a maximiser une forme
quadratique définie par

t(Xul)Xul

— Le probléme revient donc a trouver u; qui maximise cette forme quadratique
avec la contrainte ‘uju; = 1. Le sous-espace a une dimension optimal au sens
de l'inertie maximale est donc I’axe A; défini par le vecteur u; solution de ce

probleme.

ii-) Cherchons maintenant a déterminer le sous-espace a deux dimensions (A, Ay)

s’ajustant au mieux au nuage V;, nous considérons donc le cas o1 £ = 2.

— Le sous-espace a deux dimensions qui ajuste au mieux le nuage N contient u;.
— Le sous-espace a deux dimensions est donc caractérisé par les axes (A1, Ay)
défini par le vecteur u, orthogonal a u, vérifiant donc :
— la forme quadratique *(Xu; ) Xu; est maximal.
— "uyuy = 1 ( contrainte de normalité)

— 'uguy = 1 (contrainte d’orthogonalité)

Par récurrence, le sous-espace Fj, a k dimensions s’ajustant au mieux au nuage N;*
contient les vecteurs uy, uy, ..., ur .Ce sous-espace est engendré par le sous-espace véri-

fiant :

Y(Xup)Xuy, est maximal

‘usuy = 1, (orthonormée)
Résumé : on va chercher un sous espace vectoriel F}, de R” de dimension k£ < r (avec
r = rang (Z) c’est a dire k axes Ay, ..., A, (I, - orthogonaux) tels que le nuage de n points
individus I, projetés sur F}, ," déforme le moins possible" les distances euclidiennes entre les

individus.
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Matrice des données centrées réduites Matrice des coordonnées factorielles des individus

:projection surFy, U =

. . t
i C oz e i O T P P I
n n
ZteR PeER
Définition 1.4.1. — Onappelle uy,usg, , . .., uy les vecteurs directeurs de Ay, ...., Ay les axes
principaux .

— On appelle U, . la matrice des coordonnées de n individus projetés sur ces axes ou bien
— La matrice des coordonnées factorielles des individus.
— La matrice des Scores des individus sur les k premiéres composantes principales.

— On appelle * € R™ la o™ composante principale.

— On a; € RF le vecteur des coordonnées factorielles de I'individu i sur les k premier axes

c’est a dire le vecteur des scores de I'individus i sur les k premiéres composantes principales.

Remarque 1.4.1. pour quoi la phrase ” déformer le moins” et qu’el critére vent on optimiser ?

— Omn la relation suivante :

ZZwiwi/dQ(zi, Zi/) = 22 widQ(zi,Z)

A

la somme pondéré Inertie=(Z)=Somme des carrés des distances
des distances

entre pairs d'individus entre les individus et le centre de gravité

Pour la derniére assertion, il suffit de remarquer la relation suivante entre la moyenne
pondérée des carrés des distances entre les points du nuage projeté, et l'inertie du nuage
projeté :

— Omn a toujours la distance entre les individus i et i’ dans RP plus grande que la distance "en

projection” c’est a dire entre i et i’ dans R :
d*(2i, 20) > (i, bw) = 1(Z) = P

est plus grand que I(\V). et on va chercher les axes qui maximise I(\V).
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— déformer le moins possible le nuage de n points individus dans RP (centrés - réduites)

< I(V). or
I(V) =3, ws ];:1 d2(1/)m - JQ)Q = Zloi:l sz‘(%a - @aﬁ = Zg:l var(Y®)
i=1

var ()
— sik=rang(Z) , [(¥) =I1(Z) =p

2.4.2 Les composantes principales

Dans la suite on va utiliser la matrices Z ( les données centrés réduites ) pour faire
I’ACP avec la métrique M = I,
Supposons que 1’on souhaite ajuster le nuage de points N(I) par une droite A; (resp As)
qui passe par l'origine.
Notons que u; (resp us ) le vecteur unitaire qui engendre cette droite.
Le critere d’ajustement que nous retenons est le critere des moindre carrés. Nous deman-
dons que la droite A; (resp A, )soit le plus proche possible de 1’ensemble des points,
c’est-a-dire que la somme des carrés des distances entre les points et leur projection or-

thogonale sur la droite A;( resp A;) soit minimale.

premiére composante principale '

FIGURE 1.5 — Premiere composante principale 1;
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1 est une nouvelle variable définie pour chaque individu i par :
— 11(4) : longueur algébrique du segment ”01);”
— 1(i) : la coordonnée de Z; sur l'axe A,

— 1(7) : produit scalaire entre les vecteurs Z; et u;.

Deuxiame axe principal

FIGURE 1.6 — Deuxieme composante principale 9/,

¢11 77ZJ12

¢il 1/%'2

wnl wn2

—_————

1ere et 2¢™me colonnes deW

par définition :




— wl = ZMpu]. = Z[p’u,l = Z’U,]_ dOl’lC

<11 <11
1 _
V= U Zi1 B RETTI + U1p Zil
Znl Znl
— ——
1€7¢ colonnes deZ peTe colonnes deZ

={ combinaison linéaires des colonnes de Z }
— Yl = 0= var(y!) =[| " [}

Propriété 1.4.1. Quelques propriétés de )
— Yl = ZMyuy = Zluy = Zuy
— La moyenne ) = 0
— La variance (Inertie exliquée par 'axe A1) Var(y;) = \; 777

— cor(Zj, 1) = vV Awy

Probleme : comment trouver le vecteur uy, us, .....,u ? 2 ?
Solution : soit A une matrice symetrique . De maniére général,le probleme est la recherche
du vecteur u qui rend maximale la quantité ‘uAu, avec la contrainte ‘uMu =1, || u || y=1
, et A et M sont des matrices symétriques ; M est de plus définie positive et définit la mé-

trique dans R”.

La forme quadratique ‘uAu s’écrit :
"uAu = Zaijuiuj
ij
En dérivant cette quantité successivement par rapport aux p composantes du vecteur

u, on voit que le vecteur des dérivées partielles de tuAu s’écrit sous forme matricielle :

t
O('uAu) oAy
ou
De méme :
t
o(uMu) _ ..
ou

La recherche d"un maximum lié implique que s’annulent les dérivées du Lagrangien :
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L ="uAu— N'uMu —1I)

A étant un multiplicateur de Lagrange. Par suite :

%:QAu—Z)\Mu:O
ou

exprime la condition d’extremum. On en déduit la relation :

Au = AMu (1.1)

Prémultipliant les deux membres de cette relation par “u, et tenant compte du fait que

tuMu =1, il vient :

A =t uAu

La valeur du parametre A est donc le maximum cherché.

Lorsque la matrice M est définie positive, donc inversible, la relation 1.1 s’écrit alors :

M Au = \u (1.2)

u est le vecteur propre de la matrice M ' A correspondant a la plus grande valeur propre

A (si celle-ci est unique, ce qui sera le cas général).

Appelons désormais u; le vecteur u correspondant a la plus grande valeur A, telle que
la relation 1.1 soit vérifiée.
Cherchons maintenant le vecteur u, unitaire et M-orthogonal a u; (c’est-a-dire tel que

usMus = 1 et uy Muy = 0), qui rend maximale la forme quadratique “us Auy

L =t UQAUQ — )\Q(tUQMUQ — 1) — M;lLQMUl

ol \; et 1o sont deux multiplicateurs de Lagrange.
La condition d’extremum s’écrit pour 15 :
oL

— = 2Au2 — 2)\2M’U2 — ugi\/[ul =0
8UQ
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En multipliant les divers membres de cette relation par ‘u;, on voit que s = 0 (puisque
tulAUQ = XiulMuz = O)

Il reste donc comme précédemment :

MilA'LLQ = )\2u2 (13)

Quand M est inversible, u, est le second vecteur propre de M ' A, relatif a la seconde
plus grande valeur propre ), si celle-ci est unique.
On a alors :

Augy = Mg

Et si M est inversible :

MY Au, = M\yug

Remarque 1.4.2.  — Le probléme est ici un peu plus général , pour lequel ona A = Rou 'V
et M =1 on (D%) ot I est la matrice unité. Mais cette formulation plus large, avec une
métrique et des criteres quelconques tels que des masses affectées aux points, sera utile a
propos de I'analyse des correspondances et de I'analyse discriminante.

— Matrice de variance-covariance et de corrélation
L'ensemble des variances V;; = Var(X7) et des covariances Vi = Cov(X7, X7') ¢ est

regroupé dans une matrice V., symétrique, de rang égal a p en général, si n > p, sauf s'il

existe des relations exactes entre les p variables :

Vit Vi . Wy

V;Jl : : V;Jp

V ='XD,X - G'G

(*X est la matrice transposée de X , 'G le vecteur transposé du vecteur colonne G).
La matrice R de corrélation est la matrice suivante oii r;; est le coefficient de corrélation

linéaire entre les variables X7 et X7 :




1 Ti2 . Tip

7"p1 . . Tpp

Si D1 est la matrice des inverses des écarts-types, la matrice R s’écrit :

R=D.VD

1
Conclusion

Pour calculer la matrice des coordonnées factorielle des individus (scores des indivi-
dus) on effectuer la décomposition spectrale de la matrice R =" ZNZ des corrélations en
cherche les k vecteurs propres u;, us..., ux, de R? I, normés a 1 et associes aux plus grandes
valeurs propres triées par ordre croissant Ay, ...., \; et on calcule

Y = Zu,,

var(y®) = A,
Ces calcul permettent :

— Des représentation graphiques des individus projetés

— Une réduction de la dimension

Exemple 1.4.1. D’aprés I'exemplel.3.1 on rappelle que :
Soit (f, p, p) un vecteur gaussien N'(0,I) et 5 € R, o > 0. On pose

S =0f+ou, & =-Bf+o0ous.

On note X = (£1,&)7
la matrice de covariance notée X ? et de de corrélation de X :
2 2 2 —8?
+o2 - i
Donc X ~ N(0,%) , avec ¥ = b b ., R= , oo
1. Calculer les valeurs propres \y > Ay de la matrice de covariance de X.?
2. Calculer, en fonction de &; et &, puis en fonction de (f, i1, p12) les composantes principales

W et 1y associées a X. 7?7
3. Montrer que Var(y;) = N\i, Cov(¢y,12) = 0.7

4. Calculer les corrélations p;; entre &; et ;. Montrer que p?y, + pp = 1,1 =1,2.7




réponse :

1. Pour calculer les valeurs propres de cette matrice, on factorise son polynéme ca-

ractéristique :
det(X — M) = (B2 4+ 02 = \)? = 84 = (26% + 0% — \)(0? — \).

D’ou /\1 = 262 + CT2 et )\2 = 0'2.

Pour determiner le vecteur propre associé a )y, il faut resoudre le systéme lineaire

(3 — AMD)u; = 0 sous le contrainte || uy ||= 1.

L 1

On trouve facilement u; = NG
—1

1
1

De la méme fagon, on trouve le vecteur propre associé a Ay : uy = %

2. les composantes principales :

§1—&  2Bf 4 o(ur —ug)
V2 oo V2
§i+&  o(ur +us)

V2o V2

P = tU1X:

Py = tU2X:

3. VCLT’(¢Z) == >‘i/ COU(wl, ¢2) =0.?

En utilisant I'independance de f, u; et uy, ainsi que la bilinearité de la covariance,

on trouve
Var(¢,) = w — 282 4 o2 =\
Var(yy) = i —; o’ — o=
Cov(iy, 1) = Cov(& —52751 + &) _ Var(&) —|2- Var(&) _ 0

4. Calculons les corrélations p;; entre §; et ;.
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= Cov(&1, 1) _ Var(&) — Cov(&r, &) _ 262 + o2 B 952 1 o
\/Var(fl)\/Var(@/)l) 2Var(é) 2 (B2 + o2) 2(82 + 0?)
P12 = Cov (&1, ) _ Var(&) + Cov(&1, &) _ o2 _ -
\/Var(&)\/Var(wg) 2Var (&) \/2)\2(52 +o?) \/2<52 Py
o = Cov (&2, ¥1) _ Cov(&1, &) — Var(&) _ 982 — o2 R
\/VW(&)\/VW‘(@/M) \/m 20 (52 + o?) 206% + o2)
By = Cov (&, ) _ Cov(&r, &) +Var(&) o2 B ”
\/Var(ﬁz)\/‘/ar(wg) 2Var (&) s \/2)\2(52 +o?) \/2<52 Py

On peut verifier que facilement que
5%1 + ﬁ%z + ﬁgl + :532 =1

Exemple 1.4.2. Application numérique :

soit les matrices

3 4 2 0
7T 2 2 —/2 1t 1 1/2
X = , = V2 V2 R=-77= /
5 6 0 V2 4 1/2 1
5 4 0 0
1. Les deux valeurs propres sont A\; = 3/2 et Ay = 1/2.
Y . V2/2
2. Les vecteurs propres unitaire associes a \; et \y sont u; = , Uy =
—V2/2
V2/2
V2/2

3. Les nouvelles coordonnées des individus (les composantes principales) :

—V2 0 -1 -1
U=z = | V2 V2 (ﬁﬂ ﬂ/z) 2 0
0 V2 —V2/2 V2/2 11
0 0 0 0
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2.4.3 L’inertie associées aux axes

Rappelons que la valeur propre (ou l'inertie liée a une composante principale) est la
variance des coordonnées des points-individus sur 1’axe correspondant. C’est un indice

de dispersion du nuage des individus dans la direction définie par 1’axe.

Dans une analyse normée, la somme des inerties est égale au nombre de variables et
donc l'inertie moyenne vaut p. Chaque axe étant une combinaison particuliere des va-
riables d’origine, on s’intéresse en général aux axes ayant une inertie supérieure . On

observe souvent une décroissance assez irréguliere des premiéres valeurs propres.

Si les données sont peu structurées (i.e : les variables ne sont pas fortement corrélées
entre elles), le nuage a une forme "réguliere". Dans ce cas, les valeurs propres sont régu-

lierement décroissante et ’analyse factorielle ne fournira pas des résultats intéressants.

Définition 1.4.2. Les pourcentages d’inertie représentent la part de la variance (ou inertie) totale
prise en compte par chaque facteur (composante). Son appréciation doit cependant tenir compte
du nombre de variables et du nombre d'individus. Un taux d’inertie (relatif a un axe) égal a 10%
peut étre une valeur importante si le tableau possede 100 variables et faible s’il n’en a que 10. ce

pourcentage vaut :

1. Pourcentage de l'inertie du nuage de points initiale expliqué par I’axe A,

(a) - Le cas d'un ACP normé

L’inertie (variance) du nuage des inds projeté sur A, = I(®) 100 = Ao _
L’inertie de nuage initiale Aot o+ A
Aa
p
(b) Le cas d'un ACP non normé
L’inertie (variance) du nuage des inds projeté sur A, = I(y*) 100 = Ao
L’inertie de nuage initiale tr(V M)

2. Pourcentage de l'inertie du nuage de points initiale expliqué par les k premiers axes

A+ A
ce pourcentage vaut ——  x 100
P & Mot N
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Mo | % d'inetie | % inertie cumulé

L _ Azxel | 1.73 57.7 57.7

par exemple le poucentage d'inertie des 03 variables.
Aze2 | 1.06 35.4 93.3
Aze3 | 0.20 6.70 100

2.4.4 Choix de dimension

La qualite de représentation aux quelles conduit I’ACP dépend, de fagon évidente,
du choix de nombre des axes a retenir pour visualiser le nuage de points (ou réduire la
dimension ) sans manquer trop d’information , c’est-a-dire du nombre de composantes
retenues pour reconstituer les données, ou encore de la dimension du sous-espace de re-

presentation.

De nombreux criteres de choix pour les axes de représentation ont eté proposés dans
la littérature. Nous présentons ici ceux, les plus courants, bases sur une heuristique et un

reposant sur une quantification de la stabilite du sous-espace de représentation.

1. Part d’inertie
La "qualité globale" des représentations est mesurée par la part d'inertie expliquée
(pourcentage expliqué par 'axe A, :
In, = g“:l;\\a x 100
a=1\a
La valeur de k est choisie de sorte que cette part d’inertie expliquée I, soit supé-
rieure a une valeur seuil fixée a priori par 'utilisateur (par exemple : choisir k axes

pour avoir plus de 80% d’inertie expliquée). C’est souvent le seul critere employé.

par exemple :

Ao | % d’inetie | % inertie cumulé
Azel | 1.73 57.7 57.7
Aze2 | 1.06 35.4 93.3
Aze3 | 0.20 6.70 100

On va choisit 1’axe(1 et 2) pour la représentation (>80%).

2. Regle de Kaiser
le critere de Kaiser (1961), qui stipule de ne retenir que les valeurs propres supé-

rieures a la moyenne des valeurs propres (c’est-a-dire a 1 dans le cas d"une ana-




lyse en composantes principales sur matrices de corrélation), en s’appuyant no-
tamment sur des travaux de Guttman (1954). D'un emploi tres répandu a cause
de son extréme simplicité, il peut étre facilement mis en défaut. Ainsi, une analyse
en composantes principales sur matrice des corrélations en biométrie par exemple
peut produire un facteur (composante) de taille trées dominant. Comme la trace est
constante, les autres valeurs propres sont condamnées a étre tres petites, ce qui

pourrait interdire l'interprétation d’autres dimensions.

3. Eboulis
C’est le graphique 1.7 présentant la décroissance des valeurs propres.
Le principe consiste a rechercher, s’il existe, un "coude" (changement de signe dans
la suite des différences d’ordre 2) dans le graphe et de ne conserver que les valeurs
propres jusqu’a ce coude.
Intuitivement, plus l'écart (A, — A\,+1) est significativement grand, par exemple

supérieur a (A,—1 — \,), et plus on peut étre assuré de la stabilité de Ej.

(28]

FIGURE 1.7 — éboulis des valeurs propres.

2.5 L’analyse du nuage des variables dans l’espace des in-
dividus :

L’analyse générale développée dans la section précédente nous a montré qu’en ef-
fectuant un ajustement dans un espace, on effectuait implicitement un ajustement dans

'autre espace. Nous avons choisi de commencer en travaillant dans R” . Dans cet espace,
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la transformation du tableau X initial avait deux objectifs :

- d’une part obtenir un ajustement qui respecte dans la mesure du possible les distances
entre points-individus;

- d’autre part, faire jouer des roles similaires a toutes les variables dans la définition des

distances entre individus.

2.5.1 Lamétrique.

Pour étudier la proximité des variable (caractéres) entre eux il faut munir cet espace
d’"une métrique, c’est-a-dire trouver une matrice d’ordre n définie positive symétrique.
Ici il n'y a pas d’hésitation comme pour I'espace des individus et le choix se porte sur la
matrice diagonale des poids NV pour les raisons suivantes :

. . N ; i’ .
— Le produit scalaire de deux caracteres 2’ et 27" qui vaut
o _ R

"W Na? =Y i =1"wa] N

n’est autre que la covariance S};: car les caracteres sont centrés.
— La norme d’un caractere || X7 ||y estalors: || X7 3= 07 = S}
— La "longueur " d’un caractere est égale a son écart type.
— Dans un espace euclidien on définit ’angle 6 entre deux vecteurs par son cosinus
qui est égal au quotient du produit scalaire par le produit des normes des deux

vecteurs :

< Z7 , Z7 > o Sjj/
[RZ /I 7 L
Le cosinus de I’angle 6 entre deux variable(caracteres) centrés n’est donc autre que

leur coefficient de corrélation linéaire.

Remarque 1.5.1. Donc Sidans I'espace des individus on s’intéresse aux distances entre les points,

dans l'espace des caracteres on s'intéressera plutot aux angles en raison de la propriété précédente.

2.5.2 Distances entre les points-variables

Calculons la distance euclidienne usuelle entre deux variables j et j' :

n

(G,5) =3 (Zij— Zip)? =3 ZE+ 3 25+ Y Ziy Ziy
i=1 i=1 =1

i=1
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n
Remplagant Z;; par son écriture et tenant compte du fait que: 07 = 1 > *(X;; — X;;)°
i—1

onobtient: Y 772 =" 72, = 1etégalement: Y Z;Z; = p;;
i=1 i=1

=1

D’ot la relation liant la distance dans R™ entre deux points-variables j et j’ et le coef-

ticient de corrélation p;; entre ces variables :

*(4,5) =2(1 — pjy) = 0 < d*(j,5') < 4 (1.4)

Dans 'espace R™, le cosinus de I'angle de deux vecteurs-variables est le coefficient de corréla-
tion entre ces deux variables (p;; = cos(j,j')). Si ces deux variables sont a la distance 1 de I'origine

(i.e. si elles sont de variance unité), le cosinus n’est autre que leur produit scalaire.

FIGURE 1.8 — La proximité des points variables

Le systeme de proximités entre points-variables induit par la relation suivante :

— Deux variables fortement corrélées sont tres proches 1'une de l'autre (p;;; = 1) ou
au contraire les plus éloignées possible (p;;; = —1) selon que la relation linéaire qui
les lie est directe ou indirecte (inverse)

— Deux variables orthogonales (p,;; >~ 0) sont a distance moyenne.
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pij=1 piz=0 pij = —1
d(j,j’)=0 d(j,j')=+2 d(j,j')=2

FIGURE 1.9 — Corrélations et distances entre points-variables

2.5.3 Le principe

De la méme fagon que pour le nuage des individus N;*, nous cherchons une image du

nuage des variables dans R"

Donc ont cherche un sous espace vectoriel Gg de R" de dimension k£ < r (r < p =rang
de Z), c’est a dire k axes Al, ..., AF (N-orthogonaux ) (N =la métrique ) tels que le nuage
des p points variables N-projetés sur Gr ” deforme le moins possible” les distances entre les

variables et donc leurs corrélations .

En effet, dans une matrice centrés- réduite :

— Les points variables 27 sont sur I’hyperspheére unité Vj, | Z7 ||y= var(z?) = 1

— la corrélation entre deux variables 27 et 7" est égale au cosinus de 1'angle entre 2/
et 27",

N
ri =< 2,27 >n=cosy(0).

Dans R" si 27 et 27", sont proches en terme de distance (avec la métrique N) alors 17 et

, )
27 . sont correlées.

Exercice : montrer que d3,(27,27") = 2(1 — r;;:) ou 15 le coefficient de corrélation entre
a7 et 27" et en déduire que la distance entre deux points variables 27 et 27 varie entre 0 et 2

pour une corrélation entre x9 et 27 qui varie entre -1 et 1.
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Matrice des données centrées réduites Matrice des coordonnées factorielles des variables

1 -« j -op 1 | al -k

s, N-projection surtGr o —

7 R REE Jj ¢ja ¢§
n p
ZleR P>€R
Définition 1.5.1. — On appelle vy, vy, , . .., vy les vecteurs directeurs de A, ..., A* les axes
principaux .

— On appelle ¢, la matrice des coordonnées de p variables projetés sur ces axes ou bien
— La matrice des coordonnées factorielles des variables.
— La matrice des loadings(saturation) des variable sur les k premieres composantes prin-

cipales.

— On appelle ¢* € R" la a®™° composante principale. on verra plus tard que les loadings
sont des corrélations : ¢;, = corr(®, 7).

— On a ¢; € R* le vecteur des coordonnées factorielles de I'individu i sur les k premier
axes c’est a dire le vecteur des saturations de variable j sur les k premiéres composantes

principales.

les coordonnées factorielles sur le 1 er axe

par définition | ¢! =t Z.N.v;

Le probleme d’optimisation : Trouver le vecteur v; € R" N-normé a 1 telque || ¢' ||7,

soit maximale.
solution : v; est le vecteur propre associe a la plus grande valeur propre A\, de la matrice

ZZ'N .

Remarque 1.5.2. On verra plus tard que \, est aussi la plus grande valeur proprede R =' ZNZ
.(matrice de corrélation ).

Excercice : démentrer le résultat "la solution du probleme” ?
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Les coordonnées factorielles sur le 2 éme axe

par définition| ¢? =t ZNwv,

Le probléme d’optimisation : Trouver le vecteur v, € R"™ N -normé a 1 c’est a dire

‘vaNvy = 1 et vy Noy = 0 qui maximise || ¢* |7 .
solution : v, est le vecteur propre associe a la plus grande valeur propre \; de la matrice
ZZ'N .

En suivre la méme procédure pour les axes suivant c’st a dire pour d = 3..k .

Conclusion

Pour calculer la matrice ¢, des coordonnées factorielles des variables (loadings des va-
riables), on effectue la décomposition spéctrale de la matrice ZZ'N (appellée matrice des
produits scalaire des individus) :on cherche les k vecteurs propre vy, ..., v, de ZZ'N , N-
normés a 1 associés aux valeurs propre Ay, ..., \;, triées par ordre décroissant et on calcule

¢* =t ZNu,.

2.6 Représentations graphiques et l'interprétation

2.6.1 Représentations graphiques

L’analyse du nuage des variables est déduite de celle du nuage des individus : la re-
présentation des variables sur les axes factoriels dans R" aide l'interprétation des axes

factoriels dans R” et réciproquement.

Notons que les deux nuages ne sont pas dans le méme repere, ce qui rend impossible

la représentation simultanée des individus et des variables.




Dans l'espace R”

Dans l'espace R”

L’analyse du nuage des n points-
L’analyse du nuage des p points
individus se fait dans le repeére :

{G, uy,us, ...

s Up )

L’analyse du nuage des p points
- variables se fait dans le re-

pere :{O, vy, v, ..., U, }

La représentation des individus sur
les axes factoriels fournit la meilleure

visualisation approchée des distances

La représentation des variables sur les
axes factoriels fournit une synthese

graphique de la matrice de corréla-

entre les individus. tions.
Ny
1 o
. Ll.z -
. L ]
L
. -
.G
— 1
- . . u_l &1
L] L ]
Nuage des_individ.us dans RFP Nuage des variables dans R" ,

Remarque 1.6.1. Les proximités entre individus s’interpretent en termes de similitudes de com-
portement vis-a-vis des variables et les proximités entre variables en termes de corrélations. Il faut
bien se garder d’interpréter la distance séparant un point-variable d'un point-individu car ces
deux points ne font pas partie d’un méme nuage dans un méme espace : la superposition de ces

deux plans factoriels est dénuée de sens.

1.6.2 L’interprétation

L’analyse en composantes principales est principalement utilisée pour donner une re-

présentation graphique des individus et des variables.

a-) Les individus:
Pour faciliter I'interprétation des axes factoriels trois données sont en général four-

nies pour chaque individu : sa coordonnée sur chacun des axes, sa contribution a la
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FIGURE 1.10 — L’axe d"un nuage de points

formation de chaque axe et sa qualité de representation par chacun d’entre eux.

Notons que la valeur propre (ou l'inertie liée a un facteur) est la variance des coor-
données des points-individus sur ’axe correspondant. C’est un indice de disper-
sion du nuage des individus dans la direction définie par 1’axe.

Dans une analyse ACP normée, la somme des inerties est égale au nombre de va-
riables et donc I'inertie moyenne vaut 1. Chaque axe étant une combinaison parti-
culiere des variables d’origine, on s’intéresse en général aux axes ayant une inertie

"notablement” supérieure a la moyenne.

En pratique, on projette orthogonalement les observations Z; sur les plans facto-
riels. Les coordonnées de Z; sur le sous espace de dimension ¢ sont les ¢ premiers
éléments de la matrice R. Les graphiques obtenus permettent de représenter au

mieux les distances euclidiennes inter-individus.

1-) Les contributions des individus aux axes factoriels.
Les individus contribuent différemment a la formation de chaque axe facto-
riel. Ainsi la figure 1.10 montre clairement que 1'individu 1 contribue beaucoup
plus que les autres a déterminer la direction de 1’axe d’allongement principal
du nuage. donc il est utile d’avoir connaissance de ces contributions lors de

I'interpretation des resultats de I’analyse.
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a)2
Comme la Var(v,) = Zwi% = Ao
on s’intéresse a ceux qui participent a la formation des axes. On calcule LA
CONTRIBUTION de chaque point i (de poids w;) a l'inertie de 'axe A,,. Celle-ci
s’exprime par la formule :

2.
Ctra (i) = ‘“’;%

ol \, est l'inertie de 'axe A, et w;1?, est la contribution de I'individu i a l'iner-

tie de cetaxe.On a:

> Ctra(i) =1
=1

On s’intéressera surtout aux individus qui ont les plus fortes contributions re-

latives aux axes.

Lorsque les n individus sont affectés d’'une méme masse égale a 1/n, l'iner-
tie d'un point varié comme sa distance au centre de gravité, Les individus qui
contribuent le plus a la détermination de 1’axe sont les plus excentrés et 1'exa-
men des coordonnées factorielles ou la lecture du graphique suffisent a inter-

préter les facteurs dans ce cas.

2-) Les qualites de representation des individus :
L’exemple represente sur la figure 1.11 montre I'intérét des qualités de repré-
sentation.Les deux points Mi et M j ont des projections confondues sur I'axe A
et ont par conséquent la méme coordonnée sur cet axe alors que leurs positions
sont trés différentes : Mi est proche de 'axe, M j beaucoup plus éloigné. L'in-
dividu M3 sera done beaucoup mieux caractérise par 1’axe que M j mais le seul

examen de leurs coordonnées sur 1’axe ne le montre pas.

La qualité de representation notée () LT, (i) d"un point ¢ sur un axe A, mesure

la proximité de l'individu i a I'axe A, de la facon suivante :

QLT,(i) = cos*(6;)
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FIGURE 1.11 — Exemple de deux individus différentes ayant la méme coordonnée sur A

ol #i désigne I'angle entre le vecteur individu G; et 'axe A,,.

En effet, plus un angle est petit, plus son cosinus est grand. Les cas extrémes

sont :

— un cosinus de 1 pour un angle nul correspondant au cas ou l'individu est
situe sur l'axe A, lui- méme,

— un cosinus de # pour un angle de 90t correspondant au cas ot Ie vecteur
individu est perpendiculaire a 'axe A,

Le developpement de la formule permet d’en donner une interprétation en

d’autres termes. Le cosinus d’un triangle rectangle est egal au rapport du coté

adjacent sur I'hypothenuse. On a done :

QLT (i) = cos(6;) = W

ol d représente la distance euclidienne.

Le terme d?(G, Mi) représente la distance qui sépare 1'individu Mi du centre
de gravité G du nuage. Etant donné que les axes factoriels sont orthogonaux,

ce terme se décompose de la facon suivante :

d*(G, Mi) =" d*(G, (i)

ce resultat est connu en dimension 2 sous la forme de théoreme de Pythagore,

mais il est valable quelle que soit la dimension de 1'espace étudié.
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axe ﬂz

[T 3 Mi

e = === ==

FIGURE 1.12 — Le théoreme de Pythagore : Ie carré de I'hypathenuse (G, M) est égale la

somme carrée des deux autres cotés

La qualité de représentation d’un individu par un plan d’axes s’obtient en ad-

ditionnant celles des deux axes formant ce plan.

S QLT.()) =1

Donc la qualité globale des représentations est mesurée par la part de dispersion

expliquée ou la portion d'inertie expliquée :

2 A

QLT,(i) = -

p

a=1

Tandis que la qualité de la représentation de chaque point est donnée par

M=
g

I
—

QLT,(i) = cos*(i) = &

M=
g

Q
I
—
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ZQLTa(i) =1

b-) Les variables

La plupart des études présentent les resultats relatifs aux variables de maniere sy-
metrique a ceux concernant les individus, en spécifiant pour chaque variable sa
coordonnée, sa qualité de représentation et sa contribution par rapport a chacun des axes

factoriels.

On a vu que la coordonnée d’une variable sur un axe factoriel donné est représen-
tée par la projection de cette variable sur 'axe qui n’est autre que le coefficient de

correlation entre la variable et cet axe. Les coordonnées varient entre —1 et +1.

On s’intéresse par conséquent aux variables présentant les plus fortes coordonnées
(ce qui les situent proches du cercle de corrélations) et I’on interprétera les compo-
santes principales en fonction des regroupements de certaines de ces variables et

de I'opposition avec les autres.

Rappelons que le cosinus de 1’angle sous lequel on voit deux points variables ac-
tives dans R” n’est autre que le coefficient de corrélation de ces deux variables.
Selon la qualité de I'ajustement, cette propriété sera plus ou moins bien conservée
en projection. On se gardera d’interpréter la distance entre deux variables actives

qui ne sont pas proches du cercle de corrélation.

1-) Qualité de représentation ou cos” :
Le cercle des corrélations va donc nous permettre de visualiser la corrélation
des variables initiales avec les composantes principales; on pourra donc, a
'aide de ce graphique, déterminer comment sont construites les composantes
¢, & partir des X7 et évaluer la qualité de représentation de chaque X’ dans le

nouveau repere choisi (espace de dimension plus petite).
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Une variable X’ aura une forte coordonnée en valeur absolue sur le o — éme
axe factoriel, si la corrélation de X7 et ¢, est importante (c’est-a-dire proche de

1 en valeur absolue). Géométriquement, nous avons

T(Xj7 ¢a) = COSN<Zj7 qba)

X7 sera fortement représentée sur le a —éme axe factoriel si le cosinus de I’angle
formé par le vecteur X7 et celui de ¢, est proche de 0.
Ainsi, une coordonnée importante (proche de +1 ou -1) correspond a une bonne

qualité de représentation.

Interprétation du cercle des corrélations :

On a vu précédemment que le cercle des corrélations permet donc de visualiser
les variables qui contribuent le plus aux facteurs. Il permet aussi d’étudier les

corrélations entre les variables.

— Deux vecteurs orthogonaux sur le cercle des corrélations correspondent a
deux variables non-corrélées ; deux vecteurs d’extrémités proches, a des va-
riables fortement corrélées entre elles et de fagon positive; deux vecteurs
dont les extrémités sont placées symétriquement par rapport a l'origine, a
des variables fortement corrélées négativement. Ces observations pourront
étre retrouvées sur la matrice des corrélations empiriques.

— Lorsque I'on observe un groupe d’extrémités, c’est qu’il existe un ensemble
de variables fortement corrélées entre elles. Il existent donc une "redon-
dance" d’information dans les variables choisies initialement. On pourra
éventuellement se limiter a utiliser une variable représentative pour chaque
groupe.

— On appelle facteur taille, un facteur (ou composante) ot les corrélations de
toutes les variables sont de méme signe. On appelle facteur forme, un fac-
teur ot les variables ayant des corrélations positives avec ce dernier sont

opposées a des variables ayant des corrélations négatives avec ce facteur.

2-) La contribution d’une variable a un axe
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La somme des carrés des coordonnées de 1" ensemble des variables sur 'axe
est égale a la valeur propre associée a ’axe. La contribution de chaque variable
s’obtient en effectuant le rapport entre le carré de sa coordonnée et la valeur
propre. Les contributions mesurent donc les roles relatifs joués par chacune
des variables dans la formation de 1’axe, et ’addition de toutes les contributions

vaut 1.

Exemple 1.6.1. Nous supposerons que les données du tableau suivant représentent deux variables

avec six individus notées A,B,C,D,E et F.

varl | var2 | var3 varl | var2 | var3
A 0 1 0 A -2 -1 -3
B 2 0 2 B 0 -2 -1
C 0 2 5 C -2 0 2
D 4 2 4 D 2 0 1
E 4 5 4 E 2 3 1

moy | 2 2 3 moy | 0 0 0

g o

les données brutes les données centrées

Nous effectuerons d’abord I'analyse en composantes principales de ce nuage étape par etape
puis commenterons les resultats obtenus en montrant quelle structure I” analyse a mise en évi-

dence.

A-) Centrage et réduction des variables :cette opération a eu deux consequences :
— L’ origine est placée au centre de gravité du nuage,
— La forme du nuage de points est légerement modifiee , les variables étant réduites, et

elles ont donc toutes la méme dispersion.

B-) Les composantes principales :Le calcul des composantes principales (ou axes facto-
riels) passe par celui des valeurs propres et vecteurs propres de la matrice des correlations

(ACP normeée) out de variance-covariace (ACP non normeée).

16 8 6
6 8 16
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I'A =
- Cc
* xs <A
Ey c
xD " xe
wlk px L L PEm
Ex
D
Fx
* B—Pim
Le nuage de points brut. Le nuage de poinis ceniré-
1 —1 1
1 1 1
u =51 U2 = 75 0 uz =5 | —2
1 1 1

C-) Choix des métriques : Les individus sont supposés tirés de maniere équiprobable. On a
donc pour l'espace des variables R", la métrique N = 1,n . D’autre part, les tirages sont
non corrélés et I'on a, comme dans tous les cas usuels, I’espace des individus, R? muni de

la métrique M = 1,

D-) Calcul des composantes 1)* : Les nouvelles variables 1* nous sont données par la formule

suivante :
p
V=Y Mu; =Yu; =Y ufy*
k=1
oiu M =1,
P! Y? Y°
-3.46 —-0.71 —-1.22
—6/v3 —1/vV2 -3/V6
V3 V3 VG —-1.73 —-0.71 1.22
-3/v/3 —=1/4/2 3/4/6
U =YU = / / / =V =YU= 0 —2.82 0

0 4/v2 0/V6
3/V3 —1/vV2 3/V6
6/vV3 —1/vV2 —3/V6

1.73 —=0.71 1.22
346 —-0.71 —-1.22

on trouve 1, = 0, var(¢y) = 7.5 = Ay et cov(¢y,¢n) =0
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21 -1 3
Exemple 1.6.2. On considere le tableau de données, noté X, qui est definipar: X = | 0 3 —1 2

12 —-11
ou la i ligne designe l'individu x; et la j°™° colonne designe la variable 7. Chaque individu

possede un poids égal a 1/3. On considere les résultats de I’ACP du tableau X lorsque R® est muni

de la metrique identité M = I.
1. Determiner le tableau centré Y.et le tableau centré réduit Z ? (03 individus et 05 variables.

1 -1 0 1 -1
Y=(-1 1 0 0 0
0O 0 0 -1 1

la matrice Z n’éxiste pas pourquoi ?

2. Sans calculer la matrice variance V du tableau X, combien existe-t-il d’axes factoriels ?
Le rang de Y est 2 puisque la colonne 1 est I'oppose de la colonne 2, la colonne 4 est
I'ppose de la colonne 5 et la colonne 3 est nulle. Enfin la premiére et la cinquieme
colonne ne sont pas colineaires. Donc le rang de Y est 2 donc celui de V aussi. Il y

a donc deux axes factoriels .

3. Calculer V. En deduire l'inertie totale du nuage étudié.

2 =20 1 —1
-2 20 -1 1

V=Y :; 0 00 0 0 (1.5)
1 -1 0 2 =2
-1 10 -2 2

4. s0itU'=(1 —101 —1)*

(a) Verifier que U est un vecteur propre de V associe a la valeur propre 2.

On a
Vu = 2u.

(b) En deduire les valeurs propres et vecteurs propres de V.

Puisqu’il n’y a que deux axes factoriels non triviaux, il y a trois valeurs propres

-3
—2
-1



nulle, 2 et une derniere valeur propre.

Or la trace vaut 8/3 donc la derniere valeur propre est 2/3.

5. Calculer les deux premieres composantes principales , notée U, et W .
les vecteurs propres :pour la valeur propre 2, on a u; = 1u et pour la valeur propre

2/3,onau; = 3(1 —10 —11)*; donc:

2 0
U, =Yu = —1 et Wy =Yuy, = —1 . (16)
—1 1

6. Representer les trois individus dans le plan factoriel constitué des deux premiers axes.

3"[

2

. ]

7. Calculer la contribution relative de chaque individu a l'inertie du premier axe.

CTR; (j2) = é%) (1.7)
COR; (j2) = m (1.8)

La contribution de I'individu 1 al’axe 1 est 2/3, a l’axe 2 est 0.
La contribution de I'individu2 al’axe 1 est 1/6, al’axe 2 est 1/2.

La contribution de I'individu 3 al’axe 1 est1 /6,al’axe 2 est 1/2.

8. Représenter les 5 variables dans le plan factoriel constitué des deux premiers axes.

2.7 Excercice

Exercice 2.7.1. Six points du plan ont pour coordonnées, pour o > 0 et 3 > 0 vérifiant o+ 3* =

1:
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ﬂi
v y! \
3
® } 9
y2 y*

point | Cy | Cy
1 1|1
2 -1 ] -1
3 -1 1
4 1 |-1
5 a | B
6 -a|-p

— Calculer la matrice de variance-covariance empirique (S) et les valeurs propres de cette
matrice ?..

— Calculer I'inertie du nuage de points associée au tableau de données.

— Calculer les vecteurs propres de (S) ?.les composantes principales de I’ ACP sur (S) ?.

— Représenter les points et les axes principaux dans le plan de départ ?

— Reprendre i) et ii) quand on n’observe que les points 1, 2, 3, 4.

24+a*  af
a2+ 2

Aide : la matrice de variance-covariance est proportionnelle i la matrice A =

et ses valeurs propres ne dépendent pas de et 3 .

Solution :

Six points du plan ont pour coordonnées, pour o > 0 et 3 > 0 vérifiant o* + > =1:

i- la matrice de variance-covariance empirique (S). Le tableau de données X est centré, ainsi
Y = X et en posant n = 6 donc
24+ a*  «a
(S)=Ltyy=1 .
af 2+ p

ii- les valeurs propres de la matrice (S). En utilisant la relation o + % = 1, et on cherche les

A

Wl

valeurs propres de A qui sont 3 et 2. Les valeurs propres de (S) sont donc 1 et 2/3.
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iii- l'inertie du nuage de points associée au tableau de données.

D’apres le cours, l'inertie du nuage de points est égale a la trace de (S) qui vaut 1/3x 5

=5/3
iv- Calculer les vecteurs propres de (S) ?. Un vecteur propre V- = 1l dea correspondant
v
a la valeur propre 2 est solution de : 2
(24 vy +afvy, = 20
afv + (24 vy = 20,
& av; + vy = O ainsi V, = est vecteur propre de norme 1 pour la valeur

-«
propre 2, et, par orthogonalité des vecteurs propres correspondant a des valeurs propres dif-

o
férentes lorsqu’on diagonalise une matrice symétrique, le vecteur Vy, = est vecteur

propre de norme 1 pour la valeur propre 3.

v- les composantes principales de I’ACP sur (S).
Avec les notations du cours, les composantes principales de I'’ACP sur (S) sont 1, =
YVi = (a+B—(a+B8)—a+Ba—B1-1) ety = YV, = (—a+B(a—B)—(a-+B)a+B00)
vi- Représenter les points et les axes principaux dans le plan de départ. les quatre premiers
points du nuages sont sur le carré a cotés paralleles aux axes, de longueur 2 et centré en 0,
et les deux derniers points sont sur le cercle inscrit, de rayon 1 et centré en 0. Le premier

axe principal passe par le centre du cercle et le point (a [3)".

vii- Reprendre i) et ii) quand on n’observe que les points 1, 2, 3, 4. Le tableau de données X
est toujours centré, ainsi Y = X et Y est cette fois égale a l'identité en dimension 2. Il y a

donc une valeur propre double égale a 1.

viii- déduire le résultat de iv) . Tous les axes orthonormés sont axes principaux du nuage
des quatre premiers points. De plus les deux derniers points sont alignés avec le centre du

nuage de points. Ainsi ce qui détermine le premier axe principal du nuage des six points,

«
c’est la direction engendré par ces deux derniers point et V; = doit étre vecteur

B

propre.

Exercice 2.7.2. Une étude sur des fournisseurs de matériel informatique a conduit a apprécier le
service, la qualité et le prix de quatre fournisseurs. Pour cela un expert a noté ces entreprises avec

des notes allant de -3 a 3. Les résultats sont consignés ci-dessous
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B~ W

Ent Service Qualité Prix

E1 -2 3 —1
E2 -1 1 0
E3 2 —1 —1
E4 1 -3 2

Calculer le vecteur moyen des données. Qu’en conclure ?
Calculer la covariance entre x* et ' . Que représente cette quantité ?
Donner la matrice de variance-covariance et de corrélation. ?

Si on veut faire une ACP centrée avec des poids uniformes. Sur quelle matrice faut-il tra-

vailler ?

Si On veut faire une ACP centrée réduite avec des poids uniformes. Sur quelle matrice

faut-il travailler ?

. pour ACP centrée réduite On donne (A\; = 1,639; A3 = 0, 106) En déduire \,.

Calculer les pourcentages d’inertie des axes. Quelle dimension retenez-vous ?

. avec ACP centrée réduite calculer les vecteurs propres associes aux valeurs propres ?

Calculer les deux composantes principales des individus et des variables.

. Représenter graphiquememt les individus et les variables dans le plan principal(1,2). In-

terpréter.

Solution :

1.
2.

le vecteur moyen des individus. les données sont centrés

Si on veut faire une ACP centrée avec des poids uniformes. il faut travailler avec la matrice

des données centrés et la matrice de variance covariance ?

Si On veut faire une ACP centrée réduite avec des poids uniformes. il faut travailler avec

la matrice des données centrés réduite et la matrice de corrélation

service qualité

. . . PO service 2,5
la matrice de variance-covariance et de corrélation. S = 1/6(*Y.Y) =
qualité -3 5

prix 0,5 -2

service qualité priz
service 1
R=1/6(*2Z.7) =
qualité —0,848 1

prix 0,258 —0,730 1
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5. pour ACP centrée réduite On donne (A = 1,639; A3 = 0,106) En déduire \o. D’aprés le

cours la sommes des valeurs propres est égale le nombre de variable donc Ay = 3 — 0,106 —

1.639 = 1.25
valeurs propre
o 1,639
6. Calculer les pourcentages d’inertie des axes.
1,25
0,106

% d'inertie
0,546333333
0,416666667
0,035333333

% d’inertie cumulé
0,546333333
0,963
0,998333333

d’aprés le critere de pourcentage d’inertie on a retenus deux axes pour la représentation .

7. avec ACP centrée réduite on a les vecteurs propres (V;)! = (0.531, —0.761, —0.371)" et

(Va)t = (0.633,0.065,0.770)"

d’aprés le cours en trouve les composantes des individus avec la ralativon 1, = Z.V; et les

composantes des variables avec la relation ¢; = \/A;.1;

8. la Représentation graphique des individus et les variables dans le plan principal(1,2).

Exercice 2.7.3. Supposons qu’on ait un échantillon de n individus caractérisés par quatre va-

riables &1, &2, &3, &4 dont les moyennes et les variances sont finies. On se propose d’effectuer I’ACP

sur la matrice de covariance S d’une tableau X dont les colonnes sont (&1, &s,&3,&4) avec la mé-

trique identité.

Supposons que cette matrice se met sous la forme ci-dessous on suppose que a, b et ¢ sont des réels :

1 a b c
a1l c b
b ¢ 1 a
c b a1l

— Quelle est la signification des coefficients a, b, c et entre quelles valeurs varient-ils ?

— est ce que on peut supposer que S soit une matrice de corrélation ?

— si a=b=c=0 quelle sont les valeurs propres de S ?

— soita=0,1;b=0,4;c=0,6.sionsuppose que S est une matrice de corrélation commenter,

selon le contexte, ces coefficients. ? pourquoi on utilise cette matrice dans le cadre de ’ACP

normée ? Diterminer les valeurs propres et les vecteurs propres associes de S

— Calculer pour chacun des axes les pourcentages d'inertie. et l'inertie cumulés .

— Combien d’axes doit étre retenir pour la représentation ? Justifier votre réponse.

— Donner la formule permettant de calculer les composantes principales associées au nuage

des variables et faire I'application numérique.
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— Représenter graphiquement le nuage des individus dans le plan principal et faire l'inter-
prétation. ?

Solution :

1. S est la matrice de covariance donc les coefficients a, b, ¢ signifies les covariances deux a

cov(&;, &) _
\/Var(&;).\/Var(gj)

deux entre les variables. on a —1 < p(§;,&;) < let p(&,&5) =

cov(&,¢&5) = a,b,cdonc —1 < a,b,c <1

2. OUlI on peut supposer que S est une matrice de corrélation puisque tout les coéfficient entre
-let1.

3. sia=b=c=0donc S est une matrice diagonale et le diterminant de |S — \.I, | = le produit
des element diagonaux donc on a quatre valeurs propres telleque \; = 1= . 4

4. a=01;,b=0,4;c=0,6.sion suppose que S est une matrice de corrélation .
p(&1,&2) = 0.1 trés faible corrélation p(&1,&4) = 0.6 il 3 une relation de sence positive
p(&1,&3) = 0.4 faible corrélation p(&2,&3) = 0.6 il 3 une relation de sence positive
p(&2,&4) = 0.4 faible corrélation p(&s,&4) = 0.1 trés faible corrélation
on utilise la matrice corrélation dans le cadre de I’ ACP normée puisque on a réduit tout les
variables initiales on a des variables avec méme variance qui est égale a un.

a- \, = 4—> )\, = 0.001 la somme des valeurs propres=4 cette valeur(la

somme) représente l'inertie totale de nuage de points.

b- OUI les vecteur propres sont orthonormé par rapport a la métrique identité puisque

c- les pourcentages d’inertie pour chacun des axes et les pourcentages d'inertie cumulés .

i % inertie | % inertie cumulés
axel | 2,83 | 70,75% 70,75%
axe2 | 1,146 | 28,65% 99,40%
axe3 | 0,023 | 0,58% 99,98%
axe4 | 0,001 | 0,03% 100,00%

d- deux d’axes retenus pour la représentation (% inertie axel +% inertie axe2= 99,40%)

et ()\1, Ay > 1).

e- la formule permettant de calculer les composantes principales associées au nuage des

variables est ¢; = \/\;.V; est la matrice
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5.

& —0,841 0,535 —0,076 0,016
& | —0,841 —0,535 0,076 0,016
& | —0,841 —0,535 —0,076 —0,016
& 10,841 0,535 0,076 —0,016

f- Représentation graphique du nuage de points variables et l'interprétation.

la matrice inverse de la matrice des vecteur propres V est 'V puisque on a la relation

ALV A = T équivalent a 'V.V = Lijensie puisque les vecteurs propres sont orthonormé .

Exercice 2.7.4. Soit un vecteur aléatoire x = (£, &, &3)" de moyenne 0 et de matrice de covariance

Y. .dont les variables ont pour matrice

—_
T =
= oD O

oit p > 0 est une valeur donnée.

1.

2.

Chercher les valeurs de p telle que ¥ soit bien une matrice de covariance
Déterminer les valeurs propres de X..

Chercher la plus grande valeur p; telle que les valeurs propres de 3 soit positives .
calculer la somme des valeurs propres ? que signifie cette somme ?

Vérifier que S admet pour vecteur propre vy = 1(1,+/2,1)". associe au plus grand valeur

propre de 3.

. S0t vy = 2(v/2,0, —V/2)"., vy = (1, —/2,1)". les deux autre vecteurs propre de ¥.

Déterminer les composantes principales des variables ¢/ .
Combien d’axes doit étre retenir pour la représentation ? Justifier votre réponse.

Faire la projection des variables sur le disque des corrélations dans les deux premiers axes

pour p = p1. Commenter le graphique obtenu .

Solution :

1.

Si ¥ une matrice de covariance alors les eléments diagonaux sont les valeurs des variances

des variables les les hors diagonales sont les covariance deux a deux et d’autre part on

le cofficient de corréllation entre deux variable qui est égale C;’:(L;f? donc en trouve que
17762

—1<p<letpuisquep>0onal<p<1.
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. les valeurs propres de .
d’aprés le polynome caractéristique on P(¥ — \l3) = 0 et on la classé par ordre croissant

on trouve

M=14+pvV2 [ da=1]X3=1—pV2

. la plus grande valeur p, telle que les valeurs propres de ¥ soit positives

Ona p > 0donc A1, Ao sont positives reste A3 = 1 — p\/§ > 0donc p; = %

N

. La somme des valeurs propres Ay + Ay + A3 = 3

Cette somme signifie l'inertie total.

. Vérifiant que X admet pour vecteur propre v; = +(1,+/2,1)". associe au plus grand valeur

propre de 3. pour que v, soit vecteur propre on doit vérifier la relation Yv, = \v, donc

1 poO 1 1+v2p 1+
Sui=glp 1 op||[V2]=]20+Vv2|=1+V20)5 V2| =Nu
0 p 1 1 1+v2p 1

. deux d’axes retenus pour la représentation (Ay, Ay > 1).

. S0t vy = 2(v/2,0, —V/2)"., vy = (1, —/2,1)". les deux autre vecteurs propre de ¥.
Les composantes principales des variables ¢’ .

D’aprés la formule de passage on a ¢/ = \/)TJ v;ona

( o o \ b1 b2 ®3

ey L et e v i
L s VITHpE 0 —vBi- 52
B Vitp2 V2 \1-pv2

. pour p=p; = % . la projection des variables sur le disque des corrélations dans les deux

o1 P2 B3

premiersaxes. ¢’ =1 [\/2 2 0
2 0 0
V2 —v2 0

Représentation graphiquement du nuage de points variables dans le plan principal et I'in-

terprétation. Commenter le graphique obtenu .
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Exercice 2.7.5. On considere le tableau de données, noté X, qui est defini par :

Jv o J2 J3 Ja s
awl 1 2 3 4 5
i»| 6 7 8 9 10
X = (1.9)
is| 11 12 13 14 15
ig| 16 17 18 19 20

15|21 22 23 24 25

ou la i°™ ligne designe la variable x; et la j*™¢ colonne designe l'individu x?. Par la suite, on
considere les résultats de I’ ACP sur matrice variance du tableau X (i.e., ACP de X lorsque R® est

muni de la metrique identité et chaque individu posséde un poids égal a 1/5).

1. Déterminer g le centre de gravité du nuage des cing individus associés au tableau X. qu’est
ce vous remarquer ?

le centre de gravité du nuage g = +(15406590115)" = (38131823)" = 2

1
5
2. Calculer le tableau centré, noté Y, qui est associé a X.

Toutes les lignes de Y etant égales (—2 — 1012)

3. Déterminer 'inertie totale du nuage étudié.
OnaVX :Vy = %Y/Y: %,Hég“ég, = 2“45%15.D,01?11T :tr(Vy) =10
Onaaussi: It = Y e, pid® (27,9) = 1S pillo7 — glI* = 2 (5 x (=2) + 5 x (=1)2 +5 x 0?) =
10

4. Calculer la premiére composante principale de I'individu js, notee ¥7°,

UP =(yP) u=—=2+2+2+2+2)=—= = 4472
5. Calculer la contribution de l'individu js.
N2
1(UF)" 11001 2
CTR;: (j5) = = =-———=-=04
1) =5 3T "5 5 10 5

6. Déterminer la représentation des variables dans le nouveau systéme d’axes factoriels de
I'espace des variables.
Il n’existe qu'un seul "axe factoriel” pour representer les variables. Les coordonnées des
variables sur cet axe sont celles du vecteur ¢ = \/\u Donc, sur cet unique axe, chaque

variable a la meme coordonnée qui vaut % =2 =1,414
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Chapitre 3

Analyse Factorielle des Correspondances

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent , on a expliquer la méthode d’ACP. L'objet de ce chapitre
concerne des variables non plus quantitatives mais qualitatives. Nous nous limiterons
dans ce chapitre au cas de deux variables (Tableau de contingence), que 1’on notera X,
et Xy, ayant chacune un nombre respectif de modalités égal a ny et ny. avecn = n_ =
n1 + ne = n la taille de la population étudiée.

Les objectifs sont les mémes que ceux de I’ACP dans le sens o1 I'’AFC cherche donc
a obtenir une typologie des lignes et une typologie des colonnes, puis de relier ces deux
typologies. Il faut donc faire ressortir un bilan des ressemblances entre lignes (respective-

ment les colonnes) .

3.2 Quelques définitions

Définition 2.2.1. Table de contingence - marges :

Un tableau de contingence est un tableau d’effectifs obtenus en croisant les modalités de deux
variables qualitatives définies sur une méme population de n individus.

Les données obtenues lors de I'étude d’une population a I’aide de deux variables qualitatives sont
représentées sous la forme d'un tableau a n, lignes et ny colonnes (ou inversement), chaque ligne
correspondant a une modalité d’une des deux variables et chaque colonne a une modalité de I'autre

variable. Chaque case (i, j) de ce tableau comporte le nombre d’individus possédant la modalité i
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2.2 Quelques définitions

pour la premiere variable et la modalité j pour la seconde :

T = (nij)1<i<n 1<j<ns

Les n;; sont appelés les effectifs dits conjoints.

On note que les tables de contingence sont le résultat de ce qu’appellent les praticiens des enquétes,

les tables croisés.

La somme des effectifs des lignes et des colonnes, notées respectivement n j et n; sont appelées

les marges en colonnes et les marges en lignes. Elles sont représentées dans le tableau ci-dessus .

Nous avons

i J

1 J ny | n
1
T = 2 Tij
ni
n.; n=mn._

Exemple 2.2.1. Le tableau suivant représente le type d’études poursuivies (université, classes

préparatoires, autres) en fonction du parcours suivi au lycée (Lettres, Economie, Maths-Sciences,

Technique).
Univ  Prepa Autres | n;
Lettres 13.00 2.00  5.00 | 20
Economie 20.00 2.00  8.00 | 30
Math-Sciences | 10.00 5.00  5.00 | 20
Tech 7.00 1.00 22.00 | 30
n,; 50 10 40 100

-J

Définition 2.2.2. Tableau des fréquences :

c’est le tableau des fréquences relatives qui est considéré ou bien les fréquences conjointes sont

données par :

les fréquences conjointes et fréquences marginales.

fi=

n;.

n.

et f‘j =

n

n.
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1 J . Nag fz
1
[ fij = 24
n
[ . 1

Nous avons ainsi :
Zfi. = Zf.j = ZZfij =1
7 J J J

Exemple 2.2.2. Le tableau de I'exemple précédent.

Univ  Prepa  Autres fi
Lettres 13/100  2/100  5/100 | 20/100
Economie | 20/100 2/100  8/100 | 30/100
Math-Sciences | 10/100  5/100  5/100 | 20/100
Tech 7/100  1/100  22/100 | 30/100

£ 50/100 10/100 40/100 1

Définition 2.2.3. Tableau des profils-lignes et colonnes :
on appelle tableau des profils-lignes( matrice des profils-lignes) ,noté PL ot L , le tableau corres-

pondant aux fréquences conditionnelles
(L)ij = nij/ni. = fij/ fi
et de méme pour le tableau des profils colonnes, (PC) de terme générale ,
(C)ij = nij/n; = fij/ f;

On notera L;(¢;) le i-eme profil ligne (la i-eme ligne de de tableau PL)
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Ecriture maricielle : En notant /' = 7'/n, la matrice des fréquences conjointes et D; =

D, et Dy = D, les matrices diagonales suivantes de taille respective n; x n; et ny x no.

DlZDr: el s D2:DC:

fn1~ f.ng
OnaL=D;'FetC=D;'F.

ou, F' correspond a la transposée de F'.

3.3 AFC etindépendance

On avu que I’AFC applicable sur un tableau de contingence ou de fréquence pour
étudier les liaisons entre les deux variables qualitatives du tableau. Nous ne pouvons

plus définir les liaisons (dépendance) par les coefficients de corrélation comme 1I’ACP.

Définition 2.3.1. Il y a indépendance entre les deux variables considérées si :
fii=Ffixf; VI<i<ng, V1I<j5<ng;

Nous disons qu’il y a liaison (dépendance) entre ces deux variables, ou que ces deux variables

sont liées si elles ne sont pas indépendantes.

Remarque 2.3.1. Dans le cas de I'indépendance tous les profils lignes et colonnes sont identiques.

3.4 la distance du Khi-deux

On est en présence de deux nuages de points pesants. Le nuage des (n;) profils lignes,
chaque profil ligne i est muni du poids f; . Le nuage n, des profils colonnes, chaque profil
colonne j est muni de son poids f;. La question posé comment mesurer les distances
Euclidiennes entre les profils ?. Le type de distance utilisé est la distance du du Khi-deux
x? qui est une distance Euclidienne.

— Espace des profils lignes, (R"2, D_!) : Soient ¢;, {;; deux lignes de tableau L :

el (fy o fu\
d22 giygi’ = — =L — J
wllob) =2 % <f f)

Jj=1
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— Espace des profils lignes, (R™, D, ') : Soient C;, C;; deux lignes de tableau C :

SENEIRN AN
; i (f.j f.]”)

La raison essentielle pour choisir la distance du x? est qu’elle vérifie la propriété sui-

d32(Cy, Cyr) =

vante :

Propriété 2.4.1. equivalence distributionelle : Lorsque I'on effectue dans le tableau des fré-
quences F, la somme de deux colonnes proportionnelles (ou de deux lignes), les distances du x>
entre profils lignes (ou colonnes) restent inchangées.

Lien avec le x* de tableau de contingence :

Zf

.(C;,C)

f—Zfz

2(Li, L) =

2
Le coefficient @ est égal a l'inertie du nuage des profils lignes (des profils colonnes).
n

/)

La distance euclidienne entre les profils-lignes ou entre les profils-colonnes permet de

Démonstration.

niy n2

7_22.](‘@.](‘3 flJ Z

i=17=1

fl,]
Zﬁzb(ﬁ

=1 7=1

]

bien modéliser les ressemblances entre deux modalités.

Résumé Points lignes | Points colonnes
matrice L=D{'F L =FD;!
nuages Ny, =Ly,..,L, | No =C4,...,C,,
poids D, D,
espace (R"2, D1) (R™, D,71)
point moyen L, F F1,
inertie % %2
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3.5 Les nuages des deux profils

3.5.1 Le nuage des profils-lignes

Lorsque nous nous intéressons aux modalités de la premiere variable, il faut consi-
dérer les données comme une juxtaposition de profils-lignes. Ainsi chaque profil-ligne i
peut étre représenté comme un point de 'espace (R"2, D;!) dont chacune des n, dimen-
sions représente une modalité de la seconde variable. L'utilisation de la distance entre
deux profils est celle x?, elle revient a affecter le poids % a la j®me dimension de R"2.
Du fait que la somme de chaque profil-ligne est égale a 1, le nuage NN,,_; appartient a un
hyperplan, noté H;. Pour I’AFC les poids affectés a chaque point du nuage sont imposés
et ne sont pas identiques. Le point i a pour poids la fréquence marginale f; . Ce poids est
naturel puisqu’il est proportionnel a I’effectif de la classe d’individus qu’il représente. La

fi

coordonnée du point i sur I’axe A est donnée par 3 .

H}'ljt]‘E]IH.II H;

-
colonme |

FIGURE 2.1 — Le nuage N; des profils-lignes dans R™

Le point 7 a pour coordonnée sur I'axe A : % ; son poids est f; ; la distance entre deux
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profils est la distance du x? , Le barycentre G; du nuage N; a pour coordonnée sur 'axe

A la fréquence marginale f;; le nuage N; appartient a un hyperplan noté H; .

Le barycentre des points de N; munis de ces poids, noté G, est la moyenne pondérée

de tous les points sur tous les axes §;. La coordonnée de G'; sur 1’axe §; est donc donnée

par:

N Ju
1 zi:fz' fi.

Le barycentre s’interprete comme un profil-moyen.

3.5.2 Le nuage des profils-colonnes

La construction du nuage des profils-colonnes est identique a celle du nuage des pro-
tils lignes du fait de la symétrie entre les lignes et les colonnes en AFC. Chaque profil-
colonne j peut étre représenté comme un point de I'espace R™ dont chacune des n; di-

mensions représente une modalité de la premiére variable (). Le point i a pour coordonnée
fij
I
a un hyperplan noté H ;. De plus le barycentre des points de N; munis de leur poids a

sur 'axe A la proportion 3, et le poids qui lui est associé est f ;. Le nuage N; appartient

pour coordonnée sur 1’axe 9; :

£
fi. = Z I .ji
j f J

Ce barycentre s’interprete également comme un profil moyen et joue le méme role

pour I'étude de la liaison entre les deux variables.

3.6 Schéma général de I’AFC

Nous résumons les principaux résultats de I’AFC dans un schéma général
Les deux nuages de points (dans I’espace des colonnes et dans I’espace des lignes) sont
construits de maniere analogue. Nous récapitulons ici les éléments de base de 1’analyse

qui vont permettre la construction des facteurs.
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Hyperplan &,

ligne :

FIGURE 2.2 — Le nuage N; des profils-colonnes dans I'espace R™

Nuage de n; points-lignes Eléments Nuage de n, points-colonnes
dans 'espace R™2 de bases dans I'espace R™
X =D 'F Analyse X =D]'F
ny coordonnées (point-lignei) | de tableau X | ny coordonnées (point-colonne j)
%;izl,...,nl %;jzl,...,ng
M = D! avec M = D!

Pl =i (- 1) | lametriqueM | (. ) = T - (4 - )

4

3.6.1 Critere a maximiser et matrice a diagonaliser

Nous voulons représenter graphiquement les proximités entre profils.
Nous avons les deux espaces, avec les centres de gravité des nuages. nous procédons
I'analyse par rapport a l'origine ou par rapport aux centres de gravité, a condition de
négliger dans le premier cas 1’axe factoriel qui joint ’origine au centre de gravité (cet axe
est associé a la valeur propre égale a 1, appelée valeur propre triviale) .

Plagons-nous dans l'espace des colonnes R et cherchons 1’axe d’inertie maximum du
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Tableau de contingence K

| =k —

i

LK FE
v

Profils-lignes Fréguences relatives F Profils-colonnes
i J {

z--:':ﬂ—- < | —fj— _;..;'.—T:I,Ji_.ﬁ
L o

|
lﬁﬂlil C 7 0]
\ '

nuage des 1 points nuage des p points
dans R"” dans R"
- - ha . W &
- - B ® i * o w
. . s & -
n'v" : R é’ )

—— e — ——

FIGURE 2.3 — Schéma général de l'afc

nuage des points-lighes passant par 1’origine o et engendré par un vecteur-unitaire u pour
la métrique M = D_'. Ceci nous ameéne a maximiser la somme pondérée des carrés des

projections sur 1’axe c’est-a-dire :

max = {Z fi.d?(4, O)}
on rendre maximale la quantité : W' DAF'DFD

avec la contrainte : #'D;'u = 1 et u est un vecteur propre de la matrice :

S=FD'FD!

associé a la plus grande valeur propre \. différente de 1.
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La matrice a diagonaliser est donc la matrice S de terme général :

=X i

De la méme fagon, on doit rendre maximum dans R™ , la quantité :

D, 'FD;'F'D;

avec la contrainte : Do = 1. et v est vecteur propre de la matrice :

T=FD'F'D!

3.6.2 Les axes factoriels et facteurs

Nous supposons ici que ny < n; correspond a la plus petite dimension du tableau de
données.
Apres avoir écarté la valeur propre triviale égale a 1 et le vecteur propre associé, nous
retenons, de la diagonalisation de la matrice, les n, — [ valeurs propres non nulles et les

vecteurs propres associés. Nous obtenons ainsi au plus ny — [ axes factoriels.

Dans R™2 Eléments de construction Dans R™

S=FD'FD! Matrice a diagonaliser T=FD'F'D*

Sty = AUy Axe factoriel Sva = AaVq
Yo = D'FD;'u, | Coordonnées factorielles | ¢, = D 'F'D; v,
fij fii
wai = Eni Uqj ¢o¢' = Z?:l Vi
=t ’ " fif

4 . P n o _

Les coordonnées factorielles sont centrées : 37 fi o = 2721 f¢a; = 0.
. 2 N . n 2 n 2

et de variance égalea \,: Y2 =221 [i05; = Aa

i=1Ji. Yai

3.6.3 Relation entre les deux espaces

L’analyse générale a montré que les matrices S et T ont les mémes valeurs propres non
nulles )\, et qu’entre le vecteur propre unitaire u,, de S associé a )\, et le vecteur propre

unitaire v, de T relatif a la méme valeur propre, il existe les relations dites de transition :

_ 1 -1
Vo = 7= FD; s
_ 1 r—1
U = A=F'D; v,
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La comparaison de ces relations avec les expressions des coordonnées factorielles :

— D-lpp-1
Vo = D, FD_ u,,
-1 -1
Vo =D 'F'D o,
montre que celles-ci sont liées aux composantes des axes de 1'autre espace par les

formules :

¢a =V >\aD7~_1’Uou
¢a =V )\aDc_lua

C’est a dire explicitement

Yo = Y=
Go = Y2

Ces Relations de transition (ou qua51—barycentr1ques) conduisent aux relations fonda-

mentales existant entre les coordonnées des points lignes et des points-colonnes sur 1’axe

a, les relations quasi-barycentriques :

1 i
ai ij¢04j7

aj 1 Z fl] ¢az

azl

La matrice de terme général — Ji permettant de calculer les coordonnées d"un point 7 a

7.

partir de tous les points j n’est autre que le tableau des profils-lignes.

Remarque 2.6.1. Toutes les valeurs propres sont nécessairement inférieures ou égales a 1 (< 1).

En effet puisque :

\/71/@% = fU ¢aj

ona:mini{d.} < VAlai < Hlan{%j}

d’ot :

m?X{\/ra¢ai} < In]aX{qbaj}

De la méme maniére, on a :




rnjax{ \/E@gj} < mgtx{%i}

comme N\, > 0 :

mjax{\/):%j} < mja,x{%j}

finalement : \, < 1.

3.6.4 Représentation simultanée

Les relations de transition ot1 quasi-barycentriques justifient la représentation simulta-
née des lignes et des colonnes. La figure ci-dessous illustre schématiquement le processus

de I'analyse des correspondances.

- ‘
_ p colonnes
n lignes tableau
r— de
mnlmgencle

nuage de n points nuage de p points
dans R” dans R"
L)
Ao G "G
e A .: ek
.

-l-—-"""

LS
_ |
relations quasi-barycentriques

i. ﬂ
AN

représentation simultanée

FIGURE 2.4 — Schéma de la représentation simultanée
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3.7 Regles d’interprétation

Les nuages de points-lignes et de points-colonnes vont étre représentés dans les plans
de projection formés par les premiers axes factoriels pris deux a deux. La lecture des gra-
phiques nécessite cependant des regles d’interprétation, en particulier pour apprécier les
proximités, identifier les éléments responsables de la formation des facteurs et ceux qui
en sont des caractéristiques.

Ces regles s’appuient sur le bilan de 1'opération de réduction que constitue la séquence
des valeurs propres et des pourcentages d’inertie, ainsi que sur un ensemble de coeffi-

cients classiques : les contributions absolues et les cosinus carrés .

3.7.1 Inertie et test d'indépendance

L’inertie totale / du nuage de points par rapport au centre de gravité s’écrit par défi-

nition :

=Y f.G) =3 16,6 =3 (f”fz J{f)

i=1j=1

L'inertie s’exprime également par: [ = "2' \,.

La somme des valeurs propres non triviales d"une analyse des correspondances a donc
une interprétation statistique simple.
On pourra rejeter I'hypothése nulle d'indépendance des variables en lignes et en colonnes
si la valeur observée x? dépasse la valeur x3 qui a une probabilité d’étre dépassée infé-

rieure a un seuil fixé au préalable.

3.7.2 contributions et cosinus

Deux séries de coefficients apportent une information supplémentaire par rapport aux

coordonnées factorielles :
— les contributions, parfois appelées contributions absolues, qui expriment la part
prise par une modalité de la variable dans l'inertie (ou variance) "expliquée" par

un facteur;
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— les cosinus carrés, parfois appelés contributions relatives ou qualité de représentation,
qui expriment la part prise par un facteur dans la dispersion d’une modalité de la

variable.

Contributions

L’origine étant prise au centre de gravité, les coordonnées factorielles sont centrées et

la variance vaut )\, . Ainsi le quotient :

_ Sl

Ctry (i) = ;)

mesure la part de I’élément i dans la variance prise en compte sur ’axe a.

Ce quotient est appelé contribution de 1'élément ¢ a 1’axe o et permet de savoir dans
quelle proportion un point i contribue a l'inertie \, du nuage projeté sur 1'axe «. Pour

toutaxeona:

ni
> Ctra(i) =1
=1
De la méme fagon on définit la contribution de 1’élément j a ’axe o par :
fi%;

Ct?”a (j) = T

avec larelation: 372, Ctr,(j) =1

Cosinus carrés

On cherche a apprécier si un point est bien représenté sur un sous-espace factoriel.

La "qualité" de la représentation du point ¢ sur 1’axe o peut étre évaluée par le cosinus

de I'angle entre 'axe et le vecteur joignant le centre de gravité du nuage au point i :

dgz (Zv G) c2n'

Cosal) = pia) ~ 6.0
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FIGURE 2.5 — Projection du point i sur I'axe «

Cette quantité, appelée cosinus carré, représente la part de la distance au centre prise
en compte dans la direction «. On l'appelle aussi la contribution relative du facteur a la
position du point i.
Plus le cosinus carré est proche de 1, plus la position du point observé en projection est
proche de la position réelle du point dans l'espace .

Notons que pour tout i : S, Cos?(i) =1

La méme procédure pour les points colonnes On mesure la contribution relative du

facteur «v a la position du point j par le cosinus carré de j :

&2, G 2
Cosi(j) = Tal ) _ e
(5,G) &>, G)

;
I i
G I G L
- ¥, S
Cosg (i) =0 Cosg (i) =1
i mal représenté sur l'axe a i bien représenté sur laxe o

FIGURE 2.6 — Qualité de représentation d’un point i sur I'axe o

et ’on a également pour tout j : 3, Cos?(j) = 1
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3.8 Conclusion

L’ACP et I’AFC sont différentes en plusieurs points, elles fournissent des éclairages
complémentaires. L’AFC est une méthode puissante pour synthétiser et résumer de vastes
tableaux de contingence. En pratique elle est appliquée a beaucoup d’autres tableaux,
notamment les tableaux individus-variables. Les individus sont alors considérés comme
une variable. Dans le cas de tableaux de contingence, le principal objectif de cette analyse
est de dégager les liaisons entre deux variables. L’analyse des correspondances multiples
que nous exposons dans le chapitre suivant permet 1’étude des liaisons entre plus de deux

variables.

3.9 Exemple

Une étude a été menée sur 592 femmes dans le but d’analyser une éventuelle liaison entre
les variables "couleur des yeux" et "couleur des cheveux". Dans la suite, on désignera par X la
variable "couleur des yeux" et par Y la variable "couleur des cheveux". Les résultats de 1’étude

sont contenus dans le tableau suivant :

X Brun | Chéatain | Roux | Blond
Marron 68 119 26 7
Noisette 15 54 14 10
Vert 5 29 14 16
Bleu 20 84 17 94
592
1. Tableau des fréquences exprimées en pourcentage, et distributions marginales : f;; = % =
.

Les profils-lignes sont les distributions conditionnelles de Y sachant X.

Les profils-colonnes sont les distributions conditionnelles de X sachant Y .On obtient :

’ H Brun ‘ Chatain ‘ Roux ‘ Blond H fi. ‘ ’ % H Brun ‘ Chatain ‘ Roux ‘ Blond ‘ ‘ ‘
Marron 11.49 20.11 4.39 1.18 37.17 Marron 30.91 54.11 11.81 3.17 100
Noisette 2.53 9.12 2.36 1.69 15.70 Noisette 16.11 58.10 15.03 | 10.76 100

Vert 0.84 4.90 2.36 2.70 10.80 Vert 7.78 45.37 21.85 | 25.00 100
Bleu 3.38 14.19 2.87 15.89 36.33 Bleu 9.30 39.06 7.90 43.74 100
£ H 18.24 ‘ 48.32 ‘ 11.98 ‘ 21.46 H 100 ‘ ’ f H 18.24 ‘ 48.32 ‘ 11.98 ‘ 21.46 H 100 ‘
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% H Brun ‘ Chatain ‘ Roux ‘ Blond H fi. ‘

Marron 62.99 41.62 36.64 5.50 37.17

Noisette 13.87 18.87 19.70 7.88 15.70

Vert 4.60 10.14 19.70 12.58 10.80

Bleu 18.54 29.37 23.96 | 74.04 || 36.33

’ H 100 \ 100 \ 100 \ 100 H 100 ‘
Chaque profil-ligne ayant quatre coordonnées, les profils-lignes seront représentés dans I’espace R?.

La somme des coordonnées étant constante et égale a 1, seules trois coordonnées sont suffisantes
pour déterminer la position d'un profil. Par conséquent, les profils-lignes vont appartenir a un hy-
perplan, c¢’est-a-dire un sous-espace de dimension 3.

Chagque profil-colonne ayant quatre coordonnées, les profils-colonnes seront représentés dans I'es-
pace R*. La somme des coordonnées étant constante et égale a 1, seules trois coordonnées sont suffi-
santes pour déterminer la position d'un profil. Par conséquent, les profils-colonnes vont appartenir

a un hyperplan, c’est-a-dire un sousespace de dimension 3.

. La matrice des pondérations des profils-lignes et La matrice des pondérations des profils-

colonnes :
0,3717 0 0 0 0,1824 0 0 0
0 0,1570 0 0 0 0, 4832 0 0
D, = D, = D, =
0 0 0, 1080 0 0 0 0,1198 0
0 0 0 0,3633 0 0 0 0,2146

A partir de ces matrices, et des relations M, = D, ' et M,, = D, *,

. La matrice S a diagonaliser est S = F}/ D, F;D,". Sachant que l'ona F; = D, ' F, on a aussi

S=F'D; 'FD,!. Dans les deux cas, on aboutit a

0.2378 0.1942 0.1825 0.1083
0.5146 0.4956 0.4956 0.4217
0.1199 0.1228 0.1348 0.1043
0.1274 0.1873 0.1868 0.3655

. La matrice T a diagonaliser pour 'ajustement des profils-colonnes est T = F.D,F!D, .
Sachant que 'ona F. = FD, !, onaaussi T = FD, ' F!D,!. Dans les deux cas, on aboutit

a:

0.4649 0.4042 0.3316 0.2741
0.1707 0.1700 0.1591 0.1366
0.0963 0.1094 0.1240 0.1144
0.2679 0.3161 0.3851 0.4747
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5. L'opération de diagonalisation de la matrice S par un logiciel de mathématiques a permis
d’obtenir les valeurs propres suivantes : Ao = 1, A\; = 0.20877, A2 = 0.02223, A3 = 0.00260
Que pouvez-vous dire sur la valeur propre \o? Sur quelles valeurs propres allez-vous

concentrer votre analyse ?

D’apres le cours, on sait que la premiere valeur propre est toujours égale a I'unité. Cette valeur
propre est associée ‘a un vecteur propre engendrant un sous-espace vectoriel de dimension un dit
trivial. En pratique, on supprime cette valeur propre qui n’apporte pas d'information. On concentre

alors I'analyse sur les trois derniéres valeurs propres.

6. Déterminer l'inertie associée a chacun des axes factoriels non-triviaux. En déduire le pour-

centage d’inertie associé a chacun des axes, puis l'inertie cumulée.

onalr=32_, =X\ + X+ A3 = 0.23360.

A %

A1 | 0.20877 | 89.37%
A2 | 0.02223 | 9.52%
Az | 0.00260 | 1.11%

Sous la contrainte de devoir conserver au moins 90% d’information, on est amené a garder

les deux premiers axes factoriels.

7. Les deux premiers vecteurs propres issus de la diagonalisation de la matrice S sont respec-

tivement

u; = (—0.201436, —0.156799, —0.033982, 0.392135) ug = (—0.262634,0.105975,0.256799, —0.100131

rappeler la formule permettant d’obtenir les coordonnées des profils-lignes dans la nou-
velle base, et calculer les composantes V,, .

Uy = FyD; lug

—0.4925 —0.0883
—0.2125 0.1673

vy = et Wy =
0.1617 0.3391
0.5474 —0.0831
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8. Rappeler la formule permettant d’obtenir la contribution d’un profil-ligne a la formation

dS’un axe. et faire les calculs :

Cirafi) = 1. Y2l
Profils-lignes | Ctry(i) | Ctra(i)
1 43.18 13.04
2 3.40 19.79
3 1.35 55.83
4 52.14 11.26

9. Indiquer la formule quasi-barycentrique permettant de calculer les coordonnées des profils-

colonnes a partir des coordonnées des profils-lignes.

4
VAapa(i) =D fiyiVali), Vji=1,-- 4
=1

On obtient alors

—0.5046 —0.2148

—0.1483 0.0327
Y1 = et Yo =

—0.1296 0.3196

0.8349 —0.0696

10. Rappeler la formule permettant d’obtenir la contribution d'un profil-colonne a la forma-

tion d’un axe et faire les calcul :

)
Cra(j) = 1,22

Ao
Profils-colonnes | Ctri(j) | Ctra(j)
1 22.25 37.88
On obtient alors pour les profils-colonnes 2 5.09 2.32
0.96 55.13
4 71.7 4.67

Interprétation : La représentation simultanée sur le premier plan factoriel (2.7) montre par
exemple que les femmes aux yeux bleus et aux yeux marrons sont éloignées. En confirmation
avec le tableau, nous remarquons que les femmes aux yeux bleus auront tendance a avoir les
cheveux blonds, ainsi que pour celles aux yeux marrons qui seront davantage brunes. Les femmes
aux cheveux roux auront plutdt les yeux verts ou noisettes. La modalité des cheveux chatains est
proche de l'origine, elle représente donc un profil moyen et n’est rattachée a aucune couleur de

cheveux.
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FIGURE 2.7 — Représentation simultanée dans le premier plan

3.10 Exercice

Exercice 3.10.1. Au cours d’un enquéte sur un échantillon de taille 60, on a obtenu le tableau de contin-

a | b
‘ 110110
gence sutvant :
215 |15
3115| 5

Réaliser une (AFC) sur ces données, en répondant aux questions suivantes :

1) Donner le tableau des fréquences conjointes et marginales, associe au tableau précédent. ( Conseil :
Utiliser des fraction au lieu des nombres décimales)

2) Déterminer la matrice des profils lignes et profils colonnes ?

3) Déterminer la distance de x? entre les deux derniers lignes ?

Exercice 3.10.2. On considére le tableau K suivant oit a est un entier non nul :

U | g1 | d2 |33 |da)|Js

iin|lalalal 0|0

iolal|la|0]|al|o0

i3 | 0|al|0]|ala

On pose I= {ih 2‘27 Z3}€tJ = {jlaj27j37j47j5} :
On effectue I'analyse factorielle des correspondances (AFC) de K.
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1. Determiner les centres de gravité des nuages N(I) et N(J).
2. Determiner la matrice des profils colonnes F ainsi que la matrice des profils lignes F de K.
3. calculer le produit Fy F
4. Quel est l'influence du reel a sur I’AFC de ce tableau ?
5. Quel est I'axe factoriel trivial, a quelle valeur propre est-il associé ?
6. Quelle est 'inertie du nuage N(J) ?
7. On pose
1 1
wy = 0 , Wy = -2 Montrer que wy et wo sont des vecteurs propres de F1Fs, en
-1 1
deduire les axes factoriels t' non triviaux uy et ug ainsi que les valeurs propres associees. On choisira
uy de maniere * que la premiere coordonnée soit positive, de meme pour us.
8. On note @, (i) I'abscisse de la projection du profil de la ligne i sur le o eme axe factoriel. Remplir le
tableau suivant avec la contraintep, (i) > 0
T\ 1| @2 | s
{51
12
13
9.
10. Représenter les deux nuages N(I) et N(J) simultanement dans le plan factoriel 1-2.
11. Calculer la contribution de i1 a chacun des axes factoriels non triviaux ainsi que la qualité de repre-
sentation de iy dans le plan factoriel 1-2 c’est-a-dire COR; (i1) + CORx(i1).
Solution :
1. fr= ( 1/3,1/3,1/3) ) et fr=73 ( 2,3,1,2,1 ) .
1 10
326 00 1 11
2Fi=%132030|eR=%]100
020 36 011
0 01

94



10.

1 5 2
Pil,=5| 5 8 5
2 5 11
Aucune puisque les individus des nuages ne dependent pas de a ainsi que les poids et les

métriques.
f1 estle vecteur propre de F' F; associé a la valeur propre triviale 1.
L'inertie du nuage N(]) est la trace de Fy F» moins 1 donc 30/18 - 1 = 2/3.

On vérifie que : Fy Fywy = Lwy et FiFywy = fws.

Or la norme de wy pour la metrique D' = f—II = 313 donc le premier axe factoriel u; associé a la
valeur propre A\; = 1/2 est uj = %wl et le deuxiéme axe factoriel uy associé a la valeur propre
)\2 = 1/6 est ug =

onacm:@wletgog:

1
3ﬁw2.

Yy

I/J| o1 | w2 | w3
i | 8o
i» | 0 | =281 0
is | 2B B o

N % 0 % —T\/é %\/5 Avec les formules de transition on a
v [T 0 |22 | =] 2
Y1 = V2F 1 et 1y = V6F] oo
®
13 11l
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11.

CTR, (i) = % < i’;;‘ _ 1/2¢t CTRy (ir) = % x 31//3; ~1/6 @.1)

Comme il n’y a que deux axes non triviaux , la qualite de représentation de i, dans le plan factoriel

1-2 est 1.
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