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Introduction

Ce cours polycopié correspond au programme de l'unité d’enseignement fondamental
UEF-1.1 "Mathématiques 1", du premier semestre, socle commun, du domaine sciences
et technologies. Il permit d’acquérir le contenu de tout le premier semestre qui a pour but I’
homogénésation du niveau des étudiants a I'entrée de I'université. Le manuscrit est destiné
aux étudiants de la premiére année licence L.M.D sciences et techniques (ST) et sciences
de la matiere (SM), ainsi que toute autre personne ayant besoin d’outils de bases d’analyse
et d’algebre linéaire. Les notions abordées dans ce cours sont fondamentales et parmi les
plus utilisées dans le domaine des sciences et technologie, elles constitues les notions de base
qu'un étudiant de premire année doit absolument connaitre.

Le cours contient une partie algebre et une partie analyse et scindé en six chapitre qui sont
programmé au module math 1, en respectant le contenu et l'ordre des chapitres suivant
le canevas donné par le ministere. Les chapitres trois, quatre et cinq traitent les notions
d’analyse et ceux qui restent sont consacrés a l’algebre.

Le cour débute par un chapitre qui est; en quelque sorte les mathématiques générales; il
porte sur la logique, les modalités du raisonnement mathématique. Les notions de cette
partie sont nouvelles pour I’étudiant c¢’est pourquoi nous les avons présenté d’'une maniere
progressive.

Le deuxiéme chapitre, traite les ensembles et les relations (relations d’ordres, relations d’équi-
valence) ainsi que les applications (injectives, surjectives, bijectives, réciproques,. . .).

Le troisieme chapitre est un complément des notions fondamentales sur les fonctions numé-
riques d’une variable réelle vues au lycée et leurs applications a savoir, les notions de limite,
continuité et dérivabilité.

Le chapitre quatre constitue une application aux fonctions élémentaires : les fonctions puis-
sances, logarithmiques, exponentielles, hyperboliques, trigonométriques et les fonctions in-
verses.

La formule de taylor, le développement limité et leurs applications sont présent dans le
chapitre cinqg.

On termine notre cours par des notions fondamentales de 1’algebre linéaire : les lois de
compositions internes, les espaces vectoriels et les applications linéaires, ce dernier chapitre
va préparer I’étudiant au cours de "Mathématiques 2".



Dans chaque chapitre, le lecteur trouvera le cours qui a été enseigné et des exercices qui sont
corrigés en détails a la fin.

Le manuscrit prend on considération le niveau de langue ; d'une certaine catégorie détudiants
qui ne métrise pas bien le francais ; ¢’est pourquoi il est écrit avec un francais simple et facile
a comprendre. Je souhaite que ce document servira bien les étudiants et répondera a leurs
attentes et qu’il les aidera a maitriser bien ce module.

Finalement, Je serais trés reconnaissante a tous les lecteurs, étudiants et enseignants a me
faire parvenir leurs remarques, commentaires et suggestions concernant le fond et la forme
de ce manuscrit a mon adresse : souad.ayadi@Quniv-dbkm.dz



Chapitre 1

Méthodes de raisonnement
mathématique

Calculer et démontrer sont les deux principales activités des mathématiques. Quand on
s'intéresse a 'activité de démontrer, la logique explique comment un fait ou une affirmation
peut découler d’autres fait déja admit. En mathématiques, la logique est la pratique de la
rigueur et I'exactitude dans la pensée. De ce fait on ne peut jamais faire un raisonnement
mathématique régoureu si on ne maitrise pas bien les notions fondamentales de la logique
mathématique. Dans ce chapitre, on présente les éléments de logique indéspensable pour
tout raisonnement mathématique par des méthodes directes ou indirectes.

1.1 Eléments de logique

La logique s’intéresse d'une part aux regles de construction des phrases mathématiques,
d’autre part a leur vérité. Les propositions sont les atomes en logique.

1.1.1 Proposition

Definition 1.1 Une proposition est un énoncé déclaratif dont on peut dire s’il est vrai ou
fauz.

— quand la proposition est vraie on lui affecte la valeur 1

— quand la proposition est fausse on lui affecte la valeur O
Ces valeurs sont dites les valeurs de vérités de la proposition. En génrale, on met ces valeurs
dans un tableau dit tableau de vérité. les propositions sont notées généralement par P, q, . ..

1
0

Exemple 1.1 On donne quelques exemples de propositions avec leurs valeurs de vérités.
1. Madame Ayadi est l’enseignante de mathématique de cette section : (1)
2. Deuz droite paralléles ne se coupent jamais : (1)

3. Tous les nombres réels ont une racine carré : (0)



1.1.2 Connecteurs logiques

A Taide de deux (plusieurs) propositions on peut définir de nouvelles propositions en
utilisant les connecteurs logiques. On donne les regles pour ces cinq connecteurs non,” " et’,

ou’, 7 st ...alors’, 'si et seulement st

Definition 1.2 (Négation : ’Non’)
Soit P une proposition. La négation de P est la proposition notée P qui est vraie si P est
fausse et vice-versa..

Exemple 1.2 on donne un exemple trés simple de la négation d’une proposition.
(P) : Les bacheliers série langue peuvent s’inscrire en ST.

(P) : les bacheliers série langue ne peuvent pas s’inscrire en ST.

Definition 1.3 (Conjonction : ’et’)
Soient P et Q) deuz propositions. La conjonction de P et Q est la proposition (P N\ Q) qui
ne peut étre vraie que si P et ) sont vraies a la fois.

Definition 1.4 (Disjonction : ’ou’)
Soient P et Q) deux propositions. La disjonction de P et @) est la proposition (PV Q) qui ne
peut étre fausse que si P et () sont fausses a la fois.

Definition 1.5 (Implication : ’Si ... alors’)
Soient P et () deux propositions. On appelle implication notée (P = Q) la proposition qui
est fausse quand P est vraie et () est fausse.

Definition 1.6 (Equivalence : ’Si et seulement si’)
Soient P et QQ deux propositions. On dit que P et QQ sont équivalentes et on écrit (P < Q)
quand P et () ont les mémes valeurs de vérités.

Remarque 1.1 En utilisant les tableauz de vérités, on peut montrer que :
- P& P
- (PeQ)e[(P=Q AN Q@=P)
- (P=Q) e (PVQ)
- (P=Q) = (@=P)

1.1.3 Regles de Morgan

Proposition 1.1 (Régles de Morgan)
Soient P et Q) deux propositions logiques, alors :

1 (PAQ) & (PVQ).
2 (PVQ) & (PAQ).

Preuve. En utilisant les tableaux de vérités on a les résultats demandés.

PIQ|P|Q|PAQ|PVQ|PAQ
171]0]0 1 0 0
o[of1]1 0 1 1
0[1]1]0 0 1 1
110[0]1 0 1 1




Theoreme 1.1 Soient P,Q, R trois propositions
1. (PANQ)< (QAP) et (PVQ)< (QVP).
2. [(PNQ)ANR| < [PAN(QAR)] et[([PVQ)V R < [PV(QVR).
3. (PANQ)VR| < [(PVR)AN(QVR)] et[(PVQ)ANR]|< [(PAR)V(QAR)].
On dit que le V et le A sont commutatifs, associatifs et distributif ['un par rapport a l'autre.
Definition 1.7 A partir de limplication (P=Q) on peut définir les propositions suivantes :
— La négation de 'implication (P = Q) est (P A Q).

~ La contraposé de l'implication (P = Q) est (Q = P).
— La réciproque de l'implication (P = Q) est (Q = P).

Exemple 1.3 Soit n > 2, on considére Uimplication (I)
[(n premier et n # 2) = (n est impair)).
La contraposé de la proposition (I) est
[(n est pair) = (n =2 ou n n'est pas premier)].

La négation de (I) est
[(n premier et n # 2) et (n pair)].

La recéproque de (I) est
[(n est impair) = (n premier et n # 2)].

Exercise 1.1 Soient P et (Q deux propositions.
Donner la négation des propositions suivantes : (P = Q); (Q = P).
En déduire la négation de (P < Q)

Solution 1.1 En wutilisant les regles de Morgan on a :

Done, (Q = P) < (Q A P)
En en déduit que :

PeQ & [P=@r@=7P)

& :(P:>Q)\/(Q:>P)]
&

(PAQ)V QAP
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Exercise 1.2 1. Donner la table de vérité des deux propositions suivantes : (P < @Q),

(P = Q)

2. Que déduisez vous ? Donner un exemple

Solution 1.2 1)  Table de vérité (simple a faire).
2)  On en déduit que (P < Q) < (P & Q).

On donne un exemple : soit x € R, la proposition

(?=4) & [(z=2)V(z= —2)]] est équivalente a la proposition

(@£ [0 £2)A @~ -2,

1.1.4 Quantificateurs
Prédicat

Soit E un ensemble (par exemple : R,Z, N) on appelle prédicat sur £ tout énoncé qui
contient une inconnue z (ou plusieurs) et si on remplace x par un élément fixe de E on
obtient une proposition vraie ou fausse. On note un prédicat par p(zx), q(zx),...

Exemple 1.4 Voici deux exemples de prédicat
p(x) : x est un multiple de 7, x € Z.
q(z) : n est un nombre premier, n € N,

Quantificateur universel

Le quantificateur universel dont le symbole est << V >> signifie « Quel que soit», «
pour tout », « pour n'importe quel ». Soit £ un ensemble donné et p(x) un prédicat sur E.
Les trois énoncés suivants :

(a) quelque soit = dans F : p(x),

(b) pour tout élément x dans F : p(x),

(¢) pour n’importe quel = dans E : p(z),

peuvent étre remplacés par << Vzr € E: p(x) >> .

Exemple 1.5 La phrase "tout nombre réel est supérieur ou égal a 5" s’ecrit "Vr e R:ax > 5"

Exemple 1.6 la premiére proposition est vraie alors que la deuziéeme est fausse
e VzeN z+1>0.
e Vo eZ 2°+31x—-2<0.

Quantificateur existentiel

Le symbole << 3 >> désigne le quantificateur existentiel qui signifie « Il existe au moins
un » et se lit « il existe ».
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Exemple 1.7 La proposition suivante
il existe au moins un nombre réel tel-que x?> —5 >0, séerit Ix € R: 22 —5> 0.

Il est claire qu'un quantificateur associé a un prédicat donne une proposition qui peut étre
vraie ou fausse.
Exercise 1.3 FEcrire les phrases suivantes en utilisant les quantificateurs.

1. Le carré de tout nombre réel est positif.

2. Pour tous les nombres réels le carré de la somme de deur nombres est égal a la somme
de leurs carrés.

3. Tout nombre entier admet un opposé.

4. 1l existe au moins un nombre entier qui est opposé a tous les nombres entiers.

Solution 1.3 On obtient les propositions suivantes :
1.VzeR 2>>0. (V)
2.V eR, VyeR (z+y)?=2>+y> (F)
3. NrvelZ, yeZ, z+y=0. (V)
4. yeZ,NevelZ, x+y=0. (F)

Négation d’un quantificateur

Soit F' un ensemble et p(x) un prédicat sur E.
la négation de (Vo € E': p(x)) est (Elx ekb: p(x)) :

Exemple 1.8 La négation des deux propositions suivantes est donnée comme suit :
e Vi cR 22>0 est I ER, 2°2<0.
e VxecZ, yeZ, v+y=0 est IJxe€Z, VYyeZ, x+y#0.

1.2 Méthodes de Raisonnement

1.2.1 Méthodes Directes

Soent P, () deux propositions données.
— Pour montrer que l'implication (p = @) est vraie il suffit de supposer que P est vraie
et démontrer que () est vraie
— Pour montrer que I'équivalence (p < Q) est vraie il suffit de montrer que les deux
implications (P = Q) et (Q = P) sont vraies.
Exemple 1.9 Démontrer que Vr,y € R, (22 =19?)= (|z| = |y|).
Solution 1.4 Soient z,y deuz réels, on suppose que x? = y? et on montre que |x| = |y|.
comme x%,y? sont deux nombres positifs donc on peut calculer leurs racines carrées et on a

2=y = \/x2:\/y72
= |z =y.

Lorsque le raisonnement directe ne marche pas on passe a d’autres types de raisonnement
appelés méthodes indirectes.
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1.2.2 Meéthodes Indirectes
Raisonnement par I’absurde

Pour démontrer que P est vraie on suppose que P est vraie et on aboutit & une contradic-
tion. On en déduit que pour montrer que 'implication (P = @) est vraie on suppose que
P est vraie et () est fausse et on aboutit & une contradiction. En faite, ’explication est tres
simple quand on applique le raisonnement par I’absurde pour une implication (P = @), on
suppose que (P = @) est fausse ce qui revient a dire que (P = @) est vraie. En d’autres

termes (P A @) est vraie. D’aprés la table de vérité de la conjonction, si P est vraie alors @
est vraie donc () est fausse.

Exemple 1.10 En utilisant le raisonnement par l’absurde, montrer que pour tout entier
naturel n on a : (n® pair = n pair) .

Solution 1.5 On suppose que n? est pair et que n est impair.

n impair = dk € N,n = 2k + 1, par suite on a :

n? = (2k +1)? = 4k* + 4k + 1 = 2(2k® 4+ 2k) + 1, et comme (2k* + 2k) est un entier naturel
on peut poser k' = (2k* + 2k) et on a alors n? = 2k’ + 1, c’est une contradiction avec le
fait que n? est pair.

Raisonnement par contraposé

Etant donné que [(P = Q)& (@ = ﬁ)} ,alors pour montrer que l'implication (P = Q)

est vraie, il suffit de montrer que (@ = ?) est vraie.

Exemple 1.11 En utilisant le raisonnement par contraposé, montrer que

(x#£1 ety#1)=(zy—2x—y+2+#0), z,y € R].
Solution 1.6 On montre que [(zy — 2z —y+2=0)= (=1 ouy=1)]
On suppose que (xy —2x —y+2=0) on alors y(r —1) —2(x —1) =0
Wo-1)-2e—1)=0 = (@—1)y—-2) =0,
= (x—1)=00ou (y—2)=0,
= x=1o0u y=2.

Raisonnement par récurence

Soit P(n) une propriété qui dépend de Ientier naturel n. Quand on veut montrer que P(n)
est vraie pour tout n € £ C N on utilise un raisonnement par récurence. Ce raisonnement
ce fait en trois étapes.
1. Etape 1 : Initialisation de la propriété
On vérifie que P(ng) est vraie ol ng est le premier élément dans F.
2. Etape 2 : Caractére héréditaire de la propriété
Dans cette étape on suppose que la propriété P(n) (hypotheése de récurence) est vraie
pour un entier n > ny et on démontre que P(n + 1) est aussi vraie
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3. Etape 3 : Conclusion
En utilisant les étapes 1 et 2 on en déduit que P(n) est vraie pour tout n € £ C N

Exemple 1.12 Montrer par récurence que ¥Yn € N, 7" — 1 est devisible par 6. En d’autre
termes on doit montrer que pour tout entier naturel n il existe un entier k tel-que 7" —1 = 6k.

Solution 1.7 On suit les trois étapes du principe de raisonnement par récurence

1. Initialisation
Pourn=0o0ona7—1=0=6x0 dans ce cas k = 0.

2. Herédité
On suppose que P(n) est vraie pour un certain n > 0 et on démontre que P(n+1) est
vraie. Autrement dit on suppose que

JkeN, 7" —1=6k

et on démontre que
k' e N, 7" — 1 =6k

En effet,
1 = TxT7-1,
= (6+1)x7—1,
= 6x7"4+(T"-1),
= 6 x 7"+ 6k,
= 6(7+k),

— 6k, ot K =(T"+k) €N,

3. Conclusion
d’apres les étapes 1 et 2 et par le principe de récurence on en déduit que P(n) est vraie
pour tout n € N.

Raisonnement par Contre Exemple

Ce type de raisonnement est utilisé pour démontrer qu’'une proposition de la forme
Vo € E, P(x) est fausse. L’idée est de trouver au moins un zo € E pour lequel la pro-
position est fausse.

Exemple 1.13 La proposition (Vx € R, x —2 < 0) est fausse car par exemple pour x =5
onad—2=3>0.

Raisonnement cas par cas

Soit P(z) une proprieté qui dépend d’'un parametre x € E. Quand on veut démontrer
que P(z) est vraie sur E mais la justification dépend des valeurs que prend z dans E, et que
plusieurs cas apparaissent, alors on sépare tous les cas et on les étudies cas par cas.
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1
Exemple 1.14 Montrer que pour tout n € N, n(n2—|—)

Solution 1.8 Comme n € N, on distingue deux cas : n pair et n impair.

est un entier.

- Sin est pair, alors 3k € N, tel-que n = 2k, et dans ce cas on a :
nn+1)  2k(2k+1)
2 2
- Sin est impair Ik € N, tel-quen = 2k + 1, et dans ce cas on a :
n(n+1)  2k+1(2k +2)
2 2

=k(2k+1) e N.

— (k+1)(2k +1) € N.

1.3 Exercices Corrigés

Exercise 1.4 Utiliser un raisonnement directe pour répondre auzr questions suivantes :
1) Montrer que si x,y € Q alorsx +y € Q.
T

2) Soient x,y > 0. Montrer que si alors x = y.

y—|—1:a:+1
3) Soit n un entier. Montrer que si In+5 est pair alors 3n + 2 est impair.
. . , , . a a’
Solution : 1) Soient =,y € Q alors Ja,a’ € Z,b, 0 € Z*, tels-que z = 7 ety = 7
+ @,
x = -4+ —
y b b,?
_ab' +bd
N b
Comme b, b’ € Z* alors bb' € Z*. De plus, ab’ + ba’ € Z. Ainsi, z +y € Q.
. x Y
2) S t >0et = .
) Soient z,y > 0e P
z ) 2 2
= = =
y+1 x+1 TrrEyAYy
= (=) +@@—y =0,
= (@—y)(@+y+1)=0,
= (r—y)=0carz+y+1>0,
= Tr=y.

3) Soit n € Z. Comme 9n + 5 est pair, il existe k € Z tel-que, 9n + 5 = 2k.

In+5=2k = 3In+6n+3+2=2k,
= 3n+2=2k—06n-—3,
= 3n+2=2k-3n—-2)+1,
= 3n+2=2k+1laveck'=k—3n—-2¢€Z.
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Exercise 1.5 Le but de cet exercice est le raisonnement par L’absurde.

1) Montrer que \/2 est nombre irrationnel.

2) Soit x,y € Z, démontrer que six + /2y = 0 alors x =y = 0.

3)  Soit n > 0, montrer que si n est le carré d’un entier alors 2n n’est pas le carré d’un
entier.

solution

1) On suppose que V/2 est un nombre rationnel, et on montre qu’avec cette supposition on
aboutira a une contradiction.

Comme /2 est rationnel,

x
Jx € Z ety € Z* tel-que V2 = = avec x, y premiers entre eux.
Y
2

x
Par suite, on a — = 2. On en déduit que x? = 2y?, ce qui signifie que 2% est un nombre pair

et d’apres I'exemple 1.10, on a x qui est pair, c.d.a., un multiple de 2 donc do € N tel-que x =
20. Par suite, 402 = 2%, ce qui signifie que y? est pair puisque o est entier, et de la méme
maniere on en déduit que y est pair. Il en résulte que 2 divise x et divise y et c’est une
contradiction avec le fait que = et y sont premier entre eux.

Dans tout ce qui suit on suppose que P est vraie et () est fausse et on cherche a aboutir a
une contradiction. C’est en fait le principe de raisonnement par 1’absurde pour montrer que
(P = Q) est vraie.

2) On suppose que z ++v/2y =0et (z #0ouy #0).
o Siz+V2y=0ety+#0, ona2= —73:7 et ceci est une contradiction car z,y sont des
Y

entiers alors —. € Q, maisyv/2 ¢ Q.
Yy

e Maintenant, on suppose que = + /2y = 0 et z # 0, il vient que 2z + 2y = 0. On trouve
que V2 = - € Q, qui est une contradiction.
x

3) On suppose que n est le carré d’'un entier et 2n est aussi le carré d’un entier.

Dong, il existe deux entiers non nuls z,y tels-que n = 2%, et 2n = y2. Il s’ensuit que
2n y? 2\’ x

—=2=== () .D'ou v2 == € Q. C’est une contradiction.

n x y y

Exercise 1.6 Le but de cet exercice est de faire un raisonnement par contraposé.
1) Soit n un entier positif. montrer que si n? est pair alorsn est pair.
2) Si Uentier (n* — 1) n’est pas divisible par 8 alors n est pair.
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solution
On va montrer que si n est impair alors n? est impair.
Si nest impair alors, 3k € N, tel-que n = 2k + 1. Il vient que n? est impair car

n? = (2k+1)%,
= 4%+ 4k +1,
= 2(2k* +2k) + 1,
= 2k +1, avec k' = 2k? + 2k € N.

2) On montre que si n est impair alors (n? — 1) est divisible pr 8.
Comme n est impaire donc il existe k € N, tel-que n =2k + 1.

n?—1=2k+1)"—1=4k(k+1).
Or le produit de deux entier naturel consécutif est un multiple de 2, donc
3t € N tel-que k(k + 1) = 2¢.

Par suite
n*—1=8t teN.

Exercise 1.7 Démontrer les propriétés suivantes en utilisant le principe de raisonnement
par récurrence.

1) Montrer que Vn € N, 2" > n.

2) Soit x un réel positif. Montrer que pour tout entier natureln > 1, (1+xz)" > 1+ nx.

" 54 (4n—1)5"H!
3) Montrer que ¥n € N*| Zif}’ _ 2 ( n16 ) .

=1

4)  Montrer que Vn € N, 2 +2(=7) +2(=7)*+...2(=7)" =

solution

Soit P(n) la propriété : 2" > n, n € N. On veut utiliser le raisonnement par récurrence pour
démontrer que P(n) est vraie pour tout n.

1) Pour n=0ona2°=1> 0. Donc P(0) est vraie.

soit n > 0. On suppose que P(n) est vraie et on démontre que P(n + 1) est vraie.

En d’autres termes, on suppose que 2" > n et on démontre que 2"t > n + 1.

ontl — 9.9m
— 9n _’_271’
> n—+ 1 puisque 2" > net 2" > 1.

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n.
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2) pour n > 1, notons P(n) : (1+z)" > 1+ nz.

Pourn=1ona (1+z) =1+x, donc P(1) est vérifié.

Fixons n > 1. Supposons que (1 + z)" > 1+ nz. Nous allons montrer que
(I4+2)"" >14+n+1)z

(1+az)"™ (1+z)(1+2)",
(1+nz)(1+2),
1+ nx +z + na?
1+ (n+1)z + na?

1+ (n+1)x, carnz®>0.

VvV IV IV IV

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout 7.

5+ (4n — 1)5"*!
16

3) Soit P(n) la propriété : » 5" =
i=1

54 (4n — 1)5mT!
16 '

, n e N*.

On pose I} = » 5%, et [, =
i=1
Pour n =1, on a
1
L=)i5=1x5=5,
i=1
5+ (4—1).5° _5+3x25 80

I, = — = _5=1,.
2 16 16 TR

Donc P(1) est vérifié.

" 54 (4n —1)5"*!
Fixons n > 1. Supposons que g 19" = ull n16 ) .
i=1

n+1 n+2
- 5+ (4 3)5
Nous allons montrer que E 19" = all nl—g ) :

=1

n+1 n
dist = > i+ (n+1) x 5"
=1 =1

n+1
_ of (4n1g 15" +(n+1) x 5"
5+ (4n — 1)5" +16(n + 1) x 51
16 ’
54 5"(20n + 15)
16 ’
5+ 5""2(4n + 3)
16 '

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n.
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Remarque 1.2 On utilise le symbole Y. pour ecrire une somme.

n

D LA =)+ f2)+ f3) + ... f(n).

i=1
Exemple

6
D2 =12+224+32+42+ 52+ 62 =1+4+9+ 16+ 25 + 36.
i=1

6 5
P = i*+6%
=1 =1




Chapitre 2

Ensembles - Relations - Applications

2.1 Théorie des Ensembles

D’un point de vue mathématiques, un ensemble désigne une collection d’objets définis et
distincts ces objets sont les éléments de 'ensemble. Souvent, un ensemble est noté par une
lettre latine majuscule, et un élément par une lettres minuscule. Lorsque a est un élément de
I’ensemble A, on dit que a appartient a A et on écrit a € A. On cite Les ensembles souvent
utilisés dans ce cours : C ’ensemble des nombres complexe, R I’ensemble des nombres réels, Q
I’ensemble des nombres rationnels, Z 1’ensemble des entiers relatifs et enfin ’ensemble N des
entiers naturels. On rappelle que tout nombre réel qui n’est pas rationnel est irrationnel. Tout

a
nombre rationnel s’écrit sous la forme —, oua € Z,b € Z* = Z — {0} . Le nombre d’éléments

d’un ensemble fini E est noté card(E). Si E contient n élément on dit que card(E) = n. Un
ensemble qui ne contient aucun élément s’appelle ensemble vide et est noté () et card(()) = 0.

2.1.1 Inclusion et Egalité

Definition 2.1 Soient E, F' deuz ensembles.
— On dit que E est inclus dans F' si tout élément x qui appartient a E appartient a F' et
on note £ C F. On a l’équivalence suivante :

(ECF)e Ve, ze E=x€cl).

- Si E CF on dit que E est un sous ensemble de F' ou que E est une partie de F.
— On dit que E = F si et seulement si E C F et F C F.

5
Exemple 2.1 E :}1 2] , FF=1]-53.
On a E C F. En effet,

5
relk = 1<x§§,

5)
= —5§1<.§C§§<3

= xz€F.

18
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Exemple 2.2 A={ne€Z,3k€Z: n=5k+2}, B={neZ3keZ: n=5k+T7}.
Montrer que A = B

ncA = JkeZ n=n=>5k+2,
= dkeZ n=n=5k+2+5-05,
= dkeZ n=5k-1)+7,
= Jk€Z, n=5k+Taveck' =k —1¢€Z,
= ACB.

neB = JdkeZ n=n=>5k+T,
= dkeZ, n=n=5k+T7+2-2,
= dkeZ n=5k+1)+2,
= Jdke€Z n=5k+2aveck'=k+1€7Z,
= BCA.

ACBet BC Adonc A=B.
2.1.2 Ensemble des parties
Soit A un ensemble. On désigne par P(A) I’ensemble de toutes les parties de A.
Exemple 2.3 A = {a,b,c},
PA) = {0.{a} {0} {e} {a. b} farch e {abch |
Remarque 2.1 A € P(A).

2.1.3 Complémentaire

Definition 2.2 Soit E un ensemble et A C E. On appelle complémentaire de A dans FE
qu’on note 04 ou A ou A° I'ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a A. On

éerit A={x e E|x ¢ A}.

1l est claire que A = A et CE = 0.

Exemple 2.4 F ={-1,-5,-3,0,2,7,11}, A= {-1,0,7},
C4 ={-5,-3,2,11}.
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2.1.4 Intersection - Union

Soient A et B deux parties d’un ensemble F.

— On appelle intersection de A et B I'ensemble des éléments communs entre A et B, et
on écrit

ANB={xe€ E|z €A etx € B}.

— On appelle union de A et B I’ensemble des éléments de A ou B, et on écrit
AUB={zx€ E|xz€ A ouz € B}.

~ Si AN B #(alors A et B sont disjoints

Proposition 2.1 Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E.

ANB=BNAetAUuB=BUA.
SiACBalors ANB=AetAUB = B.
Si A C B alors B¢ C A°.

ANA=A AUA=FE et ANA° =0
(ANB) = A°UB°et (AUB) = A°N B
CUANB)=(AUC)N(BUC).
CN(AUB)=(ANCYU(BNC(C).

NS s e~

Exemple 2.5 On va vérifier quelques propriétes de la Proposition 2.1 a [’aide de l’exemple
sutvant

A={xeN|z < T}

B ={z € N |z multiple de 3}

C={rxeN|z>10}.

Solution 2.1 On écrit les ensembles
A={0,1,2,3,4,5,6,7},

B =10,3,6,9,12,...},

C = {10,11,12,13,14,15,16,17,... },

ANB={xeN|zecAet x € B}.
ANB={x e N |x <7 etx multiple de 3}.
ANDB =1{0,3,6}.
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AUB={xeN|ze€ Aou z € B},
AUB ={x € N |z <7 oux multiple de 3},
AUB=1{0,1,2,3,4,5,6,7,9,12,15,18,21,... } .

A={reN|xz ¢ A},
A={xreN|z>T},
A° = {8,9,10,11,12,13,... },

B¢={reN|z ¢ B},

B¢ ={x e N|z # 3k, k € N},
B¢={x=3k+1oux=3k+2kecN},
B¢ =1{1,2,4,5,7,8,10,11,13,...},

ANB={xeN|ze A etz € B},
ANB={xeN|z ¢ Aetx ¢ B},
ANB={xeN|z>Tetx # 3k, k€ N},
ANB={xeN|z>Tetx #3k, ke N},
A°n Be = {8,10,11,13,14,16,... },

(AUB)" ={z € N |z <7 oux multiple de 3},
(AUB)'={x ¢ (AUB)},
(AUB)"={zeN|x¢ Aetx ¢ B} = A°N B,

AUB*={xeN|z e A ourx € B},
AUB*={xeN|xz ¢ Aouz ¢ B},
AUB*={zxeN|xz¢ (AN B)},
AUB*={zxeN|z e (AN DB)},
A°UBc=(ANB)".

2.1.5 Différence de deux ensembles
Definition 2.3 Soient A et B deux ensembles.
— On appelle différence de A et B l’ensemble des éléments qui sont dans A et qui ne sont
pas dans B, et on note A— B ou A\ B, et on écrit
A—B={x,x€ Aetx ¢ B}.
— La différence symétrique de A et B l’ensemble noté AAB, définit par

AAB = (AUB)—-(ANB),
= (A-B)U(B—-A).
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AAR

Exemple 2.6 On considére les deur ensembles A et B,
A=1{0,1,3,5,8,10,17,20},
B=1{21,4,5,8,18,17,21}

Ona:

A - B =1{0,3,10,20},

B—A=1{24,1821}
AUB=1{0,1,3,5,8,10,17,20,2,4,18,21},
ANB=1{1,5_817},

(AUB)— (AN B) = {0,3,10,20,2,4, 18,21},
(A— B)U (B — A) = {0,3,10,20,2,4,18,21},
AAB =10,3,10,20,2,4,18,21} .

Exercise 2.1 Soient A et B deux parties d’un ensemble E.
Montrer que AAB = (AU B)N (A°U B°).

Solution 2.2

)= (ANB),
& T € ) etz ¢ (AN B),
& AUB) etz € (AN B),
& ) etz e (AN B)°,
& x€ ) etx € (A°U B9),
& )N (AU B°),
Donc, AAB = (AU B) N (A°U B°),

Exercise 2.2 Soient E=C, A={z€ E||z| <1}, B={z€ E| Re(z) < 1}.
Représenter (4,08, AUB, AN B,A\ B,B\ A, AAB.

2.1.6 Produit cartésien

Definition 2.4 Soient A et B deux ensembles. Le produit cartésien de A et B qu’on note
A x B est l'ensemble des couples (a,b) ot a € A et b € B, et on écrit

Ax B={(a,b) |ac A be B}.
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Remarque 2.2 Si a # b alors (a,b) # (b,a) et donc A x B # B x A.
Exemples 2.1 On peut donner des exemples simples sur le produit cartésien.
~R2=RxR={(z,y) |7 €R, y e R}.

- 01 xR={(z,y) |0<x <1, yeR}.
{0, 1} x 12 ={(0,9),(Ly), 1 <y <2}.

{3,5,8) x {0,9) — { (3,9),(5,0) (3,0), (5,9), (8,0, (8,9) }

2.2 Relations binaires

Dans cette section on s’intéresse aux; relations; l'objet mathématique trés important
qui permit de mettre en liaison des éléments de deux ensembles ou d’'un méme ensemble.

Definition 2.5 Soient A et B deux ensembles.
— Une relation entre A et B est une proposition R (x,y) tel-que x € A et y € B. On dit
que x est en relation avec y si et seulement si R (x,y) est vraie, et on écrit *Ry.
— L’ensemble des couples (z,y) € A X B qui vérifient R (x,y) s’appelle le graphe de
la relation R, on le note par Gr, et on écrit

G — {(I,y) €AxB| ny}
- Si A= B on dira que R est une relation binaire sur A.

Exemple 2.7 Soient A =1{0,1,3,5,8,10,16}, B = {4,16,20,23}.
Donner le graphe de la relation R définie sur A X B par :

V(z,y) € Ax B, 2Ry & y = 2.

Gr = { (8,16) , (10,20) }

2.2.1 Relation d’équivalence - Relation d’ordre

Propriétés d’une relation binaire

Definition 2.6 Soit E un ensemble et R une relation binaire sur E, on dit que :
1. R est réflexive si et seulement si (V:): € E, (zRx) ),

2. R est symétrique si et seulement si [Vm, y € F, ((:URy) = (yRx) )},
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3. R est anti-symétrique si et seulement si [V:U, y€eE, ({(ny) A (yR:U)} = (x=1y) )] ,

4. R est transitive si et seulement si le,y, z€FE, ({(zRy) A (ny)} = (zR2) )1

Exemple 2.8 Soit R une relation définie sur Q par : xRy < xy # 0.
Dire si R est réflexive, symétrique, transitive.

1. Si R est réflexive on a pour tout x € Q, xRz est vraie. Ce qui signifie que x* #
0, Vz € Q, mais ceci est faur car 0 € Q, et 0> = 0. Donc R n’est pas réflezive.

2. pour tout x,y € Q tels-que xRy on a xy # 0 ce qui donne que yx # 0, ceci signifie que
yRzx, donc R est symétrique.

3. soient x,y,z € Q tels-que vy # 0 et yz #0. On a alors x # 0 et y # 0 et z # 0 donc
xz # 0, et ceci signifie que R est transitive.

Definition 2.7 (Relation d’équivalence)
Soit R une relation binaire sur un ensemble E, on dit que R est une relation d’équivalence
sur E si et seulement si elle est a la fois réflexive, symétrique et transitive.

Exemple 2.9 On considre la relation R définie sur R par :
Vr,y € R, 2Ry < ze¥ = ye”.
Montrer que R est une relation d’équivalence.

Solution 2.3 On montre que R vérifie les conditions d’une relation d’équivalence.
1. Vx € R on a ze® = xe®. En d’autres termes on a xRx et donc R est réflexive.

2. R est symétrique. En effet, soient x,y € R, tels-que xRx, on a alors

TRy = xe¥ = ye”,
= ye’ = zeY,
= yRuz,

3. R est transitive car pour tout x,y,z € R, tels-que | (zRy) A (yRz) |, on a

z
La relation (2) nous donne y = —, en utilisant (1)et en remplacant y par sa valeur
eZ

zeY .
on trouve ve¥ = —e" ce qui donne xeVe* = ze¥e®. Comme €Y # 0 on a alors
e

xe® = ze®,

ce qui implique que TRz.
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4. R est réflexive, symétrique et transitive donc c’est une relation d’équivalence.

Definition 2.8 Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E.

1. La classe d’équivalence d’un élément a dans E est l’ensemble de tous les éléments x
dans E qui sont en relation avec a. On note cet ensemble par @ ou a, et on écrit

a:a:{xEE, ]xRa}
2. a est un représentant de la clase d’équivalence a.

3. L’ensemble des classes d’équivalences de tous les éléments de E s’appelle ensemble
quotient de I par la relation d’équivalence R, on le note E/r, et on écit

E/'R = {LIT, T e E}
Definition 2.9 (Relation d’ordre)

1. Soit R une relation binaire sur un ensemble E. On dit que R est une relation d’ordre
si et seulement si elle est réflexive, anti-symétrique et transitive.

2. Si R est une relation d’ordre sur E, on dit que [’ordre est total ssi
Ve,y,€ E, on a : xRy ouyRx

3. St lordre n’est pas total il est dit partiel.

4. Soit R une relation d’ordre sur E et soient x,y € E. On dit que x ety sont comparables
st et seulement si on a (:L'Ry Vv yR:c)

Exemple 2.10 La relation R définie sur R par : (Vx,y € R, 2Ry < x < y), est une rela-
tion d’ordre total sur R. On dit que tous les éléments de R sont comparables.

Exemple 2.11 Soit E un ensemble non vide et R une relation définie sur E par :
Ve,y e E, 2Ry & x = y.

R est une relation d’ordre sur E.
Si E est un singleton ’ordre est total.
Si E n’est pas un singleton alors ['ordre est partiel.

2.3 Fonctions - Applications

Maintenant, on s’intéresse aux relations qui mettent en correspondance les éléments de
deux ensembles : ensemble de départ et ensemble d’arrivé.
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2.3.1 Géneralités

Definition 2.10 On appelle fonction d’un ensemble E vers un ensemble F' toute relation de
E vers F' qui associe a tout élément v € E au plus un y € F tel-que xRy. Généralement,
les fonctions sont notées par f,qg,h, K, T, ..., et on écrit :

f:lE — F
r — y=[f(v)

— y est l'image de x par la fonction f,
— x est l'antécédent de v,
— FE est l’ensemble de départ de f et F' est l’ensemble d’arrivé.

Definition 2.11 Soit f: E — F. On appelle domaine de définition de f, l’ensemble des
r € E tel-quedy € F qui verifiey = f(x), cet ensemble est noté Dy et on écrit

Df:{a:EE: EIyGF]yzf@)}
Exemple 2.12 Donner le domaine de définition de la fonction suivante :

f:IR — R

r — flz)=vVzr—1

Df:{xGR, |z—1zo}

Df:{CCGR,|JZZl}
Dy=1 +o0]

Definition 2.12 1. Le graphe de la fonction f: E — F est [’ensemble des couples
(x,y) € EX F ot y= f(x) et on écrit

Gr={@y) e ExF|y=f)

2. La courbe représentative de la fonction f dans un repére (0,;,;); et que l'on note
généralement (Cy); est l’ensemble des points M (x,y) ot (x,y) € Gy.

Exemple 2.13 La courbe de la fonction x — z2.
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Definition 2.13 On appelle application d’un ensemble E dans un ensemble F, toute cor-
respondance f entre les éléments de E et ceur de F' qui a chaque x € E fait correspondre un
unique élément y € F et qui satisfait la relation y = f(z).

Remarque 2.3 Une application f definie de E dans F' est une fonction dont Dy = E.

Exemple 2.14 La fonction

R — R

r — f(zx) =

f:

S R

c’est une fonction car O n’a pas d’image par f, alors que

fiR* — R

v @)=

c’est une application car Dy = R* qui est l’ensemble de départ.

Definition 2.14 Soit E un ensemble, 'application
ldg: | — FE
r — ldg(x) =z,

s’appelle application identité.

2.3.2 Composée de deux fonctions

Soient f: F — F et g: F' — G deux applications. On appelle la composée de f et g
I’application notée gof et définie comme suit :

gof 1| — F
z > (gof)(z) = g[f(x)]
g G ad ﬁh;{ G

Exemple 2.15 Est ce que (gof) = (fog) ¢
Dans le cas général la réponse est non. On donne l’'exemple suivant :

f:IR — R

r — f(z)=5r—1
g:|R — R

r — g(x)=2*




28

Soit x € R

(gof) (x) = glf(@)]
(f(x))*
= (bz—1)°

(fog) (x) = flg(z)]
= Sg(z) —1
= 5Hr?—1
Vo € R, (gof) (z) # (fog) (x), donc gof # fog.

2.3.3 Injection - Surjection - Bijection

Soient E, F' deux ensembles et f une application f: E — F.

Definition 2.15 On dit que f est injective ou une une injection si et seulement si pour
tout x,x' € E: si f(x) = f(2') alorsx =2, et on écrit

finjective < [V:E,x' €eE: ((f(x) =f(2") = (z = x'))}
Cette définition signifie que lorsque f est une application injective il est impossible de trou-

ver deux antécédents distincts qui ont la méme image. Autrement dit, pour tout y € F,
I'équation y = f(x) admet au plus une solution = € E.

A - ol
L = e
_,-"'.
Y - - )
Une application injective Une application non injective

Exemple 2.16 1] est tres facile de voir que application

f:/1R — R
r — f(r)=22
n’est pas injective. On peut prendre comme contre exemple v = —1 et ' = 1.

f(=1)=1= f(1) alors que 1 # —1.

Definition 2.16 On dit que f est surjective ou une surjection si et seulement si pour
tout y € F, Uéquation y = f(x) admet au moins une solution x € E, et on écrit

f est surjective < |VYy € F,3z € E |y = f(z)

Cette définition montre que lorsque f est une application surjective on ne trouve jamais un
élément de ’ensemble d’arrivé F' qui n’a pas d’antécédent dans E.
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Exemple 2.17 On peut immédiatement voir que

f:IR — R
r — f(z)=2?
n’est pas surjective car [’équation y = x
y < 0 alors y n'a pas d’antécédent x.

2 n'a pas de solution quand y < 0. Autrement dit, si

*— e . >
e
*—
’,"".
Une application non surjective Une application surjective

Definition 2.17 L’application f est dite bijective ou une bijection si est seulement si
elle est a la fois injective et surjective. Autrement dit,

f est bijective si est seulemnt si pour tout y € F, l’équation y = f(x) admet une solution
unique x € E, et on écrit

f bijective < [Vy el Azel|y=f(r)

Proposition 2.2 Soient E, F deux ensembles. Si 'application f : E — F est bijective alors
f admet une application réciproque notée f=' qui est aussi bijective et elle est définie par

f ' |F — E
y — x=f"(y).

Exemple 2.18 L’application f définie par

f:|R — Rt
r — f(z) =e".
est bijective, donc elle admet une fonction rérciproque f~1 qui est la suivante
f71RT — R
y — x=["'(y)=1n(y),
et on écrit

f71:RT — R
x> [H(z) =In(2),

Remarque 2.4 Si f: E — F est bijective alors fof ' = I et f~lof = Ig.
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Exercise 2.3 On considére la fonction f définie par
f {1 +oo[ e [O +oo{
r — f(z)=2%-1,
f est elle bijective ? Si oui donner sa fonction réciproque f1.

Solution 2.4 1. on vérifie si f est bijective ou non.
(a) injectivité :
Sotent x,2’ € [1 + oo[ tels-que f(x) = f(2') a-t-on x = 2’7

fx)=f() = 2*—1=2"-1,

= 2 —2%=0,

= (z—2)(z+2")=0,

= (z—2')=0carz+2a" >0,
= x=2a,

donc f est injective.

(b) Surjectivité :
Soity € [O + oo{, existe-il © € {1 + oo[ tel-que y = f(x)?

y:f(x) = y:J}'Q—l?
= 22=y+1, avecy+1>0

= |z|=Vy+1, (|x| =z carx > O),

= = y+1€[1 —|—oo[,

donc f est surjective.

(c) f est injective et surjective donc elle est bijective.

2. Comme f est bijective donc elle admet une fonction réciproque f=1 définie par

ft: {0 +oo[ — [1 —l—oo[
oy [y ==Y+
et on ecrit :

=t [0 —i—oo[ —
r — fYz)=Vr+1,

2.3.4 Image directe - Image réciproque d’un ensemble

Definition 2.18 Soient E, F, A, B des ensembles tels-que A C E et B C F, et soit f une

application de E dans F.
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— On appelle image directe de A par f, l'ensemble noté f(A) définie par
f(A) = {f(x), T € A} ou bien f(A) = {y eFly=f(x) Nz € A}.

— On appelle image réciproque de B, l’ensemble noté f~1(B) et qui est définie par
fUB)={z€E, f(x) € B} oubien f{(B)={z € E|y=f(x) Ay € B}.

Remarque 2.5 I faut signaler ici que f~1(B) c’est juste une notation et f~' ne désigne
pas la fonction réciproque de f et on exige pas a f d’étre bijective pour pouvoir déterminer
f~YB), on insiste sur le fait que f c’est juste une application.

2.3.5 Propriétés

Soit f: E — F.
Les propriétés suivantes sont tres utiles en exercices surtout quand on cherche I'image directe
ou réciproque d'un ensemble qui s’écrit comme intersections ou unions de deux ou plusieurs
ensembles.

Soient A,BC E, et A\,B'C F

S II(B) C F ), () < F

- fO) =0 f71(0) =

— Si A C B alors f(A) f(B).

- Si A’ € B’ alors 1( ’)Cfl( ).

- f(AUB)=[f(A ) f(B); [fH(AUB)

S FANB)C F(ANF(B): fHANB)= [

I
=

Exemple 2.19 On considere la fonction

fiIR — R
r — f(z)=2%+1,
A:{0368} = {o}.
F(A) = {f@), z e A} = {f(0 £(6), £(8)} = {0, 10, 37, 65}.

FUB) ={zeR, |y=2? +1 et yeB}.
On résout 'équation y = x> + 1 avec y = 0 puisque B ne contient qu’un seul élément qui est
0. Mais, ’équation x?> + 1 =0 n’a pas de solutions dans R, donc f~1(B) = 0.

2.3.6 Fonction caractéristique

Definition 2.19 Soit E un ensemble et A C E, on définit la fonction caractéristique ou
la fonction indicatrice de A par

XA - A — {071}
1sixeA,

T xal@) = Osiz¢ A
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2.4 Exercices Corrigés

Exercise 2.4 On considére la relation R définie sur R par
Vr,y € R, 2Ry < (xz—yzzx—y>

Montrer que R est une relation d’équivalence sur R.

Déterminer la classe d’équivalence d’un élément a de R.

solution
1. R est réflexive car : Vo € R, 2% — 22 = 0 = 2 — z, ce qui signifie 2Rz.

2. R est symétrique. En effet, soient x,y € R tels-que xRy, il en résulte que

Ry = 2°—y*=1x—y,
= y2—x2:y—x,
= yRx.

3. R est transitive. En effet, soient x,y, z, € R, tels-que ((ny) A (YRz2) )

YRz =y — 22 =y — Zeeoiirr. (2)
La somme de (1) et (2) donne 2? — 2% = x — z, ce qui signifie 7R z.

4. R est une relation réflexive, symétrique et transitive donc c¢’est une relation d’équiva-
lence.

5. Soit a € R.

r € R, ]xRa}
r€R| 2 —aQ—m—a}

reR| (x—a)(zr+a)— (x—a):O},

x€R|x—a0ux—1—a}
a,l—a}.

Remarque 2.6 On distingue deux cas

1 1
Sia:20na:d:{2},

1
Sia%g ona:d—{a,l—a}.

- {
-4
- {
{xeR] (@—a)(z+a—1)= o},
- {
-4
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Exercise 2.5 On considére la relation R définie sur R par

Vr,y € R, a:Ry<:><x3—y3:x—y)

Montrer que R est une relation d’équivalence sur R.
Déterminer la classe d’équivalence d’un élément a de R.

solution
(Indications) Suivre les méme démarches de 'exercice 2.4 pour montrer qu’ il s’agit d'une
relation d’équivalence.

Pour la classe déquivalence d’un élément a, il faut utiliser la factorisation de x® — a3.

Exercise 2.6 Soit R une relation binaire définie sur Z par
Vr,y € Z, xRy < v — y multiple de 2.

1) Montrer que R est une relation d’équivalence.
2) Déterminer 0,1,2,3.
3) Déterminer Z,x.

solution
1) On montre qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence.

o R est réflexive. En effet, soit x € Z, onax — 2 =0=2 x 0 = 2k, donc 2Rz

o R est symétrique. Soient x,y € Z tels-que Ik € Z, et v — y = 2k.
Par suite, y — x = —2k = 2k, avec k' = —k € Z. Donc yRzx.

e On peut facilement voir que cette relation est transitive.

En effet, soient z,y, 2z € R, tels-que ((ny) A (yRz) >, on a alors
tRy=3kecZ|x—y=2k..... (1)

YRz= 3k € Z|y—2z=2K..... (2)

(1) 4+ (2) nous donne z — z =2 (k — k') = 2k" avec k" = k — k' € Z,
Ce qui signifie que zRz.

2) On donne les classes d’équivalences.
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x €7, ]xRO},
reZ, |3kez, |x—0:2k},

% k€ Z},

...,—8,—6,—4,—2,0,2,4,6,8,...},

x €7, \le},
r€Z, | IkeZ, \:c—l:zk},
reZ, |3kez, |x:2/€+1},

% +1, keZ},

— = N N

...,—9,—7,—5,—3,—1,1,3,5,7,9,...},

x €L, |£L‘R2},

r€Z, |3k e, ]x—2:2k},
r€Z,|3Ikez, |:1::2k+2},
2% +2, keZ},

2(k+ 1), keZ},

2k, k’eZ},

...,—8,—6,—4,—2,0,2,4,6,8,...},

Il
O A A A A A A AN



35

x € 7, |xR3},

x€Z, |k e, |:B—3:2k:},
r€Z, |3k e, \x:2k+3},
2% + 3, keZ},

2(k+1)+1, keZ},

U 41, k:’eZ},

...,—9,—7,—5,—3,—1,1,3,5,7,9,...},

I
e N N N e W et W

3) D’apres la question 2) ’ensemble quotient est

Z)p = {o,i}.

Exercise 2.7 Soit R la relation définie sur R par

Vo, y € R, 2Ry < cos® x +sin®z =1

Exercise 2.8 R est une relation définie sur N par :
Ve,y e N, 2Ry < In € N |y = nx.

1. Montrer que R est une relation d’ordre.
2. L’ordre est il total ?

solution
— 1) On montre que R est réflexive, anti-symétrique et transitive.

— Il est clair que R est réflexive.
En effet, pour tout « € N on peut toujours écrire x = 1.z, donc n = 1.

— R est anti-symétrique car pour tout z,y € N, tels-que ((ny) A (YRx) ),ona

(zRy) = In € N |y = nx,
A
(yRx) = In' e N|xz =ny,
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donc y = n.n’.y, ceci implique que n.n’ = 1, et comme n et n’ sont des entiers positifs
on a obligatoirement n = n’ = 1, et par suite x = y.

— R est transitive. En effet, soient z,y,z € N, | ((:ERy) Ny (Rz) ), on a alors,
dn,3In’ € N |z =ny Ay = n'z. On obtient = nn'z = mz avec m = nn’ € N. Il en
résulte que xR z.

— R est une relation réflexive, anti-symétrique et transitive, donc c’est une relation
d’ordre.

— 2) L’ordre est partiel car 3x € NIy € N, |z £ ny Ay # nz, n € N,
On prend par exemple x = 3,y = 7, on ne peut pas trouver n € N tels-que 3 = Tn ou
7= 3n.

Exercise 2.9 Soient F' un ensemble et R est une relation définie sur E = P(F) par :
VA, Be E, ARB < A C B.

1) Montrer que R est une relation d’ordre.
2) Lordre est il total ?

solution
1) On montre qu'il s’agit bien d'une relation d’ordre.
e R est réflexive car pour tout A € F ona A= A et donc A C A.

e Soient A, B € E tels-que ARB et BRA. On a alors A C Bet B C A. Donc A = B, et
par suite R est anti-symétrique.

e Soient A, B,C € FE tels-que (ARB A BRC). Donc on a A C B et B C C, en d’autres
termes A C B C C, donc A C C, ce qui signifie que la relation R est transitive.

e R est réflexive, anti-symétrique et transitive donc c¢’est une relation d’ordre.

2) On vérifie si 'ordre est total ou non.
e SiFF=0alors E=0etonaVA BeE, A= B = (. Donc l'ordre est total.

e SiF ={a}alors £ = {(Z),a}.
Pour tout A, B € E, ona ((A={a})V(A=0))A((B={a})V(B=0)).
Donc VA, B € E on a ((A C B)V(BC A)) et l'ordre est total.

e Si F' contient au moins deux éléments distincts alors I'ordre est partiel.
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Exercise 2.10 R est une relation définie sur E = R? par :
V(z,y), (@ y) €E @y REy) e (@<a)Ay<y)).

1) Montrer que R est une relation d’ordre.
2) L’ordre est il total ¢

solution
1) On a bien une relation d’ordre.

e Pour tout (z,y) € E on a ((m <z)A(y<y) ), donc (z,y) R (x,y) . La relation est ré-
flexive.

e Pour tout (z,y), (2/,y) € E tels-que ((az,y)R(m’,y’)/\(;E’,y’)’l?,(:v,y)) on a :
(((xéx’)/\(ygy’))/\((x’gx)/\(y’gy))>,et il en résulte

donc R est antisymétrique.

e On peut facilement voir que cette relation est transitive. En effet, soient
(z,y),(@,y),(2,2") € E tels-que ((x,y)R(:z:’,y’) A YR (z, z’)) on a alors

(((x <2)A(y < y’)) A ((m’ <) A (Y < z’))) et il en résulte

((xﬁx’)/\(x’ﬁz))éxﬁx’gz
(<yIn <)) =y<y <

donc (z,y) R (z,7).

2) L’ordre n’est pas total. Il suffit de prendre comme contre exemple deux éléments de R?
qui ne sont pas comparables, par exemple (2,3), (0,2). La propositions suivante ((2 <0)A

3< 2)) est fausse. Donc 'ordre est partiel.

Exercise 2.11 R est une relation définie sur N par :
Vo,y €N, 2Ry < 3p,q €N, p,g = 1|y = pa’.

Montrer que R est une relation d’ordre.
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Exercise 2.12 On considere la fonction
f:|R-{2} — R
ozt

e (O

1) f est elle injective ?

2) est elle surjective ?

3) f est elle bijective ¢ Si oui déterminer son application inverse f=1.

4) Si f n'est pas bijective faites les modifications convenables sur les ensembles donnés pour
qu’elle soit bijective et donner f=1.

solution
f:|R-{2} — R
_:1:+1

v f) =

1) Injectivité :
Soient x,2" € R — {2} | f(z) = f(2),

, r+1 2+1
f@) = sy - S TEL
= (z+1) (2 —-2)=E'+1)(z—2),
= a1 —2x+72 —2=x2" — 22" + 1 -2,
= —3(x—2")=0,
= (z—2')=0,
= =21,

donc f est injective.
2) Surjectivité :

1
Soit y € R. Notre but est de voir si on peut trouver x € R—{2} qui vérifie y = f(z) = T 5
x_
r+1
= yr—2y=x+1,
= yr—z=1+2y,
= z(y—1)=1+2y,

on discute suivant les valeurs de y I'existence des solutions pour I'équation z (y — 1) = 142y.
e Siy=1onaz0=1, autrement dit : y = 1 n’a pas d’antécédent x.

Ce ci est suffisant pour dire que f: R — {2} — R n’est pas surjective.

2y +1
y—1

e Maintenant, Siy # 1, I'équation x (y — 1) = 14 2y admet une solution unique z =

et dans ce cas f: R — {2} — R — {1} est surjective.
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Il faut remarquer que dans ce cas x # 2, car si x = 2 on aura 2y + 1 = 2y — 2 ce qui donne
1=-2

3) f: R—{2} — Rn’est pas bijective car elle n’est pas surjective. Dans ce cas f n’admet
pas de fonction réceproque.

Cependant, f: R — {2} — R — {1}, est surjective et injective donc elle est bijective et par
suite elle admet une fonction réceproque f=1.

)
[ R-{1}) — R-{2}
1 _ 2y+1
et on écrit :
[ R-{1}) — R-{2}
4 2z + 1

Exercise 2.13 Les mémes questions précédentes pour la fonction

f:/lR — R
r — flr)=+ver+1-2
solution

1) Il est claire que f est injective. En effet, soient z, 2’ € R | f(z) = f(2’), on a alors

= T =.

2) Soit y € R. On étudie I'existence des solutions de 'équation y = f(x).

Ona:y=+ve*+1-2 = y+2=e*+1,

e Siy+2<0,ona+e*+1<0,cequiest impossible et donc I’équation y = f(z) n’admet
pas de solution quand y € } — 00 — 2}. Autrement dit y € } — 00 — 2} n’a pas d’antécédent
2. On en déduit que f n’est pas surjective.

e Siy+2>0,0na (y+2)2 = e® 41, et il en résulte que (y 4+ 2)° —1 = e, et la aussi on a
deux cas a discuter :

~ quand (y+2)> —1 < 0avec y € } -2 + oo{, léquation (y +2)° — 1 = e n’a pas de
solutions. La résolution de l'inéquation (y 4+ 2)* —1 < 0 donne y € [-3 — 1]. Comme
y € } -2 + oo[, 'intersection des deux ensembles donne y € |2 — 1]. 1l vient que
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pour y € |—2 — 1], I’équation (y + 2)2 — 1 = ¢€", n’a pas de solution et donc f n’est
pas surjective.

- Si(y+ 2)2 —1>0avecy € } -2 —I—oo{, cad.,ye } —1 —I—oo[, dans ce cas 1’équation
(y + 2)2 — 1 = e” admet une solution =z =In [(y + 2)2 — 1] et on en déduit que f est
surjective quand y € } -1+ oo{.

3) f: R — R n’est pas bijective car elle n’est pas surjective.

f: R — } -1 + oo[ est bijective car elle est surjective et injective
4) Quand f est bijective elle admet une fonction récéproque f~1 qui est définie comme suit,

fli]-140] — R
y — [y =n[(y+2)° 1],

—1—|—oo[ — R

-1
ot 1]
et on ecrit x ffl(x)=1n[(x+2)2—1}.

Exercise 2.14 On considére la fonction

f:/IR — R
x — f(z)=vaz%+2.

1) Donner les images directes par f des ensembles A; = {O, 2}, Ay = [02],A;5 =
[—11].

2) Donner les images récéproques des ensembles By = {O, 2, %, \/5}, By = [1 3}, Bs =
{4}

solution

o f(A)={f@), e A} ={f0). @)} = {V2 V6]

o [(Az) = {f($)> S A2}

On a f est continue et croissante sur R, donc pour z € Ay, ca.d., 0 < z < 2, on a
£(0) < f(x) < £(2). D'ou f(Az) = [V2 V6],

o f(A3)={f(2), z€ A} ={fx) xel-1 1]}

On distingue deux cas z € [-1 0] et z € [0 1].

Comme f est continue et décroissante sur R™, pour —1 <z < 0,on a f(0) < f(z) < f(—1),

cad., f([~1 0) = [v2 v3].

[ est est continue et croissante sur RT, donc pour z € [0 1], cad., 0 < z < 1, on a

£(0) < f(x) < f(1). D'ou f([01]) = [V2 V/3]. En conclusion f(As) = [v2 V3]
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, f(x
fla) e {o 2,5,\/5 = ((f@) =0V (@) =2V (f@) = ) v (f@)
flz)=0 = Va2+2=0,
= +2=0
=  2?=-2
I'équation f(z) =0 n’a pas de solution dans R.
flx)=0 = 2 +2=2,
= x2+2=4,
= r? =2,
= (v ﬁ) (r=-v2),
flz)=0 = Vx :2,
= 22 +2—f
= 1 a? = -1,
I'équation f(z) = 5 n’a pas de solution dans R.
f2)=0 = Va2+2=+v2,
=  2?42=2
= 22 =0,
= x = 0.
En conclusion f~!(B;) = {ﬂ, —V/2, O}
o fl(BQ):{xeR, f(m)eBQ}:{xeR, f(z) € [1 3”
fz)e 03] = Vam¥ze|13],
= 1<Vi212<3,
~ 1<a2+2<09,
= —1<22<7,
On considere les deux cas —1 <22 <0et 0 <22 < 7.
Dans le cas o1 —1 < 22 < 0 on a pas de solutions.
Danslecasoun 0 < 22 < 7on a
0<2<7 = 0< 2| <V,
= (022 Vi)v(0< -0 <VA)
= (OS:BS\/?)V(—\/?SJ:SO),
= (:ce[o x/ﬂ)V(xe —V7 OD,

:>x€{0\/_} [ 0},
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7By = [0 VT U |- VT 0],

. fl(Bg):{xER, f(x)eBg}:{xe]R, f(x)e{—4}}.

f@e{-4 = f&)=-4
= Vr?+2=—4,

I'équation f(x) = 0 n’a pas de solutions dans R, donc f~1(Bs) = 0.




Chapitre 3

Fonctions réelles a une variable réelle

Ce chapitre sert a renforcer les notions déja acquis par I’étudiant dans son enseignement
secondaire. On rappellera les notions connues pour rafraichir la mémoire de I’étudiant et on
ajoutera les outils nécessaires qui vont lui permettre d’aborder les nouvelles notions dont
il aura besoin en analyse dans son parcours universitaire. Dans le chapitre précédent, nous
avons évoqué le sujet des fonctions et applications dans un contexte général ou f est une
fonction d’un ensemble donné E vers autre ensemble F. Dans ce chapitre 'ensemble F sera R
ou une partie de R d’ou le nom de fonctions a une variable réelle. L’ensemble F' lui aussi sera
R ou une partie de R ce qui explique la nomination de fonctions a valeurs réelles. Autrement
dit, ce chapitre est consacré aux fonctions dont la variable est réelle et les valeurs de ces
fonctions sont aussi réelles.

3.1 Généralités

Definition 3.1 On appelle fonction réelle d’une variable réelle toute fonction

f.|DCR — R
r — f(z)

Dans tout ce qui suit on considere la fonction f de la Définition 3.1
Definition 3.2 — le domaine de définition de f est Dy = {x eER|IyeR, y= f(:zc)}

~ Le graphe de f est une partie de R? notée G et est définie par
Gr={(z.y), |z €Dy et (y=f(x) }.

— La courbe représentative de f qu’on note souvent (Cy) ou (I') est ’ensemble des points
M (z,y) avec (z,y) € Gj.

Definition 3.3 — On dit que f est paire siVo € D, (—z € D) A (f(—x) = f(x)).

— La courbe représentative d’une fonction paire est symétrique par rapport a l'aze des
ordonnées.

43
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— On dit que f est impaire siVx € D, (—x € D) A (f(—x) = —f(z)).
— FEtudier la parité d’une fonction c’est voir si elle paire ou impaire ou ni ['une ni l’autre.

— La courbe représentative d’une fonction impaire est symétrique par rapport a l’origine
du repere.

— On dit que f est périodique et que p est sa période si p est le plus petit réel positif qui
vérifie Vx € D, ((m +p) € D) A (f(x+p) = f(x))

Exemple 3.1 — La fonction x — x* est une fonction paire car
Ve eR,—z € RA f(—x) = (—2)* = f(2).

1
— La fonction x — — est une fonction impaire car
x

V:cGR*,—:cGR*/\f(—x):i:—lz—f(:v) .

—X €T

— La fonction x — cos(x) est périodique de période 27 car
Vo € R, ((33—1— 27) € R) A f(x +2m) = cos(x + 27m) = cos(x) = f(x) .

Remarque 3.1 Avant d’étudier la parité d’une fonction il faut toujours commencer par
s’assurer que son domaine de définition est symétrique par rapport a Q.

Exemple 3.2 On considére la fonction
fiIR — R
In(1+ x)

Df=1]-1 0[U]0 + o0
On ne peut pas discuter la parité de cette fonction car son domaine de définition n’est pas
symétrique par rapport a zéro.

Definition 3.4 — On dit que [ est majorée sur D si et seulement st
dM e R tel-queVx € D, f(x) <M
— On dit que f est minorée sur D si et seulement si
dm € R tel-queVx € D, f(x) >m
— On dit que f est bornée sur D si et seulement si elle est a la fois majorée et minorée
dM € R, 3m € R tels-queVr € D, m < f(z) <M

ou
dM € R tel-queVx € D, ’f($)‘ <M
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— On dit que f est croissante ou qu’elle préserve ['ordre sur D si et seulement si
Vz,x' € D; (:L‘ <1z = f(z) < f(:c’))

— On dit que f est décroissante ou qu’elle ne préserve pas l'ordre sur D si et seulement
St

Va,z' € D; (x <r = f(z) > f(xl))

— On dit que la fonction croissante préserve l'ordre et la fonction décroissante inverse
["ordre.

3.2 Limites

Definition 3.5 Soit xg € D,

— on dit que f(x) tend vers | quand x tend vers xy et on écrit lgn flz) =1 ssi
zo

Ve > 0,3n > 0; VxED,<|x—x0]<77:>\f(a:)—l]<5>

— on dit que f(x) tend vers | quand x tend vers xo par valeurs supérieures —ssi
Ve > 0,317 > 0; Yz € D, (0<x—x0<77:> |f(z) = <5> et on écrit

a:llg;lo f(z) = lim f(z) =1. Cette limite s’appelle aussi une limite a droite de x.
$—>$0

— on dit que f(x) tend vers | quand x tend vers xoy par valeurs inférieures —ssi

Ve > 0,317 > 0; Vx € D, n<x—x0<0:>|f(x)—l|<5> et on écrit

A

IILIQO f(z) = lim f(x) =1. Cette limite s’appelle aussi une limite a gauche de x.
< $—>$0

— Notation : ’ssi’ veut dire (si et seulement si).

Tr—xQ 1’*}.’[’0

Proposition 3.1 (lun f(z) = )(:} ({}g};}o f(z) = lim f(z) = )

Exemple 3.3 Soit f(x) = |:B| + 1.
T

On ne peut pas calculer la limite de cette fonction en O car elle n’est pas définie en 0, mais
on peut calculer les limites da droite et a gauche de 0.

T
lim f(x )—glclér(l];ﬁLl—Q

z—0
>
et
< <

alors glclir(l) f(z) nexiste pas car }%r(l) flz) # 31%% f(zx)

Proposition 3.2 La limite en un point lorsqu’elle existe elle est unique.
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3.2.1 Propriétés élémentaires

Proposition 3.3 Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de xy telles-que

lim f(z) =0,

Tr—TQ

et

g est bornée,

alors lim f(x)g(z) = 0.

Tr—xQ

Exemple 3.4 D’aprés la Proposition 3.3

, T
lim /2 cos — = 0
x—0 x

>

car ilir(l)\/f =0 et VreR": ’cos (%) ’ <1 (bornitude).

>

Proposition 3.4 (Theoréme des gendarmes)
Soient f,qg,h des fonctions définies au voisinage de xqy telles-que

g(x) < f(x) < h(x),

et
A, g(@) = lim hiz) =1,

alors xli_)rgo flz) =1

Remarque 3.2 le Theoreme des gendarmes reste valable si x tend vers oo.

1 1

Exemple 3.5 soit f(r) = ———. Ona: lim ——=0  (x).

1 + cos(x) z—+o0 1 4 cos(z)
En effet,

Ve e Dy, —1 <cos(z) <1

et en ajoutant = a tous les membres de l'inéqgalité, on obtient
r—1<x+cos(z) <x+1,

quand on passe a l’inverse on trouve

1 1 1
< < .
r+1 7~ x+cos(x) ~ x—1
1l est facile de voir que

1
lim =0.

1m
z—4o0 x4+ 1 z—+oo pr — 1

Le résultat (x) s’obtient directement par le Theoréme des gendarmes.
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3.2.2 Formes indéterminées

Quand les regles de calcul directe de limite ne fonctionne pas, on se retrouve avec des

00 0
formes dites indéterminées. On peut citer co — 0o, 0.00, ¥t 1°°,0°, 0c?. Pour élever I'indé-
00

termination on peut se référer a des méthodes classique vues au secondaire lorsqu’il s’agit
des polynomes ou des fractions simples a manipuler. Dans beaucoup de cas on utilise une

oo 0
regle dite de I’'Hopital pour élever les ndéterminations —, o Par contre, pour les formes
00

1°°,0°, 0c? on passe généralement par le logarithme pour se ramener & des formes simples.

Exemple 3.6 hmx = 0" FI

Pour élever cette mdetermmatzon on utilise la technique suivante

lim 2% = lim e*™®) — ¢° = 1,

z—0 z—0

On rappelle que
lin%xln(w) =0, a%=¢"n,
T—

L’exemple suivant sert comme outil de base pour élever I'indétermination 1°° o1 on se ramene
1 1 T T
souvent a 'une des écritures (1 +z)= , (1 —x)=, (1 + l) : (1 - %) :

T

8|~

Exemple 3.7 hIT(l) (1+x) =e.
T—r
Solution 3.1 lim (1 + a:)% lim e n0+o)
z—0 z—0
1 1 1
on sait que : lim In(z+1) =1=1lim—In(z+1).
z—0 le z—0
Par suite : lin% (1+a2)= = hH(l) exn(ite) — 1 — ¢
T—

Par un changement de variable simple on peut montrer que

1
. . T — 1
liy (1= )* =

. 1 z _ -1
1
En conclusion, }lirr%) (1+ A)4 = e, clest ce résultat important qui généralement permit de
—

calculer la limite dans le cas de la forme indéterminé 1°°.

r—+00 €T

3 xX
Exemple 3.8 Calculer lim (1 + >

3 3

Solution 3.2 On fait le changement de variable y = — alors © = —, donc quand v — +00
x y

on ay — 0, et il vient que

. 3 . 3 . 113 5
i (142) =l (1) = lim [(1+9)7 ] =

T—+00
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3.3 Continuité

Soit x¢ € D.
f: I DCR — R
v — y=f)

Definition 3.6 On dit que f est continue en xq si est seulement si

lim f(z) = f(zo).

T—T0
Remarque 3.3 On ne peut étudier la continuité de f en xy que si f est définie en ce

point xg, c.a.d., f(xg) existe.

Definition 3.7 1. On dit que f est continue a droite du point xq si et seulement si

lim f(x) = f(xo)

T—T0
>

2. On dit que f est continue a gauche du point x, si et seulement si

lim f(x) = f(zo)

T—T0
<

Tr—TQ
<

3. (f est continue en xo) = (zlg&lo f(z) = lim f(z) = f(xo))
>
4. Si f et g sont deux fonction continue en xq alors f + g et f.g sont continues en xg, et

si de plus g(zo) # 0 alors iest continue en .
g

5.8t f: D — R est continue en xq et si g: f(D) — R est continue en f(xg) alors
(gof) est continue en x.

Exemple 3.9 On considére la fonction [ definie sur R par

0 st z<0,

r st O<oz<1,
2?44 -2 si 1<a<3,
44—z st >3

fx) =

1l est évident qu’on doit étudier la continuité de f aux points 0, 1 et 3.

e On étudie la continuité de f au point O

lim £(2) = lima = 0 = lim £(x) = £(0).

e On éludie la continuité de f au point 1

. Qi 2 91— 1 _
:lclg%f(x)_}fg} r*+4r—2=1 }%ﬁx f(1).

e On étudie la continuité de f au point 3

. T . 1 — T 2 9 _
glclégf(x)—ilér%él r=1 alclé% r+4x —2 = f(3).
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Theoreme 3.1 (Théoréme des valeurs intermédiaires)

—- Si f est continue sur [ab] et si A est un réel compris entre f(a) et f(b), c.a.d.,
(f(a) <K A< f(b) ou (f(b) <A< f(a)) alors il existe au moins un réel ¢ € [ab] tel-
que f(c) =\

— Si f est continue sur [ab] et si f(a).f(b) <0 alors il existe au moins ¢ € [ab] tel-que

fe)=0.

Remarque 3.4 Si f est une fonction définie d’un domaine I vers un domaine J, et si on
veut prouver que Yy € J, Jx € I, tel-quey = f(x), on fail appelle au théoréme des valeurs
intermédiaires. On signale que ce thoréme confirme l'existence de x seulement.

f:1R — R
— flz) =2+ 2*—2 -2,
On peut utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires pour montrer que f est surjective.
En effet,
f est continue sur R, de plus xgriqoof(x) = —00 et xgrgloof(x) = 400 alors d’aprs le théoréme

Exemple 3.10

des wvaleurs intermédiaires, pour tout y € |—oo + oo, il existe au moins x € R tel-que

y = f(z).

Theoreme 3.2 (Théoréme de bijection)
— Si f est continue et strictement monotone sur [ab] alors f est une bijection de [ab]
vers f ([ab]).
— f71 est aussi une bijection de f ([ab]) vers [ab], et elle a le méme sens de variation
que f.
— Les deux courbes représentatives de f et f=1 sont symétriques par rapport d la droite
d’équation y = x.

R — Rt
Exemple 3.11 / .
r — f(z)=e
f est continue sur R et Vx € R, f'(x) = e* > 0, donc f est continue et strictement

croissante alors elle admet une fonction réciproque
f1: R — R
r — f(z) =1In(x)
1
On a bien x — In(x) est continue est strictement croissant (Vo € RYf'(z) = — > 0), de
x

plus In(e?) = x, et M@ = g,

3.3.1 Fonctions réciproques élémentaires

1. La fonction
fill-33 — [-11]
x — f(z) =sin(z)

est continue et strictement croissante donc elle est bijective et par suite elle admet une
fonction réciproque notée arcsin telle-que

) — |5

r — f~Y(x) = arcsin(z)
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et on a
y = sin(z) <= x = arcsin(y)

sin(arcsin(x)) = z, et arcsin(sin(z)) = =.

. La fonction
f:ll0on] — [-11]
r — f(z) = cos(x)

est continue et strictement décroissante donc elle est bijective et par suite elle admet
une fonction réciproque notée arccos telle-que

el [=11] — [07]
r — fl(x) = arccos(z)

et on a
y = cos(x) <= x = arccos(y)

cos(arccos(x)) = x, et arccos(cos(z)) = x.

. La fonction

f:

r — f(z) = tan(x)

est continue et strictement croissante donc elle est bijective et par suite elle admet une
fonction réciproque notée arctan telle-que

) e |
r — f7l(x) = arctan(z)
et on a

y = tan(z) <= z = arctan(y)
tan(arctan(z)) = z, et arctan(tan(z)) = z.

. La fonction
f:1]0n] — R
r > f(x) = cotan(x)

est continue et strictement décroissante donc elle est bijective et par suite elle admet
une fonction réciproque notée arccotan telle-que

R — J0n]
r — f7Yx) = arcotan(z)

et on a
y = cotan(x) <= x = arccotan(y)

cotan(arccotan(x)) = x, et arccotan(cotan(x)) = x.
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3.3.2 Prolongement par continuité

Soit f: D — R une fonction qui n’est pas définie en x(, mais li_>m f(z) =a € R. Alors on
T—T0

peut définir une nouvelle fonction continue en xy notée f comme suit :

@) = {f(x) si @ # o,

a si T = x,

f est dite le prolongement par continuité de f au point x.

_ In(z +1)

Exemple 3.12 La fonction x — f(x) n'est pas définie en xq = 0, mais la

1 1
limite de f(x) quand x — 0 existe et on a lir%n(x—i_)
T— xT

prolongement par continuité au point ro =0

= 1. Donc donc f admet un

N In(z + 1) .
flx) = x 70

1 st x =0,

3.4 Dérivation

3.4.1 Définitions

Dans tout ce qui suit on considere une fonction f: D CR — R, et g € R.

Definitions 3.1 1. On dit que f est dérivable en xo € D si et seulement si la limite
suivante existe et elle est finie

lim f(z) — f(xo)

T—T0 xr — xo

=acR (3.1)

2. le nombre a lorsqu’il existe est appelé le nombre dérivé de f au point xo et on écrit

f(x0) = a.

3. linterprétation géométrique de a : il représente la pente de la tangente d la courbe (Cy)
au point A(xg, f(xo)), de plus l’équation de cette tangente est

(D) y=alz — ) + f(z0)

4. Siles dérivés a droite et a gauche de xy existent et elles sont égales alors f est dérivable
en xo et inversement. Autrement dit

(f est dérivable en xo) — ( lim flz) = flzo) = lim &) = flxo) = f’(:co))

T—T0 _ T—x0 i
< T o < T Zo

5. 51 lim M = a, et lim M

T—rT0 — T—xQ _
5 i Zo A T i)
dérivable en xg

= ag, avec ay # asg, alors f n’est pas
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6. Si dans ’équation 3.1 on remplace x — xo par h on aura

lim f(zo+h) = f(xo)

h—0 h o

7. Si f est dérivable en xq alors f est continue en xy. Atention, la réciproque n’est pas
vrate c’est a dire qu si f est continue en xo on ne peut rien dire sur la dérivabilité
en g, il faut Uétudier. De plus si f n’est pas dérivable en xq on ne peut rien dire
congernant la continuité en xq il faut I’étudier aussi.

Remarque 3.5 Pour répondre a la question étudier la continuité et la dérivabilité de f, on
peut suivre ['un des deuxr chemins suivants.

1. on commence par étudier la continuité et si f n’est pas continue en xy on s’arrétte et

on en déduit que f n’est pas dérivable xy. Mais si f est continue en xq, il faut aller
ctudier la dérivabilté en g

2. On commence par étudier la dérivabilité en xq et si f est dérivable en xoq on en déduit

directement que f est continue en xo. Mais si f n’est pas dérivable en xq il faut aller
¢tudier la continuité en xq.

3. Une fonction f peut ne pas étre dérivable en xy et non continue en xy.
Exemple 3.13 On considére la fonction f définie sur R par f(x) = |z — 1|

Il est clair qu'on doit étudier la continuité et la dérivabilité en xy = 1. On choisit de com-
mencer par ’étude de la dérivabilité.

L@ = F) (1)~ 0
z—1 x—1 z—1 r—1
> >
o —1
= lim
=1 —1
>
=1
@)~ f0) (1) -0
T T0 r—1 z—1 r—1
< >

= —1

Comme 1 # —1 alors f n’est pas dérivable en xg = 1 et dans ce cas on ne peut rien dire
congernant la continuité, il faut qu’on I’étudie. Pour cela on calcule les deux limites suivantes :

}ng|$_1|:ilf,r}_x+1:():f(l)
< <
:lvl_>n%|x—1|::lcl_>n%x—1:0:f(1)
> >
donc f est continue en xy = 1 car lim|z — 1| = lim|z — 1| = f(1).
zzl z;>1
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3.4.

2 regles de dérivation

On commence par rappeler les regles de dérivation des fonctions usuelles.

1

flz) | a| a" - Va | e® | In(z) | cos(x) | sin(x)
x
1 1 1

fr(@) | 0 na™ ! | —— NG e | — | —sin(x) | cos(x)
T T x

Dy | R R R* R* | R | R% R R

Soient f, g deux fonctions dérivables sur D C R, alors les fonctions construites a partir de
ces deux fonctions sont dérivables et on a

1.

[\)

(f+9) =f+4d
(fo) =fg+df

Sig+#0 sur D, <f>
g

fo-4df
ey

(f" =nf f"', neN

Onnote f = fO, ' = O, f' = f@, fw = (=),

™ sappelle la dérivée nitme de f.

Si une fonction f est dérivable plusieurs fois sur D C R on peut définir les ensembles
suivants

Definition 3.8 Soit D C R un intervalle ouvert. Soit n € N*, on dit que f : D — R
est de classe C™ si elle n fois dérivable et si la dérivé n'*me est continue. Si f est de
classe C"™ pour tout n € N elle est dite de classe C* ou indéfiniment dérivable. f est
dite de classe C° si elle est continue sur D.

(F0) = 3 e OG0,

n
—il(n—1)!

. Maintenant, on suppose que f est dérivable sur D et g est dérivable sur f (D) alors

gof est dérivable sur D et on a

V€D, (gof) (z) = f

’

(2)-g" [f(z)].

Soit f une bijection de D dans f (D) et soit f~! sa fonction réciproque. Si f est
dérivable sur D et si f’ ne s’annule pas sur D alors f~! est dérivable sur f (D) et on a

1

Vyo € f (D), (f_l),(yO) TP o)
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Remarque 3.6 Pour calculer f~'(yo) il faut chercher xo € D solution de l’équation
yo = f(zo) et on aura f~(yo) = xo, et par suite

1
f'(wo)

(f_l)/ (o) =

Exemple 3.14 Soit f : 2 — f(z) =+ "
Montrer que f est bijective sur R

Calculer (f~1) (1).

Solution 3.3 f est continue sur R, et Vo € R, f'(z) = 14+ €® > 0, donc [ est
continue et strictement monotone et par suite f~ existe. Pour calculer (f~1)' (1) on
résout d’abord l’équation f(x) = 1. La solution de cette équation est la suivante

flz)=1 = a+e" =1,
= z =0,

1l vient que

£0)=1=J7(1) = 0

(r)m =

3.4.3 Dérivées des fonctions circulaires réciproques

Proposition 3.5 Les fonctions circulaires arcsin, arccos, arctan, arccotan sont déri-
vables sur leurs domaines de définitions.

vz e]-1 1[, (arcsin) (z) = \/%
—x
Vz e]-1 1], (arccos) (z) = \/%
—x
/ 1
Vo € R, (arctan) (z) = T
/ —1
Vr € R, (arccotan) (x) = 112

Exemple 3.15 Calculer la dérivée de la fonction définie par

f(z) = arctan(z? + 1)
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On appilque la régle de dérivation d’une fonction composé et de arctan .
La technique est trés simple, on suppose que

f(z) = arcsin(g(x)) avec g(z) = 1 + 2
donc
vz e R, f'(z)=g'(z) x (arctan)’ (9(x)),
g'(x) = 2z,

(arctan)’ (z) = i

(aretan) (9(0) =

ce qui donne

2z

Ve e R, f'(z)= m

3.4.4 Théorémes importants

Theoreme 3.3 Théoréme de Rolle
Soit f une fonction continue sur [a b], dérivable sur]a b et telle-que f(a) = f(b) alors

Jeelabd[, f'(c)=0.

Theoreme 3.4 Théoréme des accroissements finis
Soit f une fonction continue sur [a b] et dérivable sur]a b[ alors

e e€labdl, f'(c)=

Theoreme 3.5 Régle de I’Hopital
Soient f, g deuz fonctions continues sur un intervalle D C R, sauf peut étre en xo € D, si

: , o f'(=)
f(zo) = g(xg) =0 et si g ne s’annule pas sur D — {zo}, et si mh_}rgo (o) = a alors
lim —ﬂx) =a
T—T0 g(l')
Remarque 3.7 — La régle de I’Hopital est un outil tres utilisé dans le calcul des limites
0 00

pour élever l'indétermination — ou —.

00
— On peut appliquer la regle de I’Hopital autant de fois qu’on veut jusqu’a obtention de
la limite cherchée.
sin(z)

0
Exemple 3.16 hH(l) =0 on applique la régle de [’Hopital
T—> T

lim sin(z) = lim cos(z) = E =1.
=0 z—0 1 1




|
Exemple 3.17 lim n(f) = E, on applique la régle de I’Hopital deux fois
r—+o0o o0
1
1 - 1
hmM:limi:h — =0.
z—4oo 2 z—+00 Q1 z—400 Q2

3.5 Exercices Corrigés

Exercise 3.1 étudier la parité des fonctions suivantes définies par

) = V=3 @) = 0 ) = O ) = an

solution
1) Df =[—11] est symetrlque par rapport a zéro et ,

=4/1—(—2)* =1 —2a*= f(z) donc f est paire.

2) Dy = R* est symétrique par rapport a zéro et ,
f(=z) = sin(=7) = —sin(z) = sm( ) = f(z) donc f est paire.

—X —X

3) Dy = R* est symétrique par rapport a zéro et ,
cos(—x cos(x

PECE i

(—2) x

3) Dy = R est symétrique par rapport a zéro et ,

= f(z) donc f est paire.

f(=x) = (—x)"t = (=1)"+igntl

—1 sin est pair

avec (—1)"1 = {

+1 sin est impair

—f(x) sin est pair
done f(—r) = { S0 smestpair
+f(x) sin est impair
par suite f est impaire si n est pair, et elle est paire si n est impair.

Exercise 3.2 Calculer les limites suivantes

cos(ax) — cos(bx)

1) lim a,beR

x—0 x2

. Ve +3-—-2
2) lim ——

z—1 r—1
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] T 2x—1

1) lim 200
z—0t

solution

1) lim cos(ax) — cos(bx) _ 0
z—0 x2 0

Pour calculer cette limite on applique la regle de I'Hopital plusieurs fois

cos(ax) — cos(bx) —asin(az) + bsin(bx)

lim = lim
z—0 T2 z—0 2x
— lim —a? cos(azx) + b*sin(bx)
z—0 2
b? — a?
T2
. Vr+3-2 0
2) lim ———— = —
z—1 g —1 0

Pour calculer cette limite on peut utiliser aussi la regle de I’'Hopital, mais pour mettre plu-
sieurs méthodes entre vos mains on choisit la multiplication du numérateur et dénominateur
par le conjugué du numérateur.

JITE-2 _ (Va¥3-2) (Va+3+2)

lim —— = lim
el =1 =l (r-1) (Ve +3+2)
. r+3—4
= lim
(@ —1) (Vo +3+2)
1
- lim—u
Y
1
T4

T 2r—1

3) lim ( ) = 1%
z—+oo \x + 1

Pour calculer cette limite on modifie notre fonction de sorte a avoir une limite de la forme

lim(1+m)% =e

z—0

On a
T _:c+1—1_:c—1+ 1 1y 1
r+1 -1 -1 z-1 r—1

T 2r—1 2zr—1
lim ( > — lim <1 + >
=400 \ 1 —1|_ 1 a:l—>+oo x—1

on pose y = — alors x = — quand x — 400 alors y — 0, et on a
L Y
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I TN gt
= lim (1+y)¥ (1 +y) "

y—0

= lim [14+9)] 1+

y—0

4) lim 2*0®) = P
z—07t

Pour calculer cette limite on utilise une technique qui fait intervenir le logarithme népérien
On pose y = 25 on a In(y) = sin(z) In(z) et 11I£1+ In(y) = lir(r)1+ sin(z) In(x) = 0.00
— T—

donc on cherche a écrire sin(x) In(z) comme une fraction
1

lim In(y) = lim n(lx) -

z=0t " sin(x) o0

On applique la regle de I’Hopital

In(x
lim In(y) = lim (z)
z—07F z—0T —
sin(x)
1
xligl_% — cos(x)
sin?(z)

= 1x0 car lim
z—0* T

comme In(y) — 0 alors y — € = 1, en d’autre termes

lim %@ = 1,
z—0T

Exercise 3.3 Trouver la valeur de a pour que la fonction soit continue sur R

x? si <2
l—ax si z>2

solution
Pour que f soit continue sur R il suffit qu’elle soit continue en xy = 2.

lim f(z) = lim 2? =4 = f(2),

T—2~ r—2~

lim f(z)= lim (1 —ax) =1 — 2a,

r—21 T2~
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3
f continue en zp = 2 <= 1—2a =4 = f(2), donc a = ~3

1 X —X
Exercise 3.4 La fonction [ définie sur R par f(z) = —1In <€+26> admet-elle un pro-
x

longement par continuité ¢

solution
Comme [ n’est pas définie en xqg = 0, alors on calcul la limite en ce point pour voir si la
fonction admet un prolongement par continuité ou non.

1 X —X
limln<€+€> =00 %X 0

z—0 2
In{ ——
. ( 2 ) 0
lim = —
z—0 x 0
On applique la regle de I’'Hopital
1n<6$—|—2@ 90) 1 (m+ 71) 1 (2) T — o ;
lim — lim —% € Y m ete™ T
2—0 T 2—0 T z—0 1 2

lin% f(z) existe donc f admet un prolongement par continuité en xy = 0. Autrement il existe
Tr—r

une fonction f définie par

ln<€ e ) si x #0,

si x =0.

Exercise 3.5 Calculer f'(x) dans chaqu’un des cas suivants
f(z) =", f(z) =In(Jsin(x)|), f(z) = arctan(e®), f(z) = In(y/cos?(z) + 1).

solution
1) f(l’) — T — emln(z)

Vo >0, f'(r) = (vIn(z)) 0@ = (ln(x) +x X 1) z* = (In(x) + 1) z”

T

2) f(x) = In([sin(z)])

Yz eR—{kr, k€ Z}, f'(x) = :fg))
3) f(z) = arctan(e”) .

1
vz e R, f'(x) = (e*) =
x f(l') (e ) 1+(€z>2 1+62x
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4) f(x)=1In <\/0052(x) + 2)
(cos?(z) +2)’

( cos?(z) +2)/ B A/W _ —2sin(x) cos(x)

Vr € R, f/(z) = _ _ sin(z) cos(z)

- \/cos?(z) + 2 B \/cos?(z) + 2  2(cos?(z) +2) cos?(z) +2

Exercise 3.6 Montrer que

Ve € Vo € [-1 1], arcsin(z) + arccos(s) = g

solution
On sait que

1
V1—22
—1

-

Ve e|-1 1], (arcsin)/ (r) =

vz e]-1 1[, (arccos) (z) =
Il en résulte que
Vo € ]—1 1[, (arcsin+arccos)’ (z) = (arcsin)/ (x) + (arccos)/ () =0

Comme la dérivé est nulle donc la fonction & — (arcsin + arccos) (z) est constante. donc

Ja € R,Vx € |-1 1], (arcsin(x)+ arccos(x)) (z) =a (3.2)

Comme 1'égalité (3.2) est vraie pour tout z € |—1 1] donc elle est vraie pour z = 0.
Autrement dit

arcsin(0) 4 arccos(0) =a =0+

T_T
2 2
car on a

sin(0) = 0 donc arcsin(0) = 0, et cos(g) = 0 donc arccos(0) = g

On vérifie que 1'égalité (3.2) est aussi vraie aux bornes de l'intervalle [—1 1], c.a.d., pour
r=—-letx=1
. T . T
sin(—) = —1 donc arcsin(—1) = —5 et cos(m) = —1 donc arccos(—1) =0
T

on a alors arcsin(—1) + arccos(—1) = 7 — 555

sin(g) = +1 donc arcsin(1l) = g, et cos(0) = 1 donc arccos(1) =0

on a alors arcsin(1) + arccos(1) = g +0= g




Chapitre 4

Application aux fonctions
élémentaires

Dans ce chapitre on va présenter les fonctions usuelles les plus connues ainsi que les fonc-
tions qui sont tres utilisées en pratique et qui sont nouvelles pour I'étudiant.

4.1 Les fonctions élémentaires

4.1.1 Fonction constante

Soit a un nombre réel donné. La fonction constante est la fonction definie sur R par

Ve e R, f(z)=a.

Il est clair que Vx € R, f'(z) = 0.
Etant donné que tous les 'antécédents ont la méme image par f la courbe représentative de
f est une droite parallele a ’axe des abscisses dont I’équation est de la forme y = a

Fownction constante

4.1.2 Fonction identité

C’est la fonction notée généralement I ou Id qui est définie sur R et qui a chaque x elle
fait corresponde x lui méme.

61



62

I:/R — R
x — I(z)==x

Ve eR, I'(z) =1

La courbe représentative de I est une droite d’équation y = x

Fonction identité

4.1.3 Fonction valeur absolue
fiIR — R
La fonction définie sur R par x si x>0
z — [f(z)=lz| = .
-z si x>0

s’appelle fonction valeur absolue. On note que

1 si x>0

VreR, f(z) = {

-1 siz>0
Il est important de remarquer que
! 2z z
Ve eR, fl(z)=lz] = (Va?) = = =sign(z) x 1
(@) = 2| = (Va?) 7 = T = Si9n(@)

On utilise cette technique pour calculer |g|" ot g est une fonction donnée.
/ /

" 299 g9 .
/: 2 = —-— p— /‘
9] (\/g> N q'.sign(g)

On a le résultat plus général suivant

/
-1 99 -1 /
" =nlgl" T = nggly
9l
La fonction valeur absolue z —— |z| est continue en zéro mais elle n’est pas dérivable en ce

point. Le point (0,0) est un point anguleux pour sa courbe représentative.

(lgI") =nlgl"lg "2

e

Fonction valeur absolue
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4.1.4 Fonction partie entiére

Definition 4.1 Soit b un nombre réel. La partie entiére de b est le plus grand entier inférieur
ou égal a b. On la note par E(b) ou [b].

Exemple 4.1 Cet exemple montre la différence entre le calcul de la partie entiére d’un

nombre positif et un nombre négatif
o F(m)=3
o F(—m)=—4

On cite la propriété tres importante suivante : pour tout réel x on a
E(x) <z < E(x)+1
Definition 4.2 La fonction partie entiére est la fonction notée E et définie sur R par

E:]R — R

t — E(z) ou E(x) est le plus grand entier inférieur ou égal a x.

— La fonction E est croissante sur R et elle est constante sur tous les intervalles de la
forme [nn+ 1] oun € Z.

— Le graphe de E n’est pas une courbe continue, on le dessine par morceaux.

Fonckion po.rf:i.e entiere

4.1.5 Fonctions puissances

Definition 4.3 On donne les définitions des différents types de fonctions puissances qu’on
peut rencontrer.

1. soitn € Z. La fonction puissance entiére est la fonction définie comme suit
fAIR — R fiIR" — R
r — f(z)=2", nelZt r — f(z)=2a2", nez"
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2. La fonction polyndéme est une fonction de la forme
f:/1R — R
r — f(r)=a2" +ap 12" +a, 02" 2+ +a;+a, neN

n c’est le degré du polynome et a,, ay_1,an_o, ..., a1, a0 les coefficients du polynéme.

1 1
flx) =2t =223+ 3 . c’est un polynome de degré 4 et 1,—2,0,0, 3 sont ses coefficients.

\ERER
A

x X,
n=0,1,2,5,4,8

Fownckion puissance entidre

3. Soit a un réel stictement positif. Dans le cas ot la puissance n’est pas entiére, on définie
la puissance rationnelle de a par

m 1\m n
arn = (an) = Va™.
4. La fonction racine n-iéme est définie de la maniére suivante

x — f(x)= x, si n est pair
R — R
r — f(x)= ¥z, si n estimpair

f:

5. Dans le cas général la fonction puissance rationnelle est définie comme suit

m
n

r — flz)=2

+
,mEZ,neN.

6. On peut aussi définir la fonction puissance quelconque
f|RL — R
r — f(z)=12% aekR.

Remarque 4.1 — La condition a > 0 c’est un cas général. On peut trouver des cas
particulier ou la puissance rationnelle pour (a = 0) ou (a < 0) existe. Par exemple
Y0 =0, on a aussi as = {/a qui est définie pour tout a € R
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— Dans le calcul de a™ il faut toujours que ™ soit irréductible et seulement dans le cas
ou n est impair on peut prendre a dans R.

Exemple 4.2 soient f, g deux fonctions telles-que
fx)= Va2 -1, ¢g( Va?—1.
1

x) =
—oo — 1[U]J1 + o0

S
[

4.1.6 Fonction logarithme- Fonction exponentielle
Fonction logarithme

Proposition 4.1 La fonction unique notée In et qui est définie par

n:|R; — R
r — f(z) =1In(x)
s’appelle la fonction logarithme népérien et elle est caractérisée parln(e) =1 et In(1) =
0. Cette fonction vérifie les propriétés suivantes :

1
!/
- Ve eRY, In'(z) = -
— In est une fonction continue et strictement croissante sur R7,

— In est bijective et admet une fonction réciproque définie de R dans R,
- Vz,y € RY, In(z x y) = In(z) + In(x),

1
- VzeR;, In () = —In(z),
T
- Vr,y eRY, In ) = In(z) — In(y),
Y

- Vz e RY, In(a") =nln(z), n €N,

In(1 1
~ lim M =1, lim n(z) =0, limzIn(z) = —o0,
z—0 €T rz—+o00 z—0
- Ve eRY, In(z) <z -1
x Hla(x)

Fonction Llogarithme uépérien
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I
— On définie le logarithme a base a par log,(z) = lnixi’ a € Ry — {1}, et log,(a) = 1.
n(a
. . : o In(x)
— Pour a =10 on a le logarithme décimal qui est définie par log,y(x) = In(10)
n

- loglo(lo) = 17

— y =logy(z) <= = = 10Y,

— log;o(10") = n,

En informatique intervient souvent logarithme a base 2 qui vérifie log,(2") = n.

Fonction exponentielle

Definition 4.4 La fonction exponentielle notée exp est la fonction réciproque de la
fonction In et elle est définie par

exp: | R — RY
xr +—> exp(x)=c¢€"
ou e est le nombre réel qui satisfait In(e) =1 et exp(l) = e avec e =2,718...

XHre

Fownction e.xpomenue.ue

Proposition 4.2 La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :
- Va € R, exp’(x) = exp(z),
- Vr,y € R, e =¢% x €Y,

- Vr,e Re™" = —,
eIE
efl]
- Ve,y e R e ¥ = —,
eY
-~ Vo, e R, ()" =™, neN,
. . . € _ et —1
— lim e* =0, lim e* =400, lim — =+o00, lim ze®* =0, lim =1.
r—r—00 r—r+00 r—+00 I T—r—00 r——00 x

— Soit a un réel strictement positif. la fonction définie sur R par x — a® = *™@) est
aussi une fonction exponentielle et elle vérifie les propriétés suivantes :
Va,b € R, Vz,y € R,
- a"V =a* x aY,
1

57
- (ab)" = a* x V",

a t =
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4.1.7 Fonctions circulaires hyperboliques

La notion de fonctions hyperboliques est une nouvelle notion pour les étudiants, c’est une
combinaison entre les fonctions circulaires trigonométriques et les fonctions exponentielles.

Definition 4.5 La fonction cosinus hyperbolique que [’on note ch est la fonction définie
sur R par

ch: | R — R
et +e”

r — ch(z) = 5

x Hch{x)

Fownction cosinus kvPe‘rboLique

1. La restriction de la fonction ch;: Ri — [1 4 oo est continue est strictement crois-
sante, donc elle admet une fonction réciproque notée argch et qui est définie comme
suit

argch: | [1 +o0o] — Ry

r +—— argch(z) =1In <:c + Va2 — 1)

1
2. Vz €]l +oof, (argch) (z) = ———.
x?—1
e+ el .
Exemple 4.3 ch(0) = 5 = 1, alors ch™'(1) = argch(1) = 0.

Definition 4.6 La fonction sinus hyperbolique notée sh est la fonction définie sur R par

sh:|R — R

x —X

(A

r — sh(z)= 5
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1. La fonction sh est continue, strictement croissante sur R donc c’est une bijection de R
dans R alors elle admet une fonction réciproque notée argsh et définie comme suit

argsh | R — R
r —— argsh(z)=In (:c + Va2 + 1)
1
2. Vo e R, h) (z) = ———,
v R, (angst) (5) =
3. Vo € R, ch?®(x) — sh*(x) =1,
4. Yz € R, ch/(x) = sh(x), sh'(z) = ch(x).

x + sh(x)

Fownction sinus hvperbolique

Definition 4.7 On appelle fonction tangente hyperbolique et on la note th la fonction

thi R — R

r — th(z)=

x 1 Eh(x)

Fonction tangente l«\jperboLique

1. La fonction th est continue, strictement croissante sur R donc c¢’est une bijection de R

dans |—1 1]
2. argth est la fonction réciproque de th et qui est définie par

argth ||-11] — R
1 1
xr —— argth(z) = 5 In (x i )

11—z
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_ 1
1 =22

3. Vz €]-11[, (argth) (z)
Definition 4.8 On definit la fonction cotangente hyperbolique noté coth par
coth| R* — R
ch(x) 1
th(x) = =
x +—— coth(x) Sh(z) ~ thz)

x H cokh(x)

Fonction cotangente hjperbotiquﬁ

4.2 Exercices Corrigés

. _ 2ch*(z) — sh(2x)
Exercise 4.1 1) f(z) = z — In(ch(z)) — In(2)

érire f(x) sous la forme la plus simple.
2)  calculer Erin f(x).

solution
On utilise les définitions et propriétés des fonction sh, ch et In

T —z\ 2 2 2z
2ch?(x) — sh(2z) = 2(6 te ) - ¢ ,

2 2
_ 262a: + 2 + 6—23; B e?x _ 6—2:5
4 2 ’
_ €2w + 2+ 6—2;13 _ 62;18 + €—2z
= 5 ,
2e72" 4 2

2 Y
= e ¥ 41,
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v —In(ch(z)) —In(2) = z—1n <6+26) ~n(2),

= z—In(e"+1) —x,
= —In(e™® +1),

672:1: _|_ 1
In(e=2 +1)
pour calculer la limite on fait un changement de variable
on pose y = e 2* + 1 alors x = In(y + 1)

et on peux écrire  f(x) =

quand x — +oo alors y — 17 de plus lir{1+ In(y) = 0"
y—

. T o y B
- — N L@
quand z oo alors y — +oo de plus lim =0
Yy——+00 Y
. Y . y _

Exercise 4.2 Soient x,y deux réels tels-que x = In (tan (g + Z))
Calculer ch(zx), sh(z),th(x) en fonction de y.

solution
En utilisant y = ¢* <= x = In(y) on a

(i (54 7)) = e =5
z=In(tan {3+ e n{5+7)
d’autre part on va utiliser cos(2z),sin(2z). On a

ch(z) = ——,

1(t <y+ﬂ>+ 1 )
pr—y —_ an —_ — e
2 2 4 tan (y + W)
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D’autre part

ch(x)

sh(x)

ch(x)

Uy 7
t 2( ) 1
1(an 2—l-4 + )
y 7

t = —

Em<2+4)
1( 1 )
2\ cos? (g—i—W)tan (y+7r)

4 2 4
1

2COS(2 + 4) s (2 + 4>

1

w5)

1

27y

(=6

(tan? (5+7%) 1)

y s

t < _

an(z + 4)
Yy )

(SmQ (5+73) (5 D)

2 (Y W)t (y W)
cos <2+4 an 2+4

o (Y 7T>_ 2<y ”)
sin (2—1—4 coS 2+4

2005(2 + 4) s <2 + 4)




Il vient que

th(y) = =—1 = X— = sin(y).

Exercise 4.3 1) FEtudier la fonction f: z— f(z) =In(ch(x)) —x
2)  Tracer la courbe représentative de f.

solution N .
Ve € R, ch(x) = 6—1—26 > 0, donc Dy = R.

f est continue, dérivable sur R et on a

ch(z) . sh(x)

Ve EeR, flz) = ch(x) - ch(x)

et par suite f est strictement décroissante sur R.

—1=th(z)—-1<0,

En effet,

thz)—1 = —2 1,

et —e ®

et —e*®
—2e7 "

e 4 e’

< 0.

— et —e7*

Y

Pour les limites quand x — —oo, un calcul simple donne
lim ch(z)= lim cre” +00
T——00 T——00 2

de plus wl_l}gloo In(z) = +o0, xll)r_noo(_g;) = 400,

donc lim f(x) = +o0.
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Quand z — +o0 on a

lim ch(z)= lim cre” . +00, lim In(z) = 400, lim (—x)= —oo,
T—>+00 T—+00 2 T—+00 T—+00

et par suite 11}111 f(x) = +o00 — oo(F1I)

lim f(z) = lim In (ew + e*x> —1In(2) — z,

T—+00 T—+00

= lim Ine” (1 + 6_223) —In(2) — =z,

T—-+00

= lim Ine"+1In <1 + 6_295) —1In(2) — z,

T—>+00

= lim z+4+1In (1 + 6_236) —1In(2) — =,

T—+00

= lim In(1+4e) —In(2),

T—-+00

= —In(2), carmgr_noo(e ) =0.

Donc la courbe représentative de f admet au voisinage de +00 une asymptote horizontal
d’équation y = — In(2)
D’autre part, on peut écrire f(z) sous une autre forme et en déduire que Cy admet une
asymptote oblique en —oo,
f(z)=Ine®(e* +1) —In(2) —z = In(e** + 1) — 2z — In(2),

1 _ (— _ — 3 2x —
mgr_noof(a:) (—2z —In(2)) zl_l}t_nooln(e +1)=0,

Donc la droite d’équation y = —2z — In(2) est une asymptote oblique a C'y en —oc.

Ta®
1
I




Exercise 4.4 Donner le domaine de définition de la fonction définie par

(3]

f(z) =argch

et simplifier son expréssion.

solution
On sait que la fonction z — arg ch(z) est définie sur [1 + oof.

Donc pour que f soit définie il faut que 5 (ZL‘ + ) > 1,
x

1 1 241
<x+>21 — vt —2>0etx#0,
2 T x

241-2
T2 0 eta £0,
—1)?
= uZO et x # 0,
x
<~ x>0.

Pour simplifier f(x) on utilise la définition de la fonction argch

argch(z):ln(2+Vz2—1) ou z €[l +o0f
e
2 x

f(x) = argch(z)
= ln(z—i-\/ZQ—l),

R HEB R

On a f(x)=argch

1 1
avec x > (,si on pose z:2(x+),ona
x

2
_1’

(42 41 2 _1)?
_om|Tt N (x ) |
2x 472
1 E?+1+a?—1
= n
2x 2r ’
21

donc selon le signe de avec x > 0, on distingue deux cas possible
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| i x>1
f() n 9 + o7 S1l x>
€Tr) =
2?2+1 22—-1 ,
In — siO<zx<l1
2x 2x

In(z) si x>1
o]

1
In(—) si0<ax<1
T

flz) = {ln(x) si z>1 (4.1)

—In(z) si0O<ae<1

On sait que

In(z) >0 six>1
In(z) <0 si0<az<1
donc
In(x) si x>1
In(z)| = . (4.2)
—In(x) si0<ax<1

de (4.1) et (4.2), et si on appelle C' la courbe de la fonction de la fonction  — In(z), en
endéduit que

(Cy) = (C) si x>1
(Cy) est symétrique a (C') par rapport a ’axe des abscisses si 0<z<1
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Chapitre 5

Développement limité

5.1 Formules de Taylors

Soit f une fonction plusieurs fois dérivable au voisinage d’un point xy. Dans certaines
situations il est important de savoir si on peut approximer f(z) au voisinage de o par un
polynoéme dont les coefficients dépendent uniquement des dérivées de la fonction f en ce
point. Le mathématicien Brook Taylor a établi en 1715 une formule qui prend son nom
Formule de Taylor, et qui permet cette approximation. Dans une premiere étape la formule
confirme que si f est dérivable en zq, alors elle peut étre approchée au voisinage de zy par
un polynome de premier degré a ’aide de la formule suivante

f(@) = fzo) = (x — x0) f'(w0) + (x — 20) { ().

Le polynéme d’approximation est

p(x) = (z — o) f'(w0) + f(x0)

La quantité (x — o) &(x) notée R;(z) représente l'erreur commise par 'approximation et
elle satisfait h_)m Ry (z) = 0. Maintenant, on souhaite savoir si 'approximation par des po-
X o)

lynémes de degré supérieur a 1 est possible.

La formule de Taylor-Young représente une généralisation de la formule de taylor et per-
met d’approcher f(x) au voisinage de xo par un polynome de degré n > 1.

L’application du théoreme de Rolle successivement plusieurs fois permet de trouver une
approximation de f(x) au voisinage de z par un polynéme d’ordre supérieur a 1 c’est la
formule de Taylor - Lagrange. Dans le cas particulier ou o = 0, la formule de Taylor
- Lagrange prend le nom de Maclaurin-Lagrange.

Dans tout ce qui vient D est un intervalle de R, zy un point intérieur de D, f: D — R, et
n un entier fixé dans N. On rappelle que

n!=1x2x3x4x---Xxn,

m+1)!=n+1)n!,
0l=1.

7
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5.1.1 Les trois formules de Taylors
Formule de Taylor-Young

Theoreme 5.1 Soit f une fonction de classe C" sur D. Alors pour tout h € R tel-que
xo+heD, ona

3 4 n

h? h h h
flxo+h) = flwo) +hf'(zo) + 57/ (z0) + 3 f (xo)+Zf(4)(:vo)+---+gf(")($o)+h"C(h),
= Z(:)—' (o) + h"C(h) avec ]115%4(@:0.
Remarque 5.1 Si on pose xg+h = x on a h = x — x, et la formule de Taylor- Young

s’écrit

1) = flan) + (& = a0) fao) + E I iy 4 200 g0

f(4)(5(30) S

(x — x0)4
41

i x__IO f(l 0) + (& —m0)" C(x — o) avec lim ¢(z —z) =0.

=0
1. Le polynéme P(x i—: ) ou encore
i=0"
/ (:L“ - xO)Q 7 (:E - xO)S (3)
P(z) = f(zo) + (x — z0) f'(z0) + Tf (20) + Tf (z0)+
4 n
&=20) ‘4!”60) FO(zg) 4o LTS _nf(’) I (o)

s’appelle le polynéme de Taylor a 'ordre n au voisinage de xg.

2. Le terme (z — x0)" { (x — x¢) s’appelle le reste de Young d’ordre n.

Exemple 5.1 Donner la formule de Taylor-Young a l'ordre n au voisinage de 0 de la fonc-
tion x — e*.

Solution 5.1 Sachons que exp est indéfiniment dérivable sur R et que exp’(z) = €, on a

alors
(x —0)%2"  (z—0)3° (x —0)"e°

syttt T (@ 0)" (@ —0),

e =e" + (z —0)e +

ce qui donne
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Formule de Taylor-Lagrange

Theoreme 5.2 Soit f une fonction de classe C"' sur D. Alors pour tout h € R tel-que
xo+ h € D, il existe 0 € |0 1] tel-que
n+1

ST (2o + )

flzo+h) = f(x)+hf’(m)+h—2f”<a:>+h—3f<3><x)+Ef(4>(z)+--~+ﬂf<")(a:)+—
o - 0 0/ WO Y 0 n! T !

n h’L . hn+1
= D T O@)+ Y ot on).
=0

Cette formule peut s’écrire

£(2) = Fa0) + (o = 0) £ao) + TP () 4 O 40
(ZL’ - JI()) f(4) (l’o) 4 (ZL‘ — l’o) f(n)( 0) + (1' - l’0>n+1 f(n+1) (370 40 (l‘ _ x(]))
4! n! (n+1)! ’
(= )" (i) (z — xO)nH (n+1) _
f(iU)*ZO o (@) + (1) S (o + 0 (z — o))
. n+1
— Le terme R, (xo,2) = (m(nfol))!f("“) (o + 0 (x — x0)) avec 0 < § < 1, s’appelle le

reste de Lagrange d’ordre n + 1.

Exemple 5.2 Ecrire la formule de Taylor- Lagrange d’ordre 3 entre x et 1 de la fonction
f:xz— f(x)=In(z+2).

Solution 5.2 La fonction f est indéfiniment dérivable sur |—2 + ool et on a

fi@) = g = S0 = 3
FO@) =10 = = S =
(3) _ g 2 " 3
PO = 1) = s = ) = 5
@ (p) = 0
1w =y
=1 ey 1) (@ 1*

_ 4
In(r+2) = In(3) + 5 (2~ 1) + g (= D+ 7 (2= 1 - 4[9(8:6_ 11>)+ 3’

Remarque 5.2 [l faut remarquer que dans la formule de Taylor- Lagrange d’ordre n entre
x et xg, le polynome de Taylor est d’ordre n et le reste de Lagrange est d’ordre n + 1.
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Formule de Maclaurin-Lagrange

Definition 5.1 La formule de Taylor- Lagrange avec o = 0, s’appelle formule de
Taylor- Maclaurin.

xn+1

(n+1)!

x3 x4

2 n
f(x) = f(0) +zf(0) + %f”(o) + 3!f(3)(0) + 4!f(4)(0) ot %f“”(o) + FOFD (02)  awee 0 < 6 < 1.

f(z) = P.(z) + Rn<x)>2

/ L™y a® (3) a!t (4) " (n)
Po(z) =f(0)nj1$f (0) 4 57 /7(0) + 57 2(0) 4+ 5 F0) + - 4 5 F1(0),

R, (z) = ‘ !f(”“)(ﬁsc) avec 0 <6< 1.

(n+1)

Exemple 5.3 La formule de Maclaurin - Lagrange a l’ordre 4 de la fonction x — e* s’écrit
N R N R P

e :1+x+§+a+a+ae avec 0 <6 < 1.

Il existe d’autres variantes de la formule de Taylor a condition que f vérifie les conditions
cités dans les théoremes précédents. Nous avons le théoreéme suivant

Theoreme 5.3 Soit f une fonction continiment dérivable sur [a b] et admet une dérivée
d’ordre (n+ 1) sur]a b[, alors il existe n € |a b| tel-que

16) = 1(@) + (= a) ') + O

(b—a)
11

f"(a) +

(b—a)"
n!

(b—a)""

FO@) -+ P )+ S ),

Theoreme 5.4 Si f est (n+ 1) fois dérivable sur D, alors pour tout x € D, x # xy il existe
un réel n strictement compris entre x et xq tel-que

£(2) = F(ao) + (o a0) f(a0) + P ) 4 P )
(z —z0)" 4 (z —20)" (n (z —zo)"" n+1
Tf()($0)+“'+Tf( )($0)+Wf( (),

Remarque 5.3 Il est important de remarquer que la formule de Taylor-Lagrange est ap-
plicable sur un intervalle alors que la formule de Taylor- Young est applicable au voisinage
d’un point.

Remarque 5.4 On remarque que dans toutes les formules précédentes f(x) = P,(x)+ R, (z)
ot le polynome de Taylor P,(x) reste inchangé et le reste R,(x) change suivant la formule.
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5.1.2 Application de la formule de Taylor au calcul des limites de
fonctions

Nous avons vu dans un paragraphe précédent de nouvelles méthodes pour calculer les
limites dans certain cas ou les limites sont sous des formes indéterminées. La formule de
Taylor peut aussi étre un outil tres important pour le calcul des limites. Avant de passer
au calcul des limites en utilisant la formule de Taylor nous avons besoin de certains théoremes.

Theoreme 5.5 Soit f(z) = P,(x)+2"((x) avec lin%) ((z) = 0 le développement de Taylor-
r—r

Young de f au voisinage du point 0. Alors

f(z)

20 P, (2)

=1 et on éerit f(x) ~ P,(x), (z — xo).

Remarque 5.5 Le Théoréme 5.5 reste vrais si on considére la formule de Taylor-Young au
voisinage d’un point quelconque xg.

Theoreme 5.6 Soient f,g deux fonctions définies au voisinage d’un point xq telles-que

f~g (z— ).

- Si xlgl;lo f(z) =a alors xllg;lo g(x) = a.

— De plus si T, J sont deux fonctions telles-que T' ~ J (x — xo) alors

f g
z ~ —~ —,
JT gl et e

D’apres les Théoremes 5.5 et 5.6 on en déduit que si

f~get T~J (r—mx) alors lim =——= = lim —=
vi—x—2
Exemple 5.4 Calculer im ———
z—0  sin(x)

Solution 5.3 On pose f(z) = /4 —x —2, T(x) = sin(x). Le développement de Taylor-
Young pour f(z), g¢g(x) d Uorder 1 au voisnage de 0 donne

f(x) = F(0) + 2f/(0) + 2*((x) avee lim ((x) =0,

9(x) = g(0) + 2¢/(0) + 2*((x) avee lim ((x) =0,

On a
f(0) =0, T(0) =0,
F@) = 5o = 10 = -

24 — o 4’
T'(xz) = cos(x) = T"(0) =1,
par suite

flz) = —lex + 2%((z) avec glclg(l) ¢(z) =0,
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T(x) = 2+ 2°¢(z) avec ilg%g“(af) =0,

1
 NA=—xz-2 gt 1
hm - = hm — = =
=0 sin(x) =0 4

La notation petit o

Definition 5.2 Soient xy € R, V un voisinage de xq et f,g deux fonctions définies au
voisinage de xo sauf peut étre en xg. On suppose que g(x) # 0 sur' V — {xq}.

x
St li_)In fE)) =0, on dit que f est négligable devant g au voisinage de xy et on écrit
=0 g(x
f=o0(9) quand x — x¢ ou f(x) =o0(g(x)) quand x — xq, et on lit cette notation f est un

petit oh de g quand x — xy.

Exemple 5.5 Voici quelques exemples au voisinage de 0

1. f(z) =o0(1) signifie }clLI(l) f(z) =0,

2. f(z) =o(z) signifie 316131(1) ff) =0,

3. f(x) =0((x —x0)") signifie lim L)n =0,

Tr—T0 (x J— :L‘O)

T

4. lim = =limz =0 donc 3 = o(x?),
=0 —
. osin®(z) .. sin(z) .y
9. lim = lim (sin(x)) el 0 donc sin®(x) = o(x),

1 1
6. lim x cos () =0 donc xcos () =o(1),
x

z—0 €T

pour le calcul de la limite de x cos () quand x — 0, il suffit de voir que pour tout
x

1 . 1
x #0, —mﬁxcos()ﬁm, etOﬁhm:pcos()gO.
€T z—0 €T

5.2 Développements limités

Nous avons vu que la formule de Taylor permet d’approcher une fonction f(z) au voisi-
nage d’un point x¢ par un polynéme P,(x) de degré inférieur ou égale a n deés que f ()
existe. Ce polynome satisfait

f(x) = P,(z)+(x —x0)" ( (x — ) = Pp(x)+0((x —x0)") avec }}i_)r%C (x — ) =0. (5.1)
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Cependant, ce polynéme peut exister sans que f (x¢) existe et méme sans que f soit
continue en xy comme on peut le voir dans I’exemple suivant ou on considére une fonction

11
f définie sur [—2 2] par

1
—2+x—2x2+x3sin<> siox#0,
x
0 si z=0.

flz) = (5.2)

1
En utilisant le théoreme des gendarmes on peut montrer que lin% 23 sin <> = (), par suite
T €T

1
lim —2 + o — 22% 4 23 sin () = —2# f(0) =0 donc f n’est pas continue en 0.
x

z—0
1
1 23 sin ()
De plus, on voit bien qu’au voisinage de 0 on a z°sin () = o0(2?) car lim ——~%4 =0

x x—0 xQ ’
donc

f(:c):—2+a:—2;1:2+0(x2>.

11
Alors pour tout =z # 0 et x € {—2 2} on a

f(x)=P,(x)+o0 (mz) avec n =2, Py(z) = -2 + 2 — 227,

donc (5.1) est satisfaite sans que f soit continue en 0, c’est ce qui conduit & une nouvelle
notion dite développement limité.

Développement limité d’ordre n au voisinage de 0

Definition 5.3 Soit f une fonction définie au voisinage de 0, sauf peut etre en 0. On dit
que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 s’il existe un intervalle
ouvert D centré en 0 et des constantes a;, © = 1,2,3,...,n telles-que pour tout x # 0 et
xeD

f(z) = ag + a17 + axx® + ... a,z™ + 2"((7)

ot (: D—R et vérifie }E}%C(x) = 0.
On peut aussi écrire
f(z) = ap + a17 + ag2x® + ... a,z™ + o (z"),
P.(z) = ap + a1x + asx® + . .. a,x™ s’appelle la partie réguliere du développement,
z"C(z) = o(x™) c’est le reste ou terme complémentaire.

DL,(0) signifie le développement limité a I'ordre n au voisinage de 0.

1

— X

Exemple 5.6 Donner le développement limité de la fonction x —




84

On considere la somme de la suite géomtrique de raison x

l+ao+a®+2°8+ ot +- 2",

on a
1— l,nJrl 1 anrl
l+z+a+2°+2'+ - +a2" = = - ;
11—z l—2z 1—=x
on en déduit que
1 anrl
—l4ao+2?+28 2t +- 2"+ : (5.3)
1—2z 1—2z
I'équation (5.3) s’ecrit aussi
1
=l+z+”+2+a' 4+ +a" +a" :
1—= 11—z
ot lim —— = 0.
x—=0] — ¢
D’ou, le développement limité a 1'ordre n au voisinage de 0 de la fonction x — est
—

: —l+z4+224+2% 42+ +a"+2¢(r) =1+a+ 22+ 2834+t + - 2"+ o (2",
— X

avec ((z) = et x#1,

En particulier

DLy(0) de la fonction de la fonction x +—— 1 est 14 o(1)

— X

DL,(0) de la fonction de la fonction x +— . est =1+x+o(x)

— X

DL5(0) de la fonction x +— 1 est 1+ z + 2% + o(2?)

— X

Remarques 5.1 1. Si f admet un DL, (0) alors lir% f(z) = ag donc on en conclue que
T—

(112% f(z) n'existe pas) = (f n’ admet pas un DLn(0)>,

2. Dexistence de la limite de f(x) en O est une condition nécessaire pour que le DL,(0)
existe.

3. Il est facile d’établir que si f est continue en 0 et admet un DL1(0) alors f est dérivable
en 0

Proposition 5.1 Si f est de classe C™ au voisinage de 0 alors elle admet un développement
limité au point O d’ordre n donné par la formule de Taylor-Young au voisinage de 0

@) ® =
f22§0)$2+f250)$3+”'+fnfo) "+ 2" (x) avec glcig%C(x):O'

f@) = f(0)+ f(0)x+
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Theoreme 5.7 Si f admet un DL,(0), ce développement est unique.

Corollaire 5.1 Si f est paire (resp. impaire) alors la partie polynomiale de son DL en 0
ne contient que des monomes de degrés pairs (resp. impairs)

5.2.1 Développement limité des fonctions usuelles en 0

En utilisant la formule de Taylor-Young on donne les DL, (0) suivants

2 1,3 n
2 gt 2 i1
ch(@) =143+ 7+ + )] + 27" (2)
P 220
h - = - - .. 2n+2
MO =ittt T g T @
22 gt g2 it
Cos(x)zl——'+—‘—---+(—1) (2n)!+x ¢ (x)
. x x3 ZL‘5 n l,2n 2n+4-2
sm(x)zi——!—i-g— +(=1) (2n+1>!+x ()
2 :C?) n—1
(1 +2) =T T+ 5 =t (1 e (@)
—1 —1)...(p—n+1
(1—|—:1:)p:1+pa:~|—p<p2| >x2+---+p(p ) n(‘p )xn—l—a:"(’(:c). (5.4)
1
Remarque 5.6 Pour obtenir les DL,(0) des fonctions x — /1+z, = +—> Wi
1 1 1
T —> o2 il suffit d’appliquer la formule (5.4) respectivement pour p = 3 P=—5 P=
x
—1. A partir des résultats obtenus on peut déduire les DL, (0) des fonctions v — /1 — x,
1
x — g , T ] , en faisant le changement de variable v — —x.
- -

Remarque 5.7 Souvent, Pour obtenir le DL d’une fonction en un point quelconque xo, on
ramene le probléeme en 0 en faisant le changement de variable h = x — x

Exemple 5.7 Donner le DL, (2) de la fonction x — e*.
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Solution 5.4 On pose h = x — 2 quand x est au voisinage de 2 le h est au voisinage de 0

donc on écrit le DL, (0) de la fonction h — et aprés on remplace h par sa valeur.

2 h3 n

h_ DY —_— n
=1t ht oyt gy bt ().

(r—27° (z-2)° (x—2)"
or T3 T T

avec :161_%((95 —2)=0.

e’ =14 (z—2)+ +(x—2)"C(x—2) ],

5.2.2 Opérations sur les développements limités

Soient f, g deux fonction admettant des DL, (0) telles-que
f(z) = P,(x) + 2" (2), lim ¢ (x)=0

9(@) = Qu(x) +2"Co(), lim G (2) =0

Proposition 5.2 les fonctions suivante admettent des DL, (0).

— La fonction f + g admet un DL, (0) telle-que
(f +9) (@) = Pala) + Qula) +27C(a) avee lim ¢ (x)
— La fonction fg admet un DL, (0) telle-que
Fole) = Hifa) + +27C(z) avee limyC (1),

ot H,(x) est le polynome P,(z) X Q,(x) tronqué da l'ordre n.
On rappelle que tronquer un polyndéme ad ['ordre n signifie que l’on garde unique-
ment les monomes de degré inférieur ou égal da n.

1
— Pour déterminer le DL, (0) de la fonction —, on ecrit g(z) = Qn(z) + 2"((x) sous la
g

1 1

=1 =1—wuet tlise le DL, (0) d :
forme g(x) +u ou g(x) u et on utlise le (0) “Tru “T-4

1
— Pour avoir le DL,(0) de i, il suffit d’écrire i(m) sous la forme z(x) = f(x) x 9@
g g g g\x
et utiliser la technique de calcul d’un DL, (0) du produit de deux fonctions.
Exemple 5.8 Soient f, g deux fonctions définies au voisinage de 0 et admettant des D Ly(0)
telles-que

) =80 — a4 %), lim () =0
g(x) = 2+ 2+ 2°(), lim ¢, (x) =0
f(z)

Donner le développement d’ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction x — ﬁ
g(x
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1

Solution 5.5 On sait que le DLy(0) de la fonction x — T est
x
! =1—a+2°+2%(2)
1+ ’
d’autre part
11, 11,
g(x) =2 <1+ §x+ 3% @(x)) =2(1+u) avec u= 51‘—1— 5% Co(x).
R
glz)  214u’
1
= 5(1—u+u2+u2g(u)),
1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1
i () o )+ (e B s )
2( (29[:—1— 5% Go(z) ) + 5%+ 5% Gz)) + 5% T 5% G(z)) ¢ 5% T 5% G(z)) ],
= L e lim 0(z) = 0
= §—Z:c+§a: +2°0(x) avec lim (x) = 0.
. f(z) .
Le DL5(0) de la fonction x — o(0) est donné par
/() 1
N - fl' N\
o)~ TG0
= <3x—x2+x2g (93)) (1—1:E~|—1:B2~|—x20(:1:))
' 2 478 ’
3 5 9 ) B
= ST % + 276, (x) avec 316%91(1‘)—0.

Proposition 5.3 Soient f, g deuz fonctions admettant des DL, (0), telles-que

£(2) = Pa(e) + 3G (a), TG (@) = 0

9(1) = Qule) +4"Go(a), i Go () =0

Sig(0) = 0 alors la fonction fog admet un DL, (0) dont la partie polynomiale est le polynéome
tronqué a 'ordre n de la composition P, (Qn(x)) .

Exemple 5.9 Donner DL3(0) de la fonction x — sin (In(1 + x))
Solution 5.6 On considére les deux fonctions f, g définies par

f: x+— f(x) =sin(x)
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g: x> g(x) =1In(1+x)

elles sont définies au voisinage de 0 et admettent un DL3(0) telles-que

3
x .
flz)=2— 30 +2°Ci(x) avec lim G, (r) =0
? b
g(x) =x— 5 + ey + 2%C() avee ﬁg% G2 (z) =0

g(0) =1In(1) = 0 donc la fonction fog: x+—— (fog) (x) = f(g(x)) = sin (ln(l + x)) admet
un DL3(0) tel-que

2 3

2 3 (Jc—x—+£)3
o
sin(In(1+2z)) = (x—;—l—g)— 23' 3 + o(z?)
2?1, 5
= (e-F+3) -5 +o),
1 1
= x—§x2+6x3+0(x3).

5.3 Applications des développements limités

5.3.1 Calcul des limites
In (1 + ) — tan(z) + 3 sin?(z)
32 sin?(x)

Exemple 5.10 Calculer lir%
T—

Solution 5.7 Comme le dénominateur contient un mondme de degré 2 qui est multiplier
par un sin?(x) donc le numérateur doit etre développé da l'ordre 4 au voisinage de 0.
2 3 4 3

In (14 z) — tan(z) + %sin2(x) = (ac — % + % — % +o(x4)) — (x—i— % +o(x4)) + %(:c +o(x2))2 = %x4 + o(z?).

322 sin?(z) = 322 (x + O(CIZ2)2 = 3z* + o(z?)

5 4 4 5
- In(1+42z) — tan(x) + %sin2(x) 127 + o(z") 12 +o(1) )
lim — = lim = lim = — car limo(l)=0
z—0 322 sin?(z) z—0 3z + o(z?) z—0 3+ o(1) 36 z—0

5.3.2 Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Proposition 5.4 Soit f : D — R une fonction admettant un développement limité en x
telle-que
f(@) = ag + a1 (x — x0) + ax (x — w0)" + (z — 20)" ( (),

ou k est le plus petit entier supérieur ou égal a 2 pour lequel ay, est non nul. Alors I’équation
de la tangente d la courbe de f en xy est y = ag + a1 (x — xg) . La position de la courbe
par rapport a sa tangente en xo est donnée par le signe de f(x) —y, c’est a dire le signe de

ar (. — x0)F .

On distingue trois cas possibles.
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1. Si f(x) —y > 0 la courbe est au dessus de sa tangente.
2. Si f(z) —y < 0 la courbe est en dessous de sa tangente.

3. Si le signe de f(z) — y change lorsqu’on passe de © < xy & © > x¢ alors la courbe
traverse sa tangente au point (g, f(xo)) qui est dit point d’inflexion.

Remarque 5.8 Si f"(xg) eziste alors la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 au voisinage
de xo donne

f// (xO)
2

I’équation de la tangente d la courbe de f en xg est y = f(xg) + f'(xo) (x — x0), de plus si
f"(xg) # 0 alors f(x) —y garde un signe constant autour de xo. En conséquence si xy est un
point d’inflexion alors f"(0) =0 (la réciproque est fausse)

f(@) = f(zo) + f'(w0) (x — w0) + (& —20)” + (x — 0)” ((x).

Exercise 5.1 Soit f: v+ f(z) =2 — 223 + 1.
L L,
— Donner [’équation de la tangente en 5 d la courbe de f

— Préciser la position de la courbe par rapport d sa tangente en 3

— Donner les points d’inflexion s’ils existent.

1
Solution 5.8 f'(z) = 4z® — 622, f"(z) = 122* — 12x, f”(i) =—-3#0, donc k =2. Le
DLy(3) de f est

s =1+ r -+ T2 G o )

2 2 2 2

1 21
L’équation de la tangente en x¢ = 3 esty=f(3)+ f'(3) (x — %) c’est a dire y = —x + —

16
j0-v=3e-2) s (=) 20

la courbe est en dessous de la tangente.

Les points d’inflexion s’ils existent ils vérifient f"(x) = 0. Autrement dit, les points d’in-
flexion sont choisis parmi les solutions de l’équation f"(x) = 0, c’est a dire parmi x = 0 et
x = 1. Pour cette raison on cherche le développement limité de f aux points O et 1.

on a fO(z) =24x — 12, fW(z) = 24.

On a f®(0) = —12 # 0, le DL3(0) est donné par

" (3)
f(z) = f(0)+ f'(0)x + / 2<O) 2 + / 6(0)x3 + o(x%)
f®(0)

[’équation de la tangente en xqg =0 est y = 1 de plus 23 change de signe en 0 c’est d

6
dire f(x) — 1 change de signe et par suite 0 est un point d’inflezion.

f®(1) =12 # 0 donc le DL3(1) est donné par

fz) = f)+ f(1) (z = 1) + = (2 - D’ +o((@-1)*)



90

f(1) =0 et f'(1) = =2 donc ’équation de la tangente en x1 = 1 est y = —2 (x — 1) de plus

o)
6

suite 1 est un point d’inflexion.

(x — 1)3 change de signe en 1 c’est a dire f(x) + 2(x — 1) change de signe et par

5.3.3 développement limité en +oo

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |ty + oo[. On dit que f admet un
développement limité en 400 a l'ordre n s’ils existent des constantes ag, aq, ..., a, telles-que

ap ay as an 1 1 . 1
—aqp+ — + — + — ...+ - 1 Y=0.
f(x) = ag r x? a3 " x”C(x) e s C<x) 0
Exemple 5.11 Donner le développement limité en +oo s’il existe de la fonction x ——

In(2+1).

Solution 5.9
Dy =10 + oo

ln<2+;>zln{2(1+;x>

1
On pose y = — il est bien clair que y — 0 quand x — +00, on connait le DL,(0) de la

=In(2)+1In (1 + 2133)

x
fonction y — In (1 + y)

vy a1y
n(l+y)=y=—5+5 -+ (DT +y"Cy) avee lim(y) =0
on en déduit que
1 1 1 1 11 1 1 1
In(24+—)=n2)+——— — (=) —((= li —)=0
n< +x> n( )+2.CE 8$2+24LE3 +(=1) n2”x”+x”C(g;) avee $—1>I-Poog(gj)

Remarque 5.9 Ce développment limité nous permet de voir le comportement de f en +oo

(resp.—o0).
Comme on peut le voir £r+n f(z) =1In(2) de plus f(x)—1In(2) > 0 donc f(z) tend vers In(2)

tout en restant au dessus de la droite d’équation y = In(2).

Remarque 5.10 On peut définir le développement limité en —oo a l'ordre n de la méme
maniere.

Le développement limité en +o00 (resp. —o0) s’appelle aussi le développement assymptotique.
La fonction f admet un développement limité en +oo (resp. —oo0) a l'ordre n veut dire que
la fonction qui x — f(%) admet un développement en 0% a 'ordre n.
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admet un DL en +oo ((—o0 )

Proposition 5.5 On suppose que la fonction x —

J@)
T

1 1
P =as e S )

ou k est le plus petit entier > 2 tel-que ay soit non nul. Alors l_1>rin f(x) — (apx +a1) =0

et la droite d’équation y = apx + a1 est dite asymptote a la courbe en +o0o (resp.—o0). La

position de la courbe par rapport a cette asymptote est donnée par le signe de ——.
x

Exemple 5.12 Trouver l'assymptote en +o0o de la fonction x — er /a2 — 1

Solution 5.10

fla) _ ave?—-1_ 1) 1
T T 2

En utilisant le développement limité des fonctions x — e* et x — /1 — x on trouve :

f(g:)_ 1 1 1 1 1 1 1 /1
= U ottt )t m0). (5:5)
1 1 1 1
= Lottty (56)

1
donc 'asymptote en 400 est la droite d’équation y = x + 1 et comme 32 est négatif alors
x

la courbe reste en dessous de cette asymptote

5.4 Exercices Corrigés

Exercise 5.2 FEtablir pour chacune des fonctions f proposées ci-dessous un déveleoppement
limité en 0 a l'ordre n

1. f(z) = n=>,
2. f(x) = (1+$) n =6,
3. f(x) = sin(2z) + cos(z?) n =7,
4. f(z) =e**sin(2z) n =4,
ln(l +x)
5. f(z) = W n =3,

6. f(x)= (1+x)5 n=3.

solution
1) Le DL;5(0) de la fonction 2 — €* est donné par la formule de Taylor-Young au voisinage
de 0 a l'ordre 5 et on a
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$2 :B3 354 £E5 5
e :1+x+?+§+a+a+o(x ).

2) On sait que DLg(0) de la fonction x — In (1 + z) est donné par la formule

2 o xt b ab

In(l+z)=a—- 5+§_Z+€ - E—f—m%(x) avec xll_r}IIOC(ZL‘) = 0. (5.7)

Maintenant, on utilise la formule (5.7) pour déduire le DLg(0) de la fonction x —
In (1 + 2?). 1l suffit de faire un changement de variable y = z?, et y est au voisinage de 0
puisque x 'est. On a alors

2 3 4 5 6
In(1+2%) =ln(1+y) = y—%+%—yj+y€—%+y%(y) avec ylgnOC(y)=0
2)2 2\3 2)4 2)5 2\6
_ e (272) i (333) B (‘”4) n (r5) B (3”6) I (zz)Gg((z2)) avec IILmOC(‘T% —0
- 6

= x

+ % +250(x) avec lim 6(x) = 0.

a ? z— 0

3) On suit la méme technique que dans la question 2 pour donner les DL7(0) des
fonctions z — sin(2z) et x — cos(z?).
On considére les DL7(0) suivants

vy oy
Sin(y):y—a—l-a—ﬁ—i—y Ci(y) avec Z}H}%Cl(y):o
3 5 7
. Yy ) ) .
sin(y) =y — 3] + 17 +y'G(y) avec yll_{ﬂO Ga(y) =0

En remplacant y par 2z on trouve

(22)° | (22)°  (22)

. . o . 7 . .
sin(2x) = 2z a1 + 5 - +2'(3(z) avec a}gn() G(z) =0
ce qui donne
sin(2z) = 2z — %x?’ + ix5 - if +27¢(z) avec lim (3(z) =0 (5.8)
37 1157 315 ’ =0 '

De la méme maniére on a :

2 .4 6
cos(y) =1— % + % - % +y'&(y) avec ?}i_gnoél(y) =0
212 2)4 216
costa?) = 1= 2L L L @2y () avee Jim %) =0
4
cos(z?) =1 — % +27¢(z) avec igno &(x)) =0 (5.9)

La somme de (5.8) et (5.9) donne le DL(0) de f et on a

4 4y 8
f(x) = sin(2z) + cos(a?) = 1+ 2z — 5333 - % + Bx5 - ﬁmj +270(x) avec ;grb O(x) =0
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4) D’abord on cherche le DLy(0) des fonctions z +— € et @ +— sin(2x)

D’apres ce qui précde on a

3x)? 3z)3 3z)*

o2 | B0 (3
2 3! 4

e =143z + + (32)*¢(3x) avec li_r>r10C(3x) = 0.

9 9 27
¥ =1+ 3x+ 51’2 + 5:63 + §x4 + 2 (7)) avec llgno ¢ (x) = 0.

4
sin(2z) = 2z — §x3 + 2*¢(z) avec %1_1;1105@) =0

D’apres les regles de calcul le DL4(0) de f est donné par

f(z) = (1 P304 ot b oat 4 ettt <x>) <2x -3+ 9345(3;))

2
f(z) =2z +62° + 33:53 + 52t + 2%0(z) avec lim (x) =0

z— 0

5) Il suffit d’écrire f(z) sous la forme suivante :

In(1+x) 2
r)=———="=n(1+2)(1+2
On connait le développement limité des fonctions x — In (1 + z) et
r+— (1+2)” avec p = —2. on trouve
5 13
flx)=o— 51‘2 + §x3 + o(z?).

6) f(x) = (1+ ZL‘)% n = 3, dans ce cas on ne peut pas utiliser le développement limité de

1
r+— (14+2)” avec p = —, car on exige que p soit une constante. On utilise la technique
x

suivante :
flz)=(1+ x)% — erinite) _ B
D’abord, on donne le DL,(0) de la fonction z — In (1 4+ z) et quand on multiplie par

1
— on aboutit a un DL3(0) et on calcul 'exponentiel du développement limité trouvé.

T
En d’autre termes :
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Quand z est au voisinage de 0, h est au voisinage de 0, donc on écrit le développement limité
de la fonction h — e au voisinage de 0 et & I'ordre 3.
un calcul simple donne

f(x) = e<1+h+};2+}§+0(h3))

1 1 1 1/1 1 1 /-1
= l-Zax+-* -2+ 2 <:)32 - £B3) + = (8:)33) + o(z?)

2 3 4 2 \4 3 6
B e 1le , Te 4 3
= et g Tt ol
r 2 2P
N Bty r T 3
ou 2—}—3 4—|—o(a7)

Exercise 5.3 Le but de cet exercice est de déterminer le développement limité de la fonction
f au voisinage de 0 par deux méthodes ou f: x+—— f(z) = tan(z).
1) Appliquer la formule de Taylor-Young pour trouver le DL3(0) de f.

2)  Rappeler le DLs(0) des fonctions x — sin(z), x — cos(x), x —

1+
3) Déterminer le DLs(0) de la fonction x — @) sachant que cette fonction est la
cos(z
composée des deuz fonctions v — cos(x) — 1 et © — T2
x
4) En déduire le DL5(0) de la fonction f.
solution
1) La formule de Taylor-Young a l'ordre 3 au voisinage de 0 s’écrit :
"0 un (3) 0
f@y = 10+ L0a L0 O 00)
On a
f(x) = tan(z) = f(0) =0,
f@) = 5 = () =1
cos?(z) ’
2sin(x)
" o " 0 0
f (l’) COS?’<.§L’) f ( ) )
2 + 4sin?(z)
3) — 3 () =2
1) = g = (90) =2
on a alors :

flzx)=z+ §x3 + o(x%)

2) D’apres le cours on a les DL5(0) suivants

5(73 T

' - 5
sin(z) = x 6—1—1201: + o(x”)
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2 4

cos(a:)zl—%%—%—i-o(ﬁ)

1
=1—z+2°—2%+2* —2° +o(z”)
1+x
3 On pose g(#) = cosx) ~ 1=~ + 1+ ofa”), T(a) = 1 on
n pose g(z) = cos(z =—5 Tty to@) Tl) =g~ ona:
1 1
T (g9(x))

T + g(x) - cos(x)

de plus, ¢(0) = 0. En appliquant les regles de calcules du développement limité pour les
fonctions composées on trouve

1 2?2zt 2?2zt 2 z2 ozt : z?2 ot ! 2?2zt ° 5
—_— =1 =4 T I (. i I I (. A ,
cos(@) SIS R GRS >t ) Y\t 5 tar) Tl
on développe et on ne garde que les monomes de degré inférieur ou égal a 5, on trouve

1 1 5
-1 -2 v 4 5‘
cos(z) 5%+ oy + o(x”)

f(x) = tan(z) = (S::)I;((g = sin(x) !

)

cos(z)

x3 x 1 5
tan(e) = (# =G+ gp0°) (1 59+ g5e*) +ol)
1 2
= T+ §x3 + 1—5335 + o(z%).

27) — 2 2 tan?
Exercise 5.4 Calculer liH(l) tan(2z) tangx) tan (:v)
T— T

solution
Comme le dénominateur est de degré 5 donc on va ecrire le développement du numérateur
a l'ordre 5 au voisinage de 0. D’apres I'exercice precédent on a

1 2
tan(r) = x + 551:3 + ﬁx‘r’ + o(z?),

il en résulte que

8 64
tan(2z) = 2z + —2° + —2° + o(2”),

3 15
tan®(z) = (:c + L + 2:1:5>3 + o(z”)
3 15 ’

donc tan®(z) = 2* + 2° + o(2"),

I’addition de ces développements donne

tan(2z) — 2tan(z) — 2tan®(z) = 22° + o(2”),
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tan(2z) — 2tan(z) — 2tan®(x) = 22° + 2°((), avec lir%g“(a:) =0
T—r

on a alors
tan(2z) — 2t — 2tan? 22° + 2°
lim an(2z) an(z) an’(z) = lim w =2+ lim ((z) = 2.
0 A z—0 x5 z—0

Exercise 5.5 1. Donner le développement a l’ordre 4, au voisinage de 0 de
f(x) =€e"In(1+x).

2. En déduire les valeurs de f"(0) et f®(0).

3. Donner [’équation de la tangente en x = 0 et priser sa position par rapport a la courbe
av point Q.

4. Utiliser le développement limité pour calculer la limite suivante

lim e*In*(1+2) —2? — x?"

x—0 ZL‘4

solution
1)
2 2 2t
e =1+x+ "=+ "+ = +o(x?),

> 6
2 3 4
m@mpm—%+%—%+mﬁ
5[2 .Tg CC'4 3172 1'3 .ZU4
= (1 S T - 4
/@) (+m+2+6+24>(x > 73 4)+0<x)’

en développant et en gardant les termes nécessaires seulement on trouve

1 1
f(z) =2+ 5562 + gx?’ + o(z*).

2) Le développement de Taylor-Young a 'ordre 4 au voisinage de 0, donne

f([L’) _ f(0)+f/(0)$+JN;(!())$2+ f(3’3)!(0)$3_‘_ f(jEO)ZA_'—O(:LA)’

par identification on a

o) 1 1Oy —
or —g— 0=1
(4)

PV —0— s70) =0

3) Le développement limité de f donne I’équation de la tangente en 0 qui est y = x.
et on a

1 1
flx)—2= 5:62 + §x3 + o(z)
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1
Comme §x2 est toujours positif, donc la courbe est située au dessus de sa tangente au

voisinage de 0.
4) 11 suffit de remarquer que

1 1 2 11
e n? (14 2z) = (f(z))* = (x + 51:2 + 3x3> +o(z") = 2% + 2° + Ex‘l + o(z?)

par suite on a

: Ly +ole)
lim eln”(1+¢) —2* —2° = limu — E + lim o) — E
xz—0 x4 z—0 x4 12 z—0 g 12°

Exercise 5.6 1. Donner le développement assymptotique a l’ordre 2 en +oo et —oo de

la fonction
z+— f(x) = e x(x—?))—g.

2. En déduire les assymptotes obliques et leurs positions par rapport a la courbe de f.

solution
En 400, Va2 ==

f(=) yz(@—3) 1
7 — er —m7m8———————— — —
x x 2’
1 3 1
T 1=2-=
¢ x 2
1 1 1 1 1 3 9 27 1 1 1
= (- — ([ Na+ 2 2 (2)) -2
<+x+2x2+6x3+x3<(x>><+2x+8x2+16x3+x3c<x>) 2’
1 1 17 163 1 1
R

x 1 17 163 1 (1)

=5 5 &% w2t

T

. . , . z 1 17 L.
L’équation de I'asymptote oblique en 400 est y = 575 et comme le terme ~ 3 est négatif
x

au voisinage de +o0o alors la courbe se trouve en dessous de 'asymptote.

En —oo,\/ﬁz—x
f(z) Wr(x—=3) 1

= —657 —_ =
x —x 2’
on suit la méme technique précédente. On trouve

fe) = 3 +1+17+163+1C(1)
R R S N T R

T

'z : , . 1 17
L’équation de l'asymptote oblique en —oo est y = —=x + = et comme le terme +87 est
x
négatif au voisinage de —oo alors la courbe se trouve en dessous de I'asymptote.




Chapitre 6

Algebre linéaire

6.1 Structures algébriques

6.1.1 Lois de composition internes

Definition 6.1 Soit E' un ensemble. L’application

T: ExE—FE

(z,y) — T(x,y)

S’appelle une loi de composition interne sur E (l.c.q).
Remarque 6.1 1. 1l existe d’autres notations pour les lois de composition internes
* LA+, %, ...

2. Une loi de composition interne s’appelle aussi opération.

3. Pour montrer qu’une opération % est interne dans E on montre qu’a chaque fois qu’on
prend deux éléments quelconques x,y de E la composition x xy reste dans E.

Exemple 6.1 Sur £ =7
L’addition
+: XL —7

(z,y) — 2z +y

La multiplication
X: LXxl— 17

(z,y) — Xy

sont deux lois de composition internes sur Z.
La division n’est pas une loi de composition interne sur Z, il suffit de voir par exemple que

pour(a:,y):(S,Z)erZ0na3+2:2§£Z.

98
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Exemple 6.2 On définit dans Z* la loi % par

Tr+y
2

V(z,y) EL" XZL*, xHy =

Calculer 1 x 1, 2x 3, (—=5) % 5.
La loi % est elle interne dans Z*.

Solution 6.1 On a Y (x,y) € Z* X Z*, x *y = Y

et par suite

1+1
1)1*122:1
—54+5
2) (=5)x5—= "> _
3+2 5
3)2x3=——==-¢&7Z*
) 2% 5 5 ¢

De 3) on en déduit que la loi x n’est pas interne.

6.1.2 Propriétés des lois de compositions internes

Dans tout ce qui vient on suppose que E est un ensemble muni d’une loi de composition
interne notée *.

Commutativité
On dit que x est commutative si et seulement si
Ve,ye E xxy=y*uz.
Exemple 6.3 Soit x une loi de composition interne définie sur Z par
rxy=r+y+1
* est elle commutative ?

Solution 6.2 Soent x,y € Z
zxy=x+y+l=y+ax+1l=yxzx
donc % est une loi de composition interne commutative.

Remarque 6.2 +, X sont deux lois de composition internes commutatives sur R.
Associativité
On dit que x est associative si et seulement si
Ve,y,z € B (xxy)xz=xx(yx2z).
Exemple 6.4 On définit sur E = [0 1] la loi de composition interne x par
Ve,y e F rxy=cr+y—2xy

x est elle associative ¢
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Solution 6.3 Soient x,y,z € £

(x*xy)*xz = (z+y—zy) *2
= (t+y—ay)+z—(x+y—ay)z
= T+Y—TY+z2—22—Yz+ Y.
= THYF+2—TY —TZ—YZF TYZeerriieeerrinnnnnn. (1)

zx(y+z2) = xx(y+z—yz)
= z+(y+tz—yz)—z(y+z—-y2)
= r+y+z—yz—2Yy — T2+ Y2
= THY+2Z XY —YZ — T2+ TYZerrrriririnnnnnnn (2)

de (1) et (2) on en déduit que (z *y) *z =z * (y+ z) et donc x est une loi associative.
Exemple 6.5 E=7Z Vx,y € E rxy=2r+y+5>5

Solution 6.4 Soient x,y,z € £

(xxy)*xz = r4+y+5)*z

= 2(2v+y+5)+z+5

= 4o +2y+10+ 2 + 5.

= dx+2y+z+15. (1)
xx(y+z) = xx2y+2z+5H)

= 20+ Q2y+2+5)+5

= 20+2y+2+5+5

= 2x+2y+10............... (2)

de (1) et (2) on en déduit que (x *y) x 2z # x x (y + z) et donc * n’est pas associative.

Elément neutre

Soit e € E, on dit que e est un élément neutre dans F pour la loi % si et seulement si
Vee E xxe=exx=u1.

Exemple 6.6 0 est [’élément neutre pour l’addition dans R
1 est [’élément neutre pour la multiplication dans R
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Exemple 6.7 On définit sur E = |—1 1] l'operation T par

Ve,ye E  zTy=

Trouver l’élément neutre dans E pour la loi T.

Solution 6.5 Soit e € F tel-que Vr e E xTe=el ==z

r+e
rle=xr <+<— =z
1+ ze

<— z+e=ux(l+xe)
= zr+e=2x+2%
—= e—2%e=0

= e(l—xQ):O

—= e=0car (1—x2)7é0 pour x € |—11]

de la méme maniére pour eTx = x on trouve e =0
Donc 0 est I’élément neutre dans |—1 1] pour la loi T.

Remarque 6.3 [’élément neutre s’il existe est unique.

Elément inversible

On suppose que de la loi x admet un élément neutre dans F noté e.
Soit x € F, on dit que I'élément 2’ € E est le symétrique ou inverse de x dans E par rapport
a la loi x si et seulement si

rxx =2 xx =e.

Si x est inversible alors sont inverse est noté z!.

Exemple 6.8 —z est le symétrique de x par rapport a ['addition dans R.

1
Soit x # 0, le symétrique de x par rapport a la multiplication dans R est —.
x

Exemple 6.9 Soit A\ une loi de composition interne définie sur Z par

Ve,y€eZ xlAy=2x—y+1

Trouver le symétrique s’il existe d’un élément x dans 7Z.

Solution 6.6 Soit x € Z, avant de chercher le symétrique de x dans Z on doit voir si
I’élément neutre pour la loi /\ existe dans Z.
Soit e € 7, pour que e soit un élément neutre il faut et il suffit qu’il satisfait :

zlNe =eANrx =z ouvx € Z.

(xhe=12) = (e =z + 1), donc il est claire que e n’existe pas puisque d’aprés ce résultat
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pour chaque valeur de x on a une valeur de e, alors que [’élément neutre s’il existe est
unique.

Puisque 1’élément neutre pour la loi /N n’existe pas alors les éléments de 7 me sont pas
inversibles pour la loi A.

Exemple 6.10 Soit A une loi de composition interne définie sur R*. par
Vo,y e R xlAy = /2% + 12

Trouver le symétrique s’il existe d’un élément x dans R
Solution 6.7 ] est claire que 0 est [’élément pour cette loi. En effet,
Vo € RY 2A0= Va2 +02 = |z| =2 = 0Ax.
Soit x € R on dit que o' € RY est le symétrique de x pour la loi triangle ssi
Az’ =0=12'Ax.
oAy =0= V2 + 22 =0 et 2/Ax=0= V22 + 22 = 0.

Il vient que 2% + 2" = 0 ce qu’ est impossible puisque x,x’ sont deux éléments strictement
positifs. Donc aucun élément de RY. n'a de symétrique pour A.

Remarque 6.4 — Si e est l’élément neutre dans E pour la loi x alors e est inversible et

el=e.
1

— Siz,y sont inversible pour la loi * alors x*y est inversible et on a (x * y)f1 =y lxa L.
~ Si a est inversible pour la loi x alors l'équation axx = b admet une solution x = a~'xb.
1l est facile de voir
axr=0b <= alxaxr=atxb
= exx=a'xb
= w=a'%b

Distributivité
On suppose maintenant que E est muni de deux lois de composition internes x et T.
On dit que x est distributive par rapport a T si et seulement si

Ve,y,z € E xx(yTz)=(z*xy) T (z*2).

Exemple 6.11 On définit sur Z deux lois de composition internes x et T par

Ve,yeZ xxy=x+y-+3

et
Ve,yeZ xTy=u2xy

* est elle distributive par rapport a T ?
T est elle distributive par rapport a x ¢
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Solution 6.8 soient x,y,z € Z

zx(yTz)=x+ (yTz)+3=x4+yz+3 ......... (1)

(xxy) T(xxz) = (r*xy) X (r*2)
= (z+y+3)(r+2+3) e (2)

comme (1) # (2) alors x n'est pas distributive par rapport a T.

Maintenant, on change la position des deux lois et on obtient

2T (yxz)=axx(yxz)=xx(y+z2z+3)=ay+zz+3x .ceeenr. (1)

(@Ty)x(2Tz) = (2Ty)+ (xT2)+3=ay+22+3 e (2)

comme (1) = (2) donc T est distributive par rapport a *.

6.1.3 Structure de groupe

On dit que (£, *) est groupe si et seulement si

1. x est associative

2. % admet un élément neutre

3. chaque élément de E admet un élément symétrique dans FE.

Si de plus x est commutative, alors (F, %) est un groupe commutatif ou Abélien

Exemple 6.12 1. (Z,+) est un groupe commutatif.

(R, x) n'est pas un groupe car 0 n'admet pas d’élément symétrique.

2.
3. (R*Jr, ><) est un groupe commutatif

Sous groupe

Soient (E,*) un groupe et F' C E. On dit que F st un sous groupe de (E, %) si et seulement
si

1. F est stable pour la loi %, c.a.d., Vx,y € FF xxy € F

2. (F,*) est lui méme un groupe.

Exemple 6.13 (R, x) est un groupe et (Rj, ><) est un sous groupe de ce groupe.



104

Carractérisation d’un sous groupe

Soient (E,*) un groupe et F' C E, on a ’équivalence suivante

F#10
F est un sous groupe de (E,x) <= (Vo€ F '€ F
Ve,ye F zxy € F

Preuve. On montre les deux implications suivantes
=) Si F est un sous groupe alors il est lui méme un groupe alors on en déduit que F' est
non vide car il contient ’elément neutre de plus I'inverse de chaque élément de F' appartient
a F. D’autre part la stabilité de la loi nous donne que Ve,y € Fonaz*y € F
<) On suppose qu’on a
(1) F#0
(2) VeeF z7'eF
(3) Ve,ye F xxy€F
1) F est stable pour la loi x d’apres ’hypothese (3).
2)  (F,*) est lui méme un groupe car :
o VocF z'e€F et zxx '€ Fdonc e€ F
e * est associative dans E donc elle est associative dans F' (F C E)

de 1) et 2) on en déduit que F' est un sous groupe de (E,*). m

Exemple 6.14 Soit (E,*) un groupe non commutatif et F une partie de E telle-que
F:{aEE: Aa*xT =2T*a V:EGE}

Montrer que F' est un sous groupe de (E,*) .

Solution 6.9 1) F #10
En effet, soit e I’élément neutre dans le groupe (E, %), on a

Ve,ye E rxe=exx

donc e € F

2) I est stable pour la loi *
En effet, soient a,b € F on a alors

rxa=axx el rxb=bxx, YVreEFE

on doit montrer que axb € F, c.a.d., zx (axb) = (axb)xx Vz € E.
Comme a,b € F C E et comme x est associative dans E, on a pour tout x € E
rzx(axb) = (xxa)xb  par associativité
= (axx)xb cara€F
= ax(zxb)  par associativité
= ax(bxx) carbeF

= (a*xb)*x  par associativité
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donc (axb) € F.
3) Soita€F ona
rxa=a*xx VrekE

On veut montrer que a=* € F, c.a.d.,

rxa t=a %z VreE.

Soit e l’élément neutre dans E, comme F' C E il vient que a € E et donc l'inverse de a

existe dans E et vérifie

1

axa t=alxa=¢e

Soit x € E, on sait que = est une loi de composition interne dans E donc x xa™' € E, de

plus on a
(x*a_l)*e:e*<x*a_1) = (m*a_1>,

par suite on a :

ral = e*(:p*a_l)
= (a’l * a) * (w * a’1>
= alxaxzrHkal
= a ' (axx)*xa"'  par associativité
= a'x(xxa)xa' cara€F
= (a‘l * w) * (a * a_l) par associativité
= a'xz

donc a=t € F.
Conclusion : d’aprés 1), 2), 3), on en déduit que F' est un sous groupe de (E,x).

Morphisme de groupe
Soient (E,*) et (H,T) deux groupes et f: FE — H une application.
— On dit que f est un morphisme de groupes si et seulement si
Ve,ye B f(zxy) = f()Tf(y).

— Si de plus f est bijective on parle d’isomorphisme de groupes.
— Si E = H et x=T on dit que f est un endomorphisme de groupes.
— Si f est un endomorphisme bijective, on parle d’automorphisme.

Exemple 6.15 On considere 'application
f: R—R"

x> f(z)=¢€"

Montrer que f est un morphisme de groupes de (R, +) vers (R*, x)
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Solution 6.10 Soient x,y € R
flaty)=e"=c"=f(z) x fly) cqld
Exemple 6.16 On considere [’application
f: R —R"
r— f(x)=2" neN
f est elle un endomorphisme de (R*,)?

Solution 6.11 Soient x,y € R*

flzy) = (zy)" =2"y" = f(z).fy) cqfd

6.1.4 Structure d’anneau
Soit £ un ensemble muni de deux lois de composition internes x et T.
On dit que (E,*, T) est un anneau si et seulement si

1. (E,*) est un groupe Abélien,

2. la loi T est associative,

3. la loi T est distributive par rapport a * a gauche et a droite, c.a.d.,
Ve,y,z€ B xT (y*xz)=(xzTy)*(xTz) et (xxy)Tz=(xTz)*(yTz).

Si de plus la loi T est commutative alors 'anneau (E,x, T) est commutatif.
Si I’élément neutre par rapport a la loi T existe dans E alors anneau (E,*, T) est dit
unitaire.

Exemple 6.17 (Z,+, X) est un anneau commutatif.
(Z, x,+) n'est pas un anneau.

6.1.5 Structure de corps
Soit £ un ensemble muni de deux lois de composition internes x et T.
On dit que (E,*, T) est un corps si et seulement si
1. (E,*, T) est un anneau unitaire,
2. tout élément de E — {e} est inversible ol e est I’élément neutre par rapport a la loi .

Si de plus la loi T est commutative alors le corps (E, *, T) est commutatif.

Exemple 6.18 (R, +, X) est un corps commutatif.
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6.2 Espaces Vectoriels- Sous Espaces Vectoriels

6.2.1 Espace vectoriel

Soient K un corps commutatif (généralement R ou C) et F un ensemble muni d'une
opération interne notée (+) et une opération externe notée (.) telles-que

(+): ExE—E

(z,y) — x4y

(): KxE—FE

(AN, z) — Az

Definition 6.2 (E,+,.) est un espace vectoriel sur K ou un K—espace vectoriel si les pro-
priétés suivantes sont vérifiées :

1.

(E,+) est un groupe Abélien,

2.V eK\Ve,ye B A(x+y) = z+ Ay,
3V N ueRK Ve e E (A+u).x=\x+ pz,

4.

VA peK Ve e B A (px) (M) .x = (A\x).u,

S5. Vee B l1gx==x

Si E est un K— espace vectoriel alors les éléments de E sont appelés des vecteurs et ceux de
K des scalaires.

Remarque 6.5 Pour simplifier les écritures on écrit \x au lieu de \.x

Propriétés

Soit E un K— espace vectoriel, on a les propriétés suivantes

1.

VAcKVzeE [AMr=0g<+= A=0xVaz=0g)]|,

2.V eKVx e B A(—x)=—)\z,
3.VANeK Ve,ye B ANx—y) = x—\y,
4.

5. VA e K, AOgp=0g

Ve e E, Og.x= Og,

6.2.2 Sous espaces vectoriels

Soient (F,+,.) un espace vectoriel et ' C E. On dit que F est un sous espace vectoriel
(s.e.v) de E, si I'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

1.
o

(F,+,.) est un espace vectoriel.

Yo,y e FVApeK  (\z+py) € F.
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F+0
3. Ve,ye F z+yekF
VieK,Vee ' \xeF.

Remarque 6.6 Cette remarque est trés utile en pratique.
— Pour montrer que F # 0, il suffit de montrer que O € F.

—- Si0p ¢ F alors F ne peut pas étre un sous espace vectoriel.

Exemple 6.19 On prend E =R? et F = {(x,y) ER? | y= 21:}

Montrer que F est un sous espace vectoriel de R?.

F#£0
Solution 6.12 On montre que F vérifie SVx,y € F x+y € F
VieKVxe ' A elF.

1. (0,0) € F carona 0=2x0,
donc F # ).

2. soit X = (z1,y1) et Y = (x2,y2) deux éléments de F, c.a.d.,
Y1 = 211 et Yy = 2xs.

On a
X +Y = (21 + 29,01 +1y2) et y1+yo =221 + 229 = 2(21 + 29),

donc X +Y € F.
3. soient A € K et X = (z1,11) € F.

(z1,91) € F <=y = 2721.

AX = (Azy, A\yp) avee Ay = A (2x1) = 2 (Axq),
donc A\X € F.

Conclusion : F est un sous espace vectoriel de R

Proposition 6.1 Soit (E,+,.) un K— espace vectoriel. Si Fy et Fy sont deux sous espaces
vectoriels de E alors Fy N Fy est un sous espace vectoriel de E.

Preuve. Soient Fi, F5 deux sous espaces vectoriels d'un K— espace vectoriel E.

1. Og € Fy et Og € F; donc O € F; N F, et par suite

FiNFy, #0.
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2. Soient x,y € F1 N F, donc =,y € Fy et x,y € F». Comme F} et F; sont des s.e.v de F
alors x +y € F| et x +y € Fy; N Fy par suite

x+y€F1ﬂF2

3. Soit x € Fi N Fy donc z € Fy et x € Fy. Comme F] et Fy sont des s.e.v de E alors
pour tout A € R, on a A\x € F} et Az € F; donc

Ax € Fi N F;.

En conclusion : F} N F5 est un s.e.v de E.
]

Remarque 6.7 La réunion de deuz espaces vectoriel de E; généralement; n’est pas un sous
espace vectoriel de E.

Exemple 6.20 On considére les deur sous espaces vectoriels suivants :

F={@yer | s=0f, R={@yer | y-o}
FLUF, est il un s.e.v de R%?

Solution 6.13 Si X = (z1,y1) € F1UFy alors X € Fy ou X € Fy. Si on considére les deux
éléments (0,2),(—3,0) qui sont dans Fy U Fy, on a

(0,2) + (—3,0) = (—3,2) ¢ Fy UF; car (—=3,2) ¢ Fy et (—3,2) ¢ Fy, c.a.d., nous avons
trouvé deux éléments qui appartiennent a Fy U Fy mais leur somme n’est pas dans Fy U Fy.
Donc Fy U Fy n'est pas un s.e.v de R2.

6.2.3 Somme et somme directe

Definition 6.3 Soit E un K— espace vectoriel et Fy, Fy deuz s.e.v de E. La somme de F)
et Iy est le sous ensemble de E noté Fy + Iy et qui est défini par :

Fl—l—Fg:{neE]n:JH—y ou =€ F etyEFg}

Proposition 6.2 F| + F5 est sous espace vectoriel de E.

Definition 6.4 Soit E un K— espace vectoriel et Fy, Fy deux s.e.v de E. On dit que Fy et
Fy sont supémentaires ou que E est la somme directe de Fy et Fy si et seulement si

E:F1+F2 et Flﬁng{OE}

et on écrit
E - F1 @ F2

PI'OpOSitiOIl 6.3 (Fl et Fo sont supémentaires l'un a ’autre dans E) <= (Vn € FE il existe un unique x €

F1 et il existe un unique y € Fy tels-quen = x + y)

Exemple 6.21 £ = R2, HZ{(LZ/)GRQ | 95:0}7 FQZ{($79)ER2 | yzO}

E:Fl@FQ
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6.3 Base et dimension

Soit (E,+,.) un K— espace vectoriel.

Definition 6.5 (Combinaison linéaire)
Soient x1, T, x3,...,T,, n vecteurs de E et A1, Ao, A3, ..., \n, n scalaires dans K.
On appelle combinaison linéaires des n vecteurs de E la somme suivante

M1+ Aoy + ATz + - - -+ ATy,

Definition 6.6 (Famille génératrice)
Les n vecteurs xy,xa,x3, ..., %, de E engendre E, ou que {x1,x2,23,...,x,} est une famille
génératrice de E si et seulement si

VX € E, A\, Ao, A3, ..., A\, €K tels-que X = \xq + Aoxo + X33+ -+ - + \xy,
et on écrit E = (x1,x9,...,2,) ou E =Vect(x1,x9,23,...,T,).
Exemple 6.22 Montrer que les vecteurs X = (1,1),Y = (1,0) engendre R?
Solution 6.14 Soit Z = (z1, 22) on montre qu’il existe A\1, Ay € R tels-que

Z=MX+XNY

Z=MX+NY

—
>
o
|
I\
A
|
N
N

Comme z1, zo sont des réels alors A\, \y existent.

Exemple 6.23 F = { (r,y,2) ER? |z +y= 0}

Trouver une famille génératrice de E.

Solution 6.15 Soit X € E, alors X = (z,y,2) avecx+y =0. On a x = —y, et par suite

X =(-9,9,2) = (-4,94,0) +(0,0,2) =y (~=1,1,0) + 2 (0,0,1) = ya1 + 212
avec x1 = (—1,1,0) et x5 =(0,0,1). On écrit

E=((-1,1,0),(0,0,1)) ou E = Vect( (=1,1,0), (0,0, 1))
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Definition 6.7 (Vecteurs linéairement indépendants)
On dit que les n vecteurs x1,xo,x3,...,T, de & sont linéairement indépendants ou que la
famille {1, xq, x3,...,2,} est libre si est seulement si ¥ A1, g, As, ..., A\, € K|

)\1$1+>\2$2—|—)\31’3+"'+)\n$n:OE:>)\1:)\QZAgz"':An:OK

Si les vecteurs x1,x9,T3,...,x, ne sont pas linéairement indépendants alors ils sont dit
linéairement dépendants ou que la famille {1, xo, x3,...,2,} est lie.

Exemple 6.24 Montrer que les vecteurs ey = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1) sont
linéairement indépendants.

Solution 6.16 Soient A\, Ay, A3 € R tels-que A1e1 + Aaeg + Azez = Ogs

)\1 (17 07 O) + )‘2 (07 ]-a O) + /\3 (07 07 1) = (07 07 O) — (/\17 07 O) + (07 /\27 0) + (O’ O’ /\3) = (07 07 0)
<~ )\1,)\2,)\3) - (0,0,0)
-

)\1 = /\2 = )\3 = 0. qud

Definition 6.8 (Base d’un espace vectoriel)
Les n wvecteurs x1,xs,23,...,T, de E forment une base de E si et seulement si la famille
{x1, 29, 23,...,2,} est libre et génératrice de E.

Definition 6.9 (Base canonique)

Soient e; = (1,0,0,0,...,0),e2 = (0,1,0,0,...,0),e3 = (0,0,1,0,...,0),...,

en = (0,0,0,0,...,1), n vecteurs de R", n € N. Les vecteurs ey, ey, €3, ..., e, forment une
base de R™ qui s’appelle base canonique de R™

Exemple 6.25 1. {e; = (1,0),es = (0,1)} est une base de R%
2. {e1 = (1,0,0), e = (0,1,0) ,e3 = (0,0,1)} est une base de R>.

Definition 6.10 (Dimension d’un espace vectoriel)
La dimension d’un espace vectoriel notée dimFE est égal au cardinal de sa base.

On rappelle que le cardinal d’un ensemble est le nombre des éléments de cet ensemble.
Exemple 6.26 dimR? =2, dimR" = n.
Remarque 6.8 Par convention on pose dim {0g} = 0.

Remarque 6.9 Chercher une base pour un espace vectoriel E c’est trouver une famille de
vecteurs de E de sorte que cette famille soit a la fois libre et génératrice de E. le nombre
d’éléments de cette base c’est la dimension de [’espace E.

Theoreme 6.1 Dans un espace vectoriel de dimension n, une base de E est une famille
1. Libre
2. Génératrice
3. Contenant n vecteurs

et toute famille vérifiant deux des trois proprieétés précédentes est une base de FE
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Exemple 6.27 Soit 5 = {(1,1,1),(—1,1,1),(0,1,—1)}. Les éléments de B sont des vec-
teurs de R® et 3 contient trois vecteurs. D’aprés le Théoréme 6.1, pour montrer que 3 est
une base de R?, il suffit de montrer qu’elle est libre ou génératrice puisque card(3) = dimR3.

Theoreme 6.2 Soit E un K— espace vectoriel de dimension n. St F est un sous espace
vectoriel de E alors dimF < n, et si de plus dimF =n alors E = F.

Theoreme 6.3 Soit E un K— espace vectoriel de dimension n, et Fy, Fy deux s.ev de E,
alors
dim (Fy + Fy) = dimFy + dimFy — dim (Fy N Fy)

et

6.4 Applications linéaires

6.4.1 Définitions et propriétés

Definition 6.11 Soient E, G deuxr K—espaces vectoriels et f une application de E dans G.
On dit que [ est une application linéaire si et seulement si l'une des deuzr propriétés est
satisfaite

1. Vr,ye EN\ueK f(Ax+py) = Mf(x)+ pnfly).

, [YrveB iy =1+ W
" |Vz e E, VA €K, f(Az) = Af(x).

Exemple 6.28
f: R —R?

(x,y) — f(z,y) = (z +y,z —y,2x)

Montrer que f est linéaire

Solution 6.17 On montre que

Ve,ye B, flz+y)=f(z)+ f(y)
Vee EEVAeER  f(A\x) = Af(x).

Soient (z,y),(z',y) € R? ona (z,y) + (',¢) = (z + 2",y +¥)
fla+ad y+y) = (m+x’+y+y’7a:+:v’—y—y’,2<x+x’))

T+y,r—y, 21’) + (l’/ + ?/;x/ - y/7 2‘7:/)
= [(z,y)+ f (YY)
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Soient (z,y) € R* et \€R

F(A@y) = fFOwy)
_ ()\x g AT — A, 2/\x>
= (Ma+p)A@-y)Ae0)
= A(:E—i—y,:c—y,%)
= M (2,9).
Donc f est bien une application linéaire.

Proposition 6.4 Soit f : E — G une application linéaire.

1. f(0g) = 0g.
2. Ve e E, f(—z)=—f(x).

Preuve. 1)Comme O = 0g + 0

f(0g) = f(0g+0g)
f(0g) + f(Og)
= 2f(0p)

donc  f(0g) = 0g¢

2) Soit x € F,on a

et comme f est linéare on obtient

fx—z)=f(z+(—2) = flx)+ f(—2) .. (2)
de (1) et (2) on obtient :

et par suite

L’espace des applications linéaires

On note par L (E,G) 'ensemble de toutes les applications linéaires de FE dans G. Cet
ensemble est muni d’une loi de composition internes notée (+) et une loi externe (.) définies
comme suit

Soient f,g € L(E,G) et A € K.

Vee E, (f+g9)(@)=[f(z)+g(x) et (Af)(z)=A[f(z)
Proposition 6.5 (L (E,G),+,.) est un K— espace vectoriel.
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6.4.2 Noyau et image

Soit f: E — G une application linéaire.

Definition 6.12 (Noyau et image d’une application linéaire)
— Le noyau de f est l’ensemble noté ker [ et qui est défini par
ker f={x € E| f(z) =0c }

On note aussi ker f par ker f = f~1(0g)
— L’image de f est l’ensemble noté im f et qui est défini par

imf:{yEG]y:f(a:) mleE}:f(E).

— Le rang de f est la dimension de im [ et on écrit rg(f) = dim(im f).

Exemple 6.29
f: R —R

(x,y) — x+ 2y

Montrer que f es linéaire et donner son noyau et son image.
Solution 6.18
kerf = {(z.y) €R?| f(x) = 05 }

{(@y) eR* |z +2y =00 }
= J(x,y) ER? |2 =2
{ J

par suite

kerf = {(—2y7y) \yGR}
= {y(-21) |yer}

On peut écrire  kerf = ((—2,1))
imf:{u€R|u:f(x,y) oﬂ(x,y)e]RQ}
imf:{u€R|u:x+2y od(x,y)eRz}

propriétés

Soient F,G deux K— espaces vectoriels et f: E — G une application linéaire, on a

1. ker f esun sous espace vectoriel de E.

2. i9m f est un sous espace vectoriel de G.
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Preuve. 1)
e Comme f est une application linéaire on a f(0g) = Og, donc O € kerf et par suite

ker f # 0.

e Soient 1,9 € kerf on a alors f(x;) =0 et f(zy) =0. Comme f est linéaire, on a
fxr+x2) = f(z1) + f(z2) =04+ 0=0.
Donc xy + x9 € kerf
e Soient z € kerf, A € K, f(Az) =Af(z)=Ax0=0.
Donc A\x € kerf.

kerf est un sous espace vectoriel de E.

2)

e 0Og € imf doncimf # (.

e Soient y1,y, € imf donc il existe x1, x5 dans E tels-que y; = f(z1) et yo = f(x2).
y1+ye = f(x1)+ f(z2) = f (x1 + x2) et comme x1 + 25 € E, on en déduit que y; +yo € imf.
e Soient y € imf, A €K, ona \y=Af(z)= f(Az) € imf car Az € E.

tmf est un sous espace vectoriel de G.

Theoreme 6.4 (Injection- surjection )

f est injective <= ker f ={0g}
Si dim G = p (finie), alors
fest surjective <= dimim f = dim G = p.

Autrement dit,
fest surjective <= im f = G.

Theoreme 6.5 (Théoréme fondamental)
Soit f: E — G une application linéaire telle-que dim E = n(finie), alors

dim E = dimimf + dim ker f
Exemple 6.30 On considére l'application

f: R — R?
(2,9, 2) — f(2,9,2) = (v +2y,22 + 32)

Déterminer kerf,imf et donner dimkerf et rg(f).
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Solution 6.19

kerf = {(2.9.2) €R| £ (@,9.2) = Osa

= {xy, €R3|(m—|—2y,2x—|—3z):(0,0)}
_ {xy JERP |2 +2y=0 et 2:)3+3z:0}
— {(g;y, e]R?’]y——;x etz-—gm}
= { T, — ) ] :UGR}
= {x(l, >]x€R}
I

imf = {f @99 | @.y.2) R

f(x,y,2) = (v+2y,2r+32) | (z,9,2) €R®
= (z,2z)+ (2y,0) + (0, 3z)

2(1,2) +y(2,0) + 2 (0,3)

((1,2),(2,0),(0,3))

On a
dimR?® = dimimf + dim ker f

dimR3 =3 et dimkerf =1 donc rg(f) = dimimf = 2.

6.5 Exercices Corrigés

Exercise 6.1 1. Vérifier que {(1,1),(2,3)} est une famille génératrice de R?
2. Les vecteurs (1,2,3),(0,1,—1),(2,0,1) sont -ils linéairement indépendants ?

3. Conclure

solution

1) On pose v; = (1,1),v9 = (2, 3) . Pour que le famille {v;, vo} soit génératrice de R? il faut
que vy, vo engendrent R?, autrement dit il faut que chaque élément v de R? s’écrit comme
combinaison linéaire des vecteurs vy, vs.
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Soient u = (z,y) € R, A\, \s € R tels-que u = A\jv; + Aovy

U = AU+ v
(z,y) = AM(1L1)+A(2,3)
= (A, A1)+ (2X2,3)9)
= (M 42X, M +3)9)

l':>\1+2)\2
—
Y=+ 3\

La résolution de ce systéeme donne
N=y—=z
et
M=x—2N=2—-2(y—2x)=2—2y+ 2z =3 —2y.

Il est clair que A\, Ay existent pour tout x,y € R, donc vy, v, engendrent R2.
2) Pour que (1,2,3),(0,1,—1),(2,0, 1) soient linéairement indépendants il faut qu’on ait

</\1 (1,2,3) + X9 (0,1, —1) + Ay (2,0, 1) = 0R3> — </\1 SV 0) ot Ay Mg, A € R

()\1 (1,2,3)-}—)\2 (0,1,—1)-}—)\3 (2,0,1) :0R3> <= (()\1 2)\1,3)\1 0 /\2,—)\2)4—(2)\3,0,)\3) = (0,0,0))

<~ )\1+0+2)\3 2A1 + A2 4+ 0, 3)\1*)\24’)\3) (0,0,0)

AM+04+2X3=0
201 +X2+0=0
3M\1 —A2+A3=0

= —2X3
— +)\2 = —2)\1 = 4A3
(=2X3) — (4X3) + A3 =0
= —2\3
+)\2 = —2\] = 4)\3
—9X\3 =0
- A1 =Xy =23 =0.

Donc les vecteurs (1,2,3),(0,1,—1),(2,0,1) sont linéairement indépendants. On dit aussi
que la famille {(1,2,3),(0,1,—1),(2,0,1) } est libre.

3) dimR?® =3 et comme la famille {(1,2,3) 0,1,-1),(2, ,1) }

linéairement indépendants, on en déduit que {(1,2,3),(0,1,—1)
R3.

contient 3 vecteurs de R3
,(2,0,1) } est une base de

Exercise 6.2
A:{(x,y,z) c R? | 2x+y—z:O}

1. Montrer que A est un sous espace vectoriel de R?

2. Donner une base de A, quelle est sa dimension ¢
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3. Est ce que A =R3

solution

1) Pour que A soit un s.e.v de R? il faut que les conditions vues en cours soient vérifiées
a) A#QPcar2x0+0-0=0,ca.d., (0,0,0) € A.

b) Soient vy = (z,y,2),v; = (2/,y,2)) € A,cad,2x+y—z=0et 22" +y — 2 =0

floi+v) = fe+2,y+y,2+27)
= 2@+2)+Ww+y)—(2+2)
= <2x+y—z)+(2x’+y’—z’)
= 040
=0

¢) Soit A€ Retv; =(z,y,2) € A, cad.,2z+y—2z=0.

fQu) = f(Ax,y,2))

(Ax, Ay, \z)

(Az) + (Ay) — (A2)
2x+y—=2)

= A (z,9,2)

= Af(v1).

de a),b),c) on en déduit que A est un s.e.v de R3.

f
= 2
A

2) On détermine une base de A Soit u € A alors il existe z,y,z € R tel-que u =
(x,y,2) avec 20 +y—2=0

2e+y—2=0=2=20+y

u = (z,y,2x+vy)
= (2,0,27) +(0,y,y)
= 2(1,0,2) +y(0,1,1)

donc A =((1,0,2),(0,1,1)).

On pose v; = (1,0,2),v9 = (0,1, 1)

v1, U9 sont lindirement indépendants car leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles
vy, V9 engendrent A et sont linéairement indépendants donc ils forment une base de A.

dimA = 2 ( nombre de vecteurs de la base de A)
3) A#TR3 car dimA =2 # 3 = dimR3.
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Exercise 6.3 Soient F, Fy deux ensembles tels-que
F :{(x,y,z) € R? | x+y+z:0}

F2:{(x,y,z)€R3|x—y:aj+z:0}

1. Montrer que Fy, Fy sont deuzx sous espaces vectoriels de R3.
2. Donner une base de I, Fy et en déduire dimFy, dimFs.
3. Montrer que R® = Fy @ F.

solution

1)

a) Pour montrer que F; est un s.e.v de R? on suit la méme méthode que dans I'exercice
précédent.

b) F,est uns.e.v de R3. En effet :

e 0—-0=0+0,ca.d., (0,0,0) € F, et donc

F 0.

e Soient v; = (z,y,2),vy == (2/,y/,7/) € F5. On alors x -y =x+ 2z =0etd) — ¢y =
'+ =0.
ntuv=(+2y+y,z+2)etona:

(@+a) = (+y)=(@-y)+ @ -y)=0+0=0
(z4+2)+(z4+2)=(x+2)+ (2" +2)=04+0=0
donc (z+2') = (y+y)=(x+2)+ (2+7) =0, cad,
v+ vy € Fy
e Soient vy = (z,y,2) € Fp, \€ R.onax—y=x+2z=0et \v; = (A, Ay, \z)
A —Ay=Azx—y)=0

M+ Az=A(z+2)=0
donc
A —Ady=Ar+Az=0
d’ou
vy € Fs.
Remarque 6.10 On peut écrire Fy comme intersection de deux ensembles E-, Ey et montrer

que E1, By sont des s.e.v de R3. Autrement dit, on pose Fy = E1 N Ey avec By = { (x,y,2) €
]R3|x—y:O} €tE2:{<I,y,Z> GR?’\x—i-z:O}.
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2)  On cherche une base de F.
Soit v = (z,y,2) € F» avecx —y=x+2=0.
Il vient que x = y et z = —x par suite v s’écrit :
v=(v,z,—x)=2(1,1,—1), donc F, = ((1,1,—1)). On en déduit que dimF, = 1.
En suivant la méme méthode que 'exercice précédent on trouve que dimF; = 2.
3) Nous avons besoin de savoir la dimension de Fy N Fy.
Soit v = (x,y,2) € FiNFy,onaalorsz+y+z=0etz—y=2x+2 =0, ce qui donne
r=y=—z2etr+rx—zrz=0etonaalorsr=y=2=0
d’ou Fy N Fy, = {(0,0,0)}. Par suite dimFy; N Fy = 0.
Onadim R3 =3, d’autre part dim (F} ® Fy) = dimFy+dimFy,—dimFyNF, = 2+1-0 = 3.
De plus, on a par définition que F}; @ F, C R3.
Finalement, nous avons :
LT3 g _
VWR—mm@@E%ﬂ R _ren
(Fi® F,) CR3

Exercise 6.4 On consideére 'application f
f: R? — R?
1. Montrer que f est lincaire.
2. Déterminer l'image, le noyau de f et donner leurs dimensions.
3. [ est elle injective ? surjective ? bijective ?
4. Déterminer fof.
solution

1) Pour que f soit une application Inéaire il suffit qu’elle vérifie les conditions suivantes :
a) Soient v; = (z,y),v, = (¢/,y') ER* on a :

floitw) = f
(<x+x y+y><x+x’>—<y+y'>),
= (@+y)+ @' +y). -y + @ —y)),
(z4yz—y)+ (@ +y =),
fley)+ (@ y),

f
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b) Soit A € Ret v=(z,y) € R?

fw) = f Az, Ay),
= ()\x+)\y,)\a:—)\y),
= (Naz+y) A z-y),
= Me+y,z—y),
= )‘f(xay)’
= Af(v).
de a) et b) on a f est linéaire.

2)

e Pour le noyau

kerf = {v=(z,y) € R*| f(v) = Oge}
= {v(@,9) €R?| (+y,z—y) =(0,0)}
= {v(x,y)€R2|x+y—0 et :c—y—O}
= {v@yeR|z=—y et z=y}
= {v(z,y) eR? |z =y =0}
= {v(0,0)}
dimkerf =0
e Pour I'image
imf = {f(v |v—xy>eR2}

{
{ r+y,x—vy) | (:E,y)GRZ}

= {(@2)+ -y | (&) R’}
{z(1, +y1—1)](a:,y)€R2}
((1,1), (1, -1)).

Les vecteurs (1,1), (1, —1) sont linéairement indépendants, donc im [ est engendré par deux
vecteurs qui sont libres, dimimf = 2.

— imf = R

dimimf = dimR? = 2
imf C R?

imf = R? (ensemble d’arrivé), donc f est surjective.
f étant injective et surjective donc f est bijective.

Remarque 6.11 On pouvait déduire la dimension de imf en utilisant le théoréme fonda-
mental des dimensions. L’ensemble de départ est E = R?, l'ensemble d’arrivé est G = R?,
dimE = dimimf + dim kerf comme dimkerf =0, on trouve dimimf = dimR? = 2.
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3) On détermine fof

fof: R? — R?
(@,y) — (fof) (z,y)
(fof) (x,y) = [f(f(x.9))
= f(x—i—y,:c— )
- (@+p+e-v @+ -@-v)
= $+y+x—y,x+y—x+y)

= (2:{:, Zy)
= 2(2z,2y)
= 2[ldg2.

Exercise 6.5 On considéere l'application
f: R? — R?
1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer ker f,aimf et donner leurs dimensions.
3. f est elle bijective ?

solution
1) On utilise 'autre définition pour montrer que f est linéaire.
Soient u = (z,y),v = (2/,y') € R*> et A\,u,€ R, on montre que f (\u+ pv) = \f(u) +
pf(v).
fOut o) = f(Ox,Xy) + (', my'))
= f(/\x—l—,ux )\y+ﬂy)
2\ + pa’) — 4 Oy + py'), A + pa’) = 2 (O + py) )

I
/

A2z —4y) + p (22" — 4y), )\(x—2y)+u(x'—2y’)>

|
/\ R

A2z — 4y) A (z — 2y)) + (u (22" —4y'), p (2 — 2y’))

= /\<2x—4y,x — 2y) —|—/L<2l’/ — 49/ 2 —23/)

= M (z,y) +nuf(@y)
= M(u) 4+ puf(v).

Donc f est linéaire.
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2)
e On détermine le noyau de f

kerf = {U:<ZL‘, )€R2]f(v):0Rz}
) €R?| (22— dy,x — 2y) = (0,0) }
JER? |22 —4y =0 et a:—2y=0}
)

ker f est engendré par le vecteur non nul (2,1) donc dim kerf =1
e Pour I'image

imf = {f()|v=(z,y) € R?}
{(2x—4y,x—2y) | (z,9) E]RZ}
= {(@z,2)+ (—4y,-2) | (v,y) € R}

imf = {2@1)+y(-4.-2) | (z.y) €}
_ { (,1)—2y21) | (xv?J)eRZ}
= {93 2y) |(937y)€R2}
= ((2,1))

imf est engendré par le vecteur non nul (2,1) donc dimimf =1

3) f n’est pas bijective car elle n’est ni injective, ni surjective. En effet :

e Comme kerf # Og2, donc f n’est pas injective.

e L’ensemble d’arrivé est R? et dimR? = 2 # dimimf = 1, donc f n’est pas surjective.

Exercise 6.6 On considéere l'application linéaire

f: R* —R3
('r’yaz7t) _>f($»y72,t) = (ZE—y+Z,2I+2y+6Z+4t,—JZ—QZ—t)

1. Donner la dimension de noyau de f.

2. Calculer le rang de f.
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solution
1) Soit v = (z,y,2,t) € RY,

v=(z,y,2,t) € kerf <= f( ) = Ops
= :c—y—i—z 2x + 2y + 62 + 4t, —x—Qz—t):(0,0,0)
r—y+z2=0

— (22+2y+62+4t=0
—x—2z—t=0

v = —2,2,0) + (—t,—t,0,t) ’ Z,tER}

kerf = {v: —2z—t,—z — tz,t)’z,tE]R}
{
{

v=2(-2,-1,1,0)+t(— 1—1,0,1)\ z,tER}
= ((-2,-1,1,0),(-1,-1,0,1))
On peut facilement vérifier que la famille {(—2,—1,1,0),(—1,—1,0,1)} est libre.
ker f est engendré par deux vecteurs non nuls linéairement indépendants donc dim ker f = 2.

2) On sait que 7g(f) = dimimf. On a dimR* = dim ker f + dim imf, c.a.d.,
4 =2+ dimimf, ce qui donne dimimf = 2, et donc rg(f) = 2.
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