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 :(les fonctions primitives)الدوال الاصلیة 

 الدالة الاصلیة لدالة على مجال   تعریف .1

 مجموع الدوال الاصلیة لدالة .2

 حساب الدوال الاصلیة   .3

 : تعریف الدالة الاصلیة .1

 تعریف:

 𝑓  دالة معرفة على مجال𝐼   منℝ : 𝑓: 𝐼 → ℝ . 

 : ھي ′𝐹مشتقتھا  𝐼قابلة لاشتقاق على   𝐹كل دالة   𝐼على مجال  𝑓نسمي دالة اصلیة للدالة  
𝐹: 𝐼 → ℝ

𝐹′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐼 

 : مثال

 : كما یلي ℝالمعرفة على   𝐹الدالة 
𝐹: 𝑥 → ℝ

𝐹(𝑥) = 𝑥3 − |𝑥| − 3 

 : كما یلي ℝالمعرفة على  𝑓لدالة  ℝھي دالة اصلیة على 

𝐹′: 𝑥 → ℝ
𝐹′(𝑥) = 3𝑥2 − 𝑥 = 𝑓(𝑥)     𝑠𝑖 𝑥 > 0
𝐹′(𝑥) = 3𝑥2 + 𝑥 = 𝑓(𝑥)     𝑠𝑖 𝑥 < 0

 

 : مجموعة الدوال الاصلیة لدالة

 : خواص

 .𝐼تقبل دوال اصلیة على المجال  𝑓فان   𝐼دالة مستمرة على مجال  𝑓اذا كان 

تكتب من  𝐼على المجال  𝑓  كل الدوال الاصلیة للدالة فان  𝐼على مجال  𝑓دالة اصلیة للدالة  𝐹اذا كان 

 : الشكل
𝐹: 𝑥 → 𝐼

𝐹(𝑥) + 𝑘   ∀𝑘 ∈ ℝ 

 : مثال

 : كما یلي ℝالمعرفة على   𝑓الدالة 

𝑓: 𝑥 → ℝ

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 1
2 𝑥 − 3

 

 : كل دالة تاخذ الشكل
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𝐹(𝑥) =
1
4 𝑥

4 − 𝑥2 − 3(𝑥) + k   k ∈ ℝ 

 𝑓تعبر دالة اصلیة لدالة  

 : خاصیة

𝑓  دالة مستمرة على مجال𝐼   منℝ : 𝑓: 𝐼 → ℝ .α و 𝑥0   اعداد حقیقیة من𝐼 

𝐹(𝑥0) : اذا تحقق الشرط = 𝛼𝛼 

 𝐼على المجال  𝑓لدالة  𝐹اذن توجد دالة اصلیة وحیدة 

 : مثال

 : بالشكل ℝالمعرفة على   𝑓لدینا الدالة 

𝑓(𝑥) = 𝑥 − sin𝑥
𝐹 �𝜋2� = 1               

 

 

∶الدالة الاصلیة لدالة  𝑓  

𝐹(𝑥) = 1
2 𝑥

2 − cos𝑥 + 𝑘      

𝐹 �𝜋2� = 1                                      

1 = 𝜋2
8 + 𝑘                      

𝑘 = 1 − 𝜋2
8                         

𝐹(𝑥) = 1
2 𝑥

2 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 1 − 𝜋2
8

 

  : حساب الدوال الاصلیة

𝐼 𝐹(𝑥) 𝑓(𝑥) 

ℝ α𝑥 + 𝑘  𝛼𝛼   �عدد حقیقي� 

ℝ 1
2 𝑥

2 + 𝑘 𝑥 

ℝ 1
𝑛 + 1 𝑥

𝑛+1 + 𝑘 𝑥𝑛  (𝑛 ∈ ℕ∗) 

ℝ− {0} −
1
𝑥 + 𝑘 

1
𝑥2 
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ℝ− {0} −
1

(𝑛 + 1)𝑥𝑛−1 + 𝑘 
1
𝑥𝑛   (𝑛 ∈ ℕ ,𝑛 ≥ 2) 

ℝ+
∗  2√𝑥 + 𝑘 1

√𝑥
 

ℝ − cos 𝑥 + 𝑘 sin 𝑥 

ℝ sin 𝑥 + 𝑘 cos𝑥 

�−
𝜋
2 + 𝑘𝜋;  

𝜋
2 + 𝑘𝜋� tan 𝑥 + 𝑘 1 + tan2 𝑥 =

1
cos2 𝑥 

ℝ∗ ln 𝑥 + 𝑘 1
𝑥 

ℝ 𝑒𝑥 𝑒𝑥 

 من تالیف الكاتب   : المصدر

 : الدوال الصلیة و العملیات على الدوال .2

Condition sur 𝒖 Fonction primitive 𝒇 

 𝟏
𝟐𝒖

𝟐 + 𝒌 𝒖′𝒖 

 𝟏
𝒏 + 𝟏𝒖

𝒏+𝟏 + 𝒌 𝒖′𝒖𝒏  (𝒏 ∈ ℕ∗) 

∀𝒙 ∈ 𝑰 𝒖(𝒙) ≠ 𝟎 −
𝟏
𝒖 + 𝒌 

𝒖′

𝒖𝟐 

∀𝒙 ∈ 𝑰 𝒖(𝒙) ≠ 𝟎 −
𝟏

(𝒏 − 𝟏)𝒖𝒏−𝟏 + 𝒌 
𝒖′

𝒖𝒏  (𝒏 ∈ ℕ  ;  𝒏 ≥ 𝟐)  

∀𝒙 ∈ 𝑰 𝒖(𝒙) > 𝟎 𝟐√𝒖+ 𝒌 𝒖′

√𝒖
 

 𝒆𝒖 𝒖′𝒆𝒖 

𝒖 ≠ 𝟎 𝐥𝐧𝒖 𝒖′

𝒖  

 : امثلة

 (les intégrales): حساب التكامل .3

 : تعریف

 𝑓   دالة مستمرة على مجال 𝑎, 𝑏. 𝐼   عددین حقیقیان(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐼 
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−𝐹(𝑏)یسمى العدد الحقیقي  𝐹(𝑎)  التكامل من𝑎  الى𝑏  للدالة𝑓 و نرمز لھ : 

� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

 𝑥تفاضل   𝑓(𝑥)للدالة  𝑏الى  𝑎نقرء التكامل من 

� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= [𝐹(𝑥)]𝑎𝑏 = 𝐹(𝑏)− 𝐹(𝑎) 

 : خواص التكامل .3.1

a. علاقة شال(relation de chasles) : 

 𝑓   دالة مستمرة على مجال 𝑎, 𝑏, 𝑐. 𝐼    اعداد حقیقیة(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝐼 ومنھ : 

� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
+ � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑏
= � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑎
 

 : البرھان

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑐

𝑏 = [𝐹(𝑥)]𝑎𝑏 + [𝐹(𝑥)]𝑏𝑐

                                                                 = 𝐹(𝑏)− 𝐹(𝑎) + 𝐹(𝑐)− 𝐹(𝑏)
= 𝐹(𝑐)− 𝐹(𝑎)                             

 

� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑐

𝑎
= 𝐹(𝑐)− 𝐹(𝑎) 

 : اذن

� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
+ � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑏
= � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑎
 

 : مثال

∫ �(𝑥2 − 1)21
−2 𝑑𝑥 = ∫ |𝑥2 − 1|1

−2 𝑑𝑥           

                                                                = ∫ (𝑥2 − 1)−1
−2 𝑑𝑥 + ∫ (−𝑥2 + 1)1

−1 𝑑𝑥

                                                       = �13 𝑥
3 − 𝑥�

−2

−1
+ �−1

3 𝑥
3 + 𝑥�

−1

1

= 8
3

 

 : خاصیة

𝑓   دالة مستمرة على مجال 𝑎, 𝑏.  𝐼    اعداد حقیقیة (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐼 𝑒𝑡 𝑎 ≠ 𝑏 ومنھ : 

� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= −� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
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 : برھان

� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= [𝐹(𝑥)]𝑎𝑏 = 𝐹(𝑏)− 𝐹(𝑎) = −[𝐹(𝑎)− 𝐹(𝑏)] = −� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
 

b. الخطیة : 

�  : التطبیق
𝐼 → 𝑅

𝑓 → ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎

 : خطي معناه 

عدد حقیقي من اجل كل عددین حقیقین  𝑘و  𝐼دالتین معرفتین على مجال   𝑔 𝑒𝑡 𝑓اذا كان الدالتین 

(𝑎 𝑒𝑡 𝑏) ∈ 𝐼 لدینا :  

∀(𝑓,𝑔) ∈ 𝐼2, � �𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)�𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
+ � 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

∀𝑓 ∈ 𝐼,∀𝑘 ∈ 𝑅, � (𝑘)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑘� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

c. المقارنة : 

𝐼 (𝑓,𝑔)المعرفتین على المجال   𝑓,𝑔لتكن الدالتین  ∈ 𝐼2 

 (𝑎, 𝑏) اعداد حقیقیة بحیث : 𝑎 < 𝑏  اذن : 

𝑠𝑖 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏];   0 ≤ 𝑓(𝑥),𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 0 ≤ � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

𝑠𝑖 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏];   𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥),𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 � 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤ � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

d. المقارنة و القیمة المطلقة : ( inégalité et valeur absolue) 

∀𝑓 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏 ;  �� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
� ≤ � |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

 : مبرھنة 

 : المطلقة لدینامن خواص القیمة 

−|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑓(𝑥) ≤ |𝑓(𝑥)| 

 : بتطبیق خاصیة المقارنة لدینا

−� |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎
≤ � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
≤ � |𝑓(𝑥)|

𝑏

𝑎
 

 : اذن
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�� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
� ≤ � |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

e. بعض الخواص الاضافیة : 

𝑓   دالة مستمرة على مجال −𝑎, 𝑎.  𝐼    اعداد حقیقیة (−𝑎,𝑎) ∈ 𝐼   ومنھ : 

 : زوجیة اذن 𝑓اذا كانت الدالة 

� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

−𝑎
= 2� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

0
 

 : برھان

 لبرھنة ھذه الخاصیة نستعمل خاصیة مشتق الدالة الفردیة ھي دالة زوجیة

� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

−𝑎
= 2� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

0
= 2[𝐹(𝑎) − 𝐹(0)] 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑎
−𝑎 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥0

−𝑎 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑎
0

                                  
= 𝐹(0) − 𝐹(−𝑎) + 𝐹(𝑎) + 𝐹(0)
= −𝐹(0) + 𝐹(𝑎) + 𝐹(𝑎) − 𝐹(0)
= 2[𝐹(𝑎) − 𝐹(0)]                           

 

 : مثال

 : فردیة اذن 𝑓اذا كانت الدالة 

� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

−𝑎
= 0 

 : برھان

 لبرھنة ھذه الخاصیة نستعمل خاصیة مشتق الدالة الزوجیة ھي دالة فردیة

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑎
−𝑎 = 𝐹(𝑎) − 𝐹(−𝑎)

                    = 𝐹(𝑎)− 𝐹(𝑎)
= 0                     

 

 : مثال

� sin(𝑥)
𝜋

−𝜋
𝑑𝑥 = [− cos(𝑥)]−𝜋𝜋 = − cos𝜋 + cos−𝜋 = 0 

�
𝑥2 sin3 𝑥
√1 + 𝑥2

1

−1
𝑑𝑥 = 0 

𝑥2

√1 + 𝑥2
 𝑐′𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑖𝑟𝑒 
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sin𝑛 𝑥   � 𝑠𝑖 𝑛 = 2𝑛            𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑖𝑟𝑒
𝑠𝑖 𝑛 = 2𝑛 + 1   𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑒𝑠 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟𝑒 

 (la valeur moyenne) :  القیمة المتوسطة .3.2

 : المتوسطة لدالة على مجالالقیمة 

 𝑓  دالة مستمرة على مجال[𝑎; 𝑏]. 

;𝑎]على مجال  𝑓القیمة المتوسطة للدالة  𝑏].  نرمزلھا بالرمزμ ھي العدد الحقیقي : 

𝜇 =
1

𝑏 − 𝑎� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

 : حصر القیمة المتوسطة

 

 : بعض طرق حساب التكامل .4

 

 (intégration par partie): المكاملة بالتجزئة .4.1

 : بین ان ℝمن   𝐼دالتین قابلتین لاشتقاق على المجال    𝑓 𝑒𝑡 𝑔لتكن الدالتین 

�𝑓′(𝑥).𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥).𝑔(𝑥)−�𝑓(𝑥).𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 

 : لدینا

[𝑓(𝑥).𝑔(𝑥)]′ = 𝑓′(𝑥).𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥).𝑔′(𝑥) 

 : بمكاملة الطرفین نجد

∫[𝑓(𝑥).𝑔(𝑥)]′ 𝑑𝑥 = ∫𝑓′(𝑥).𝑔(𝑥)𝑑𝑥 + ∫𝑓(𝑥).𝑔′(𝑥)𝑑𝑥

              
𝑓(𝑥).𝑔(𝑥) = ∫𝑓′(𝑥).𝑔(𝑥)𝑑𝑥 + ∫𝑓(𝑥).𝑔′(𝑥)𝑑𝑥

∫𝑓′(𝑥).𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥).𝑔(𝑥)− ∫𝑓(𝑥).𝑔′(𝑥)𝑑𝑥                     

 

 

 : مثال

� ln(𝑥 + 1)𝑑𝑥 

 : نفرض ان

𝑢(𝑥) = ln(𝑥 + 1)          𝑢′(𝑥) = 1
𝑥 + 1

𝑉(𝑥) = ∫𝑑𝑥                  𝑉(𝑥) = 𝑥           
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�𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑢(𝑥).𝑉(𝑥) −�𝑢′(𝑥)𝑉(𝑥)𝑑𝑥 

∫ ln(𝑥 + 1)𝑑𝑥 = 𝑥 ln(𝑥 + 1) − ∫ 𝑥
𝑥 + 1𝑑𝑥

                                                 
= 𝑥 𝑙𝑛(𝑥 + 1) − ∫�1 − 1

𝑥 + 1�𝑑𝑥       

= 𝑥 𝑙𝑛(𝑥 + 1) − ∫𝑑𝑥 + ∫ � 1
𝑥 + 1�𝑑𝑥

= 𝑥 ln(𝑥 + 1) − 𝑥 + ln(𝑥 + 1) + 𝑘     

 

 : طریقة الاسھم .4.2

 : ھذه الطریقة تسمح لنا بحساب التكاملات لدوال من الشكل

�𝑥𝑛 sin𝑎𝑥 𝑑𝑥  ;  �𝑥𝑛 cos𝑎𝑥 𝑑𝑥 ;  �𝑥𝑛𝑒𝑎𝑥 𝑑𝑥 ;  �𝑒𝑎𝑥 cos(𝑏𝑥)𝑑𝑥 ;  

�𝑒𝑎𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥)  ;𝑛 ∈ ℕ+;𝑎, 𝑏 ∈ ℝ  

 : مثال

�𝑥2 cos 2𝑥 𝑑𝑥 

(𝑥2)𝑛                    ∫ cos 2𝑥 𝑑𝑥 

𝑥2           +             cos 2𝑥 

2𝑥           -             1
2

sin 2𝑥 

𝟐          +                −𝟏
𝟒
𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 

𝟎                         𝟏
𝟖
𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 

∫𝑥2 cos 2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2
2 sin 2𝑥 + 𝑥

2 cos 2𝑥 + 1
4 sin 2𝑥 + 𝑘

                    = �𝑥2 + 1
2�

sin 2𝑥
2 + 𝑥

2 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 + 𝑘
 

 : حالة خاصة

 (Primitives des fonctions périodiques ): حساب تكامل الدوال الدوریة

 : التالیةاذا كانت الدالة تاخذ شكل من الاشكال 

� cos𝛽𝑥. 𝑒𝛼𝑥 𝑑𝑥     ;  � sin𝛽𝑥 . 𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥 

 : الدالة الاصلیة تحسب بالطریقة التالیة
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𝐼 = � cos𝛽𝑥. 𝑒𝛼𝑥 𝑑𝑥 

=  
1
𝛼𝛼 cos𝛽𝑥 . 𝑒𝛼𝑥 +

1
𝛼𝛼 sin𝛽𝑥 . 𝑒𝛼𝑥 − �𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥. 𝑒𝛼𝑥 𝑑𝑥    

𝐼 =  
1
𝛼𝛼 cos𝛽𝑥 . 𝑒𝛼𝑥 +

1
𝛼𝛼 sin𝛽𝑥 . 𝑒𝛼𝑥 − 𝐼  

2𝐼 =
1
𝛼𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥 . 𝑒𝛼𝑥 +

1
𝛼𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑥 . 𝑒𝛼𝑥 

𝐼 =
1
2 �

1
𝛼𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥 . 𝑒𝛼𝑥 +

1
𝛼𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑥 . 𝑒𝛼𝑥�  

 

 : مثال

 : احسب التكامل اللمعرف ب

𝐼 = � sin𝑥 . 𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝐼 = � sin 𝑥 . 𝑒𝑥𝑑𝑥 = sin 𝑥 . 𝑒𝑥 − cos𝑥 . 𝑒𝑥 − �𝑠𝑖𝑛 𝑥 . 𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝐼 = �𝑠𝑖𝑛 𝑥 . 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 . 𝑒𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 . 𝑒𝑥 − 𝐼 

2𝐼 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 . 𝑒𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 . 𝑒𝑥 

𝐼 =
1
2

[𝑠𝑖𝑛 𝑥 . 𝑒𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 . 𝑒𝑥] 

 

 : المكاملة بالتعویض .4.3

 

 

 : مثال

�√𝑥 − 5𝑑𝑥 

 : نفرض
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𝑢 = 𝑥 − 5       𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

∫√𝑢 𝑑𝑢 = ∫𝑢
1
2 𝑑𝑢

                 = 2
3𝑢

3
2       

 

�√𝑥 − 5𝑑𝑥 =
2
3
�(𝑥 + 1)3 + 𝑘 

 : مثال

�
1

1 + 𝑥 ln 𝑥 𝑑𝑥
𝑒

1
 

 : نضع

𝑡 = ln 𝑥 ;      𝑑𝑡 = 1
𝑥 𝑑𝑥

ln 1 = 0
ln 𝑒 = 1

 

�
1

1 + 𝑡 𝑑𝑡
1

0
= [ln(1 + 𝑡)]01 = ln 2 

 : مثال

� tan 𝑥 𝑑𝑥 

 : لدینا

� tan 𝑥 𝑑𝑥 = �
sin𝑥
cos𝑥 𝑑𝑥 

 : نضع

cos𝑥 = 𝑡;      − sin 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 

� tan 𝑥 𝑑𝑥 = �
sin𝑥
cos𝑥 𝑑𝑥 = �

−1
𝑡 𝑑𝑡 = − ln 𝑡 + 𝑘 

� tan 𝑥 𝑑𝑥 = − ln(cos𝑥) + 𝑘 

 


