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 (la continuité): الاستمراریة .1

 : تعریف

𝑓   دلة مجموعة تعریفھا 𝐷𝑓   وα   عدد حقیقي غیر معزول من 𝐷𝑓   : 

 .𝑓(𝛼𝛼)ھي  αعند  𝑓یعني ان نھایة الدالة  αمستمرة عند  𝑓القول ان الدالة 

 𝑓   مستمرة عند القیمةα یعني : 

 lim
𝑥→𝛼

(𝑥) = 𝑓(𝛼𝛼) 

 : ملاحضة

 : إذا استبدلنا في التعریف السابق العلاقة 

 lim
𝑥→𝛼

(𝑥) = 𝑓(𝛼𝛼) 

 : بالعلاقة

 lim
>

𝑥→𝛼
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝛼𝛼) 

  𝛼𝛼.مستمر من الیمین عند 𝑓 نقول إن

  : وإذا استبدلنا تلك العلاقة بالعلاقة

 lim
<

𝑥→𝛼
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝛼𝛼) 

 . 𝛼𝛼 مستمر من الیسار عند 𝑓 نقول إن

 : ملاحضة

 𝐼مستمرة عند كل عدد حقیقي من  𝑓یعني ان  𝐼مستمرة على مجال   𝑓القول ان الدالة 

 : خواص  تقبل من دون برھان

 الدوال المرجعیة مستمرة على كل مجال من مجموعة تعریفھا . •

 .ℝمستمرة على  ,𝑠𝑖𝑛 𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑠,الدوال كثیرة حدود  •

 الدوال الناطقة (حاصل قسمة كثیر حدود) مستمرة على مجال من مجموعة تعریفھا. •

  : مثال

 : المعرفة كما یلي عند القیم المرفقة بھا 𝑔ادرس استمراریة الدالة 

𝑔(𝑥) �𝑒
1

𝑥2−1                 𝑠𝑖 |𝑥| < 1           ∶ −1 < 𝑥 < 1
0                         𝑠𝑖 |𝑥| ≥ 1 ∶ 1 ≤ 𝑥 𝑒𝑡 𝑥 ≤  −1 

 

 ℝمستمرة على  𝑔اذن لكي تكون  ℝھي مركب دوال مرجعیة مستمرة على   𝑔الدالة 
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, عند القیمة  𝑔ندرس استمراریة  𝑥0 = 1, et ,𝑥0 =  ومنھ نقوم بحسساب النھایة عند ھذه القیم.  1−

𝒙𝟎:دراسة الاستمراریة عند القیمة  = 𝟏 

في 1تساوي النھایة على یسار  1یجب ان تكون النھایة على یمین  1مستمرة عند القیمة  𝑔لكي تكون 

 .1مستمرة عند القیمة  𝑔ھاذي الحالة نقول 

lim
𝑥→1
𝑥<1

𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1
𝑥<1

𝑒
1

𝑥2−1 = 0 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1
𝑥≥1

𝑔(𝑥) 

𝑥0مستمرة عند 𝑔 اذن = 1 

 ℝمستمرة على   𝑔 ومنھ

𝒙𝟎,دراسة الاستمراریة عند القیمة  = −𝟏 

تساوي النھایة على یسار  1−یجب ان تكون النھایة على یمین  1−مستمرة عند القیمة  𝑔لكي تكون 

 .1−مستمرة عند القیمة  𝑔في ھاذي الحالة نقول 1−

lim
𝑥→−1
𝑥>−1

𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1
𝑥>−1

𝑒
1

𝑥2−1 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1
𝑥>−1

𝑒
1
0− = 0 = 𝑔(−1) 

𝒙𝟎مستمرة عند 𝑔 اذن = 𝟏 

 (prolongement par continuité): الامتداد بالستمراریة .7.1

𝐼لدینا  ⊂ ℝ   و𝑥0 ∈ 𝐼  نقول ان الدالة𝑓 : 𝑓: 𝐼 − {𝑥0} → ℝ  امتداد بالستمراریةعند القیمة𝑥0   اذا

:عند القیمة   𝑙نھایة  𝑓قبلت الدالة  𝑥0  

𝑓(𝑥) �
𝑔(𝑥) ∶  ∀ 𝐼 − {𝑥0}
𝑔(𝑥0) = 𝑙              

 : مثال

𝑓: 𝑥 →
𝑥2 − 4
𝑥 − 2  

𝐷𝑓:ℝ− {2} 

lim
𝑥→2

𝑥2 − 4
𝑥 − 2 = lim

𝑥→2

(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)
𝑥 − 2

= 4 

 : اذن
𝑓:ℝ → ℝ

�
𝑥2 − 4
𝑥 − 2          ℝ− {2}         

4                     𝑠𝑖 𝑥 = 2         
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 (la dérivabilité): الاشتقاقیة .2

 : تعریف

𝐼اي  ℝمن  𝐼انھا تقبل الاشتقاق على مجال مفتوح  𝑓نقول عن الدالة  ⊂ ℝ  اذا وفقط اذا قبلت الاشتقاق

 : بحیث ′𝑓تقبل الاشتقاق و نرمز لھا بالرمز  𝑓. و نقول اذا ان الدالة  𝐼عند جمیع النقط من المجال 

𝑓′: 𝐼 → ℝ
𝑥 → 𝑓′(𝑥) 

 : كما نرمز لھا ایضا 

𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥

= 𝑓′(𝑥) 

 : خواص تقبل دون برھان

 ℝقابلة للاشتقاق على  (fonction polynome)كل دالة كثیر حدود  •

sin𝑥  (fonction trigonométrique)الدوال المثلثیة • , cos𝑥   قابلة للاشتقاق علىℝ 

+ℝقابلة للاشتقاق على  (fonction valeur absolue)الدالة قیمة مطلقة  •
∗ ;  ℝ−

∗ 

+ℝقابلة للاشتقاق على  (fonction racine carré)الدالة الجذریة  •
∗ 

 قابلة للاشتقاق على مجال تعریفھا.  (fonction rationnelle)الدالة الناطقة •

a. العدد المشتق :(le nombre dérivé) 

 : تعریف

 𝑓  دالة معرفة على مجال𝐼  منℝ (𝐼 ⊂ ℝ) .𝑎 𝑒𝑡 ℎ + 𝑎   عددان حقیقیان من𝐼  معℎ ≠ 0  

�(𝑎;𝑎 + ℎ) ⊂ 𝐼� 

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)اذا قبلت النسبة  𝑎تقبل الاشتقاق عند   𝑓نقول ان 
ℎ

 .0الى  ℎنھایة محدودة لما یؤول   

)′و نرمز لھا بالرمز  𝑎عند  𝑓تسمى ھذه النھایة العدد المشتق للدالة  ). 

 : لدینا

lim
ℎ→0

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)
ℎ

= 𝑓′(𝑎)              lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑎)
𝑥 − 𝑎

= 𝑓′(𝑎)  

𝒙 = 𝒂 + 𝒉 

 : ملاحضة

𝐼  (∀𝑥من   𝑥الاشتقاق عند كل عدد حقیقي  𝑓اذا قبلت الدالة  ∈ 𝐼)  نقول انھا تقبل الاشتقاق على𝐼 

 : و تسمى الدالة
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𝑓′: 𝑥 → 𝑓′(𝑥)   الدالة المشتقة لدالة𝑓 

 : تعریف

𝒙𝟎و لیكن   𝑰معرفة على مجال  𝒇لتكن الدالة  ∈ 𝑰   نقول ان الدالة𝒇  من الفئة𝑪𝟏  على مجال 𝑰  ونرمز

𝒇لھا بالرمز  ∈ 𝑪𝟏(𝑰,𝑹)   اذاكانت الدالة𝒇  قابلة للاشتقاق على مجال𝑰   

   𝑰مستمرة على مجال  ′𝒇ومشتقتھا 

b. المشتقات المتتابعة :(la dérivé nième) 

 : تعریف

𝑓  دالة معرفة وقابلة للاشتقاق على مجال𝐼  من(𝐼 ⊂ ℝ) ℝ  

و نرمز  𝑓تسمى المشتقة الثانیة لدالة  ′(′𝑓)فان دالتھا المشتقة 𝐼 الاشتقاق على المجال   ′𝑓اذا قبلت الدالة 

تسمى المشتقة الثالثة لدالة  ′(′′𝑓)فان دالتھا المشتقة 𝐼الاشتقاق على المجال   ′′𝑓. اذا قبلت الدالة ′′𝑓لھا 

𝑓  و نرمز لھا𝑓′′′ . 

 : اذن

𝑓′,𝑓′′,𝑓′′′, … … … . .𝑓(𝑛) 

 . 𝑓تسمى المشتقات المتتابعة لدالة 

𝑛تبة من الر 𝑓مشتقة الدالة  +  : نرمز لھا بالرمز 1

𝑓(𝑛+1) = �𝑓(𝑛)�
′
   ∀𝑛 ∈ 𝑁 

𝑓(0)  : و نقبل ان = 𝑓 

 𝑛من الفئة  𝑓نقول ان الدالة   𝐼مستمرة على المجال  𝑓لدالة  𝑛اذا كانت المشتقة من الرتبة 

𝑓  : ونرمز لھا بالرمز ∈ (𝐶𝑛; 𝐼) 

 : ملاحضة

 مستمرة  𝑓معناه ان الدالة  𝐶0من الفئة  𝑓اذا كانت الدالة  •

 مستمرة  ′𝑓قابلة للاشتقاق و الدالة  𝑓معناه ان الدالة  𝐶1من الفئة  𝑓اذا كانت الدالة  •

 : الاشتقاقیة و الاستمراریة .3

 .𝐼فانھا مستمرة على المجال  𝐼 الاشتقاق على المجال   ′𝑓اذا قبلت الدالة 

 : ملاحضة

 عكس ھذه الخاصیة لیس دائما محقق. 

 : مثال
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𝑓:ℝ → ℝ
𝑓: 𝑥 → |𝑥| 

 𝑓  0ولكن غیر قابلة لاشتقاق عند  0مستمرة عند. 

lim
𝑥→0
𝑥>0

|𝑥|
𝑥

= 1   𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
𝑥<0

|𝑥|
𝑥

= −𝟏  

 : مثال

𝑓:ℝ → ℝ
𝑓: 𝑥 → �|𝑥|

 

𝑓  0ولكن غیر قابلة لاشتقاق عند  0مستمرة عند. 

lim
𝑥→0
𝑥>0

�|𝑥|
𝑥 =

√𝑥
𝑥 =

1
√𝑥

= +∞   𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
𝑥<0

�|𝑥|
𝑥 =

√−𝑥
𝑥 =

−1
√𝑥

= −∞ 

 : تطبیق

𝑓:ℝلدینا الدالة  → ℝ  المعرفة كما یلي : 

 𝑓(𝑥): �𝑥
2𝑠𝑖𝑛 �1

𝑥
�    𝑠𝑖 𝑥 ≠ 0

0                   𝑠𝑖 𝑥 = 0
 

  ℝقابلة للاشتقاق على  𝑓ھل الدالة 

𝑓′(𝑥)    / 𝑥احسب  ∈ ℝ 

)′ھل  )    / 𝑥 ∈ ℝ  مستمرة علىℝ 

𝒇ھل  ∈ 𝑪𝟏(𝑰,𝑹) 

 : الحل

𝑥من اجل  ≠ 𝑓(𝑥)الدالة   0 = 𝑥2𝑠𝑖𝑛 �1
𝑥
مركب دوال مرجعیة قابلة لاشتقاق  قابلة لاشتقاق لانھا  �

𝑓(𝑥)اذن  ℝعلى  = 𝑥2𝑠𝑖𝑛 �1
𝑥
 .∗ℝقابلة لاشتقاق على  �

: عند القیمة 𝑓ندرس قابلیة اشتقاق الدالة  ℝقابلة لاشتقاق على  𝑓لكي تكون الدالة  𝑥0 = 0  

 : نحسب نھایة النسبة

lim
𝑥0→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)
𝑥 − 0

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥0→0

𝑥2 sin �1
𝑥�

𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥0→0

𝑥𝑠𝑖𝑛 �
1
𝑥�

= 0 

−1 ≤ 𝑠𝑖𝑛 �
1
𝑥� ≤ 1 
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−𝑥 ≤ 𝑥 𝑠𝑖𝑛 �
1
𝑥�

≤ 𝑥 

𝑥0قابلة لاشتقاق عند القیمة  𝑓اذن الدالة  =  0و العدد المشتق ھو  0

𝑓′(𝑥) = 0 

 : حساب الدالة المشتقة

𝑓′(𝑥): �2𝑥 sin
1
𝑥 − cos

1
𝑥             𝑠𝑖 𝑥 ≠ 0

0                                        𝑠𝑖 𝑥 = 0
 

:یجب ان تكون مستمرة عند القیمة  ℝمستمرة على  ′𝑓لكي تكون الدالة  𝑥0 = 0  

𝑥0مستمرة عند القیمة  ′𝑓الدالة = 𝑥0عند  ′𝑓معناه نھایة 0 =  : موجودة اذن 0

lim
𝑥→0

2𝑥 𝑠𝑖𝑛
1
𝑥 − 𝑐𝑜𝑠

1
𝑥      

−1 ≤−𝑐𝑜𝑠
1
𝑥  ≤ 1     

−2𝑥 ≤ 2𝑥 𝑠𝑖𝑛
1
𝑥 ≤ 2𝑥 

−2𝑥 − 1 = ℎ(𝑥) ≤ 2𝑥 𝑠𝑖𝑛
1
𝑥 − 𝑐𝑜𝑠

1
𝑥   ≤ 2𝑥 + 1 = 𝑔(𝑥)   

lim
𝑥→0

(2𝑥 + 1) = 1 ≠  lim
𝑥→0

(−2𝑥 − 1) = −1 

 ∗ℝمستمرة على  ′𝑓غیر موجودة ومنھ ′𝑓اذن نھایة الدالة 

 1من الفئة  𝑓 ومنھ لیست

a. القیم الحرجة : (les points critiques) 

 : تعریف

𝑐 : اي 𝑓اذا كانت تتنمي الى مجال تعریف الدالة  𝑓انھا قیمة حرجة لدالة   𝑐نقول عن القیمة  ∈ 𝐷𝑓  و

𝑓′(𝑐)معدومة 𝑐كانت المشتقة عند القیمة  =  : طرفیة اي  𝑐 او كانت القیمة  او غیر موجودة  0

𝒇′(𝒄) = 𝟎                    
𝒐𝒖 

𝒇′(𝒄) =   غیر موجودة
 

 : مثال

 : اوجد القیم الحرجة للدالة التالیة

𝑓(𝑥) =
2𝑥2

𝑥 + 2 
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  𝒇 :𝑫𝒇الخطوة الاولى مجال تعریف الدالة 

𝐷𝑓  : معرفة على المجال 𝑓الدالة  = ℝ− {−2} 

 ′𝒇: الخطوة الثانیة حساب المشتقة

𝑓′(𝑥) =
2𝑥2 + 8𝑥
(𝑥 + 2)2 =

2𝑥(𝑥 − 4)
(𝑥 + 2)2  

𝑓′(𝑥) : لایجاد القیم الحرجة نقم بحل المعادلة = 0 

2𝑥(𝑥 − 4)
(𝑥 + 2)2 ⇔ �2𝑥

(𝑥 − 4) = 0   ⇒ � 2𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 0
𝑥 − 4 = 0 ⟹ 𝑥 = 4      

(𝑥 + 2)2 = 0   ⇒  𝑥 = −2                            
 

𝑐1  : نلاحض ان = 0 ∈ 𝐷𝑓 ; 𝑒𝑡  𝑐2 = 4 ∈ 𝐷𝑓;  𝑐3 = −2 ∉ 𝐷𝑓  

 : اذن مجموع القیم الحرجة

�
𝑐1 = 0
𝑐2 = 4� 

 : 2مثال 

 : اوجد القیم الحرجة للدالة المعرفة كما یلي

𝑓(𝑥) = �𝑥
2 + 1     𝑥 ≥ 1

2𝑥            𝑥 < 1
 

𝐷𝑓  : نلاحض ان مجال تعرف الدالة ھو = ℝ 

 : 1اذن نبحث عن المشتقة من الرتبة 

𝑓′(𝑥) = �2𝑥      𝑥 > 1
2          𝑥 < 1 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ �2𝑥 = 0  ⇒ 𝑥 = 0    𝑥 > 1
2 ≠ 0                     𝑥 < 1  

𝑐1من اجل القیمة  = 0 ∉ [1; 𝑐1اذن القیمة   ]∞+ =  لیست قیمة حرجة    0

𝑐2من اجل القیمة  = 1 ∈ [1; 𝑐2اذن لمعرفة ھل  القیمة   ]∞+ = قیمة حرجة  نقوم بحساب العدد  1

𝑐2المشتق للقیمة  = اذا كان العدد المشتق موجود نقول عن القیمة انھا لیست قیمة حرجة واذا كانت  1

 المشتقة غیر موجودة فان القیمة ھي قیمة حرجة

�𝑓
′(1)+ = 2
𝑓′(1)− = 2 

𝑐2عند القیمة   𝑓اذن العدد المشتق للدالة  =  موجود اذن الدالة لا تقبل قیم حرجة. 1

b. القیم الحدیة المحلیھ :(extremum local) 
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 : تعریف

𝑓  دالة معرفة على مجال𝐼  منℝ . (𝐼 ⊂ ℝ)  وα  عدد حقیقي من المجال. 𝐼 

,محتوى في  ′𝐼یعني انھ یوجد مجال مفتوح  𝑓قیمة حدیة محلیة عضمى للدالة   𝑓(𝛼𝛼)القول ان  • 𝐼 

(𝐼′ ⊂ 𝐼)  یشملα  بحیث من اجل كل𝑥  من المجال𝐼′ : [∀𝑥 ∈ 𝐼′],   

𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝛼𝛼) = 𝑀 

,محتوى في  ′𝐼یعني انھ یوجد مجال مفتوح  𝑓قیمة حدیة محلیة صغرى للدالة   𝑓(𝛼𝛼)القول ان  • 𝐼 

(𝐼′ ⊂ 𝐼)  یشملα  بحیث من اجل كل𝑥  من المجال𝐼′ : [∀𝑥 ∈ 𝐼′],   

𝑓(𝛼𝛼) = 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) 

 قیمة حدیة محلیة عضمى او صغرى. 𝑓(𝛼𝛼)یعنى  𝑓قیمة حدیة محلیة ل 𝑓(𝛼𝛼)القول ان 

 : مستلزمة

• 𝑓 للاشتقاق على مجال مفتوح   دالة معرفة  وقابلة𝐼  من(𝐼 ⊂ ℝ) ℝ  .α  عدد حقیقي من𝐼 

 قیمة حدیة محلیة   𝑓(𝛼𝛼)مغیرة اشارتھا اذن  αعند القیمة  ′𝑓اذا انعدمت الدالة المشتقة  •

𝑓′(𝛼𝛼) :فان αعند القیمة  قیمة حدیة محلیة (صغرى او كبرى) 𝑓اذا قبلت الدالة  • = 0 

 یعني بضرورة وجود قیمة حدیة محلیة .العكس غیر صحیح اي انعدام المشتقة لا  •

 : مثال

𝑓: 𝑥 → 𝑥3
𝑓′: 𝑥 → 3𝑥2
𝑓′: 0 → 0

 

 لیست قیمة حدیة محلیة. 0ولكن القیمة  0نلاحض ان المشتقة تنعدم عند القیمة 

 : نضریة

𝑛معرفة و قابلة لاشتقاق من الدرجة  𝑓اذا كانت الدالة  = :ℝ .𝑓من   𝐼على مجال 2 𝐼 → ℝ  بحیث

𝑓′(𝛼𝛼) =  : اذن 0

𝑓′′(𝛼𝛼) : كاناذا  • <  اذن الدالة تقبل قیمة حدیة محلیة كبرى.  0

𝑓′′(𝛼𝛼) : اذا كان • >  اذن الدالة تقبل قیمة حدیة محلیة صغرى.  0

 : ملاحضة

𝑓′(𝛼𝛼)   : اذا كان لدینا = 0  𝑒𝑡 𝑓′′(𝛼𝛼) = 0  

 لا یمكن استنتاج ان الدالة تقبل قیمة حدیة محلیة و لكن یمكن الجوء الى طرق اخرى.

c.  الحدیةالبحث عن القیم  :  



 د.بكدي.م
                                                                               Continuité et Dérivabilitéو الاشتقاقیة          الاستمراریة   : رابعالفصل ال

 : قابلة للاشتقاق و نرید معرفة القیم الحدیة لدینا شرطین 𝒇ادا كانت الدالة 

 (condition d’ordre 1 ) : الشرط الاول

 : اي البحث عن القیم الحرجة

𝑓′(𝑥) = 0 

 (𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠 𝑐𝑟𝑖𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠)في ھذه الحالة وجود القیم التي تعدم المشتق نقول عنھا انھا قیمة مرشحة 

 (condition d’ordre 2) : الشرط الثاني

𝑓′′(𝑐) : اذا كان • >  قیمة حدیة صغرى .𝑐 اذن نقول عن القیمة  0

𝑓′′ (𝑐)اذا كان :  • <  قیمة حدیة كبرى.𝑐 اذن نقول عن القیمة   0

 : تطبیق

 : اوجد القیم الحدیة ان امكن للدالة المعرفة كما یلي

𝑓(𝑥) = 𝑥2𝑒−𝑥 

 : الخطوة الاولى

 : البحث عن القیم الحرجة

𝑓′(𝑥) = 2𝑥𝑒−𝑥 − 𝑥2𝑒−𝑥 = 𝑥𝑒−𝑥(2 − 𝑥) 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥𝑒−𝑥(2 − 𝑥) = 0 ⇔ �
𝑥 = 0

2 − 𝑥 = 0 
𝑥 = 2

 

;0)القیم  2) ∈ 𝐷𝑓   اذن ھي قیم حرجة للدالة𝑓 

 : 2الخطوة 

𝑓′′(𝑥) = (−2𝑥 + 2)𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥(2𝑥 − 𝑥2) 

 : بتعویض

𝑓′′(0) = 2 > 0 ⇔ 0 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑚𝑖𝑛 

𝑓′′(2) = −2𝑒−2 < 0 ⇔ 0 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑚𝑎𝑥 
 

 


