chapitre 2

lntégrales définies

2.0.1 Subdivision d’un intervalle fermé borné

Définition 2.0.1

On appelle partition finie de I'intervalle [a, b], toute famille strictement croissante

p={xi: x, €[a,bl};_,, 2.1

vérifianta = x, < x; < ...<Xx, =b.

Exemple

f! La famille suivante : K
p:{xk:xk:_} ) (22)
n

k=0

est une partition réguliere de l'intervalle [0, 1].

Définition 2.0.2

Soient p; et p, deux partitions finies de I'intervalle [a, b], on dit que la partition p, est plus

fine que p, si p; C p,.
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2.0.2 fonction en escalier

Définition 2.0.3

On dit que la fonction ¢ : [a, b] — R est en escalier s'il existe une partition p = {x;},_, de
[a, b] et des constantes C, € R, telles que

Vke{0,1,..,n—1},Vx € ]x;, X310 : ¢ (x) = Cy. (2.3)

Exemple
f! La fonction partie entiére définie par :

( -1, sixe[-1,0[

E(x)=4 0, sixe€[0,1]

. L sixe[1,2],

est une fonction en escalier.

2.0.3 Intégrale d’une fonction en escalier
Définition 2.0.4

Soient ¢ une fonction en escalier sur lintervalle I C R et a,b € I et p = {x;};_, une

partition de [a, b]. L'intégrale de la fonction ¢ est donnée par :

n—1
1(¢,0) = > G (1 — X). 2.4)
k=0

2.1 Intégrale définie

Maintenant on présente l'intégrale définie d’'une fonction.
Soit f une fonction bornée sur I'intervalle [a, b], on pose

I"(f,p) =inf{I (4, p),* en escalier : ¢ > f }, (2.5)

et

I_(f,p) =sup{I(y,p),p enescalier: ¢ < f }, (2.6)

on a

p<f<y = I(p,p)<I(,p),
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de plus
IL_(f,p) <I"(f,p). (2.7)

Définition 2.1.1

Soit f une fonction bornée sur [a, b].

On dit qu’elle est intégrable si pour toute partition ordonnée p € P, on a

liJrrnooI_ (f,p)= lifrnOOIJr f,p), (2.8)

et on note l'intégrable de f sur [a, b] par :

b
f f(x)dx= lim I_(f,p)= lim I"(f,p). (2.9)

Théoreme 2.1.1

Soit f une fonction définie sur [a, b]. On dit que f est intégrable si et seulement s’il exixte

deux suites de fonctions en escalier (¢,),cy €t (Y,),ey telles que

b
f f()dx= lim I_(¢,,p)= lim I"(4,,p). (2.10)

Preuve.

1) Montrons l'implication :
b b b
3(¢n)n€N7(¢n)neN : f f(X)dX :nl}};—nooJ (pn (X)dx :nl}inoof lpn(x)dx
= f estintégrable.
On a d’apres la définition

[? ¢, () dx <I_(f,p)

©n < f < wn = et
I (£,p) < [ 9, (x)dx,
donc , \
0< I"(f,p)—L_(f,p) < (J wn(X)dx—J son(X)dX),
et comme
b b
sn [ wosem i [ v
implique

I"(f,p)=1_(f,p),
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c’rst-a-dire f est intégrable.

2) Maintenant on montre

f estintégrable = J(¢,)nen> Wndnen :

b b b
Jf(x)dx = lim J gon(x)dxznginooj Y, (x)dx.

n—+o0Q

D’apres la définition du sup, on a pour tout n € N*

LU= <L),

et d’apres (2.6) il existe une suite de fonctions en escalier (¢,,) telle que ¢, < f ,on a

1
I(p,p) ZI_(f,p)—E- (2.11)

De la méme facon, il existe une suite de fonctions en escalier (v,,) telle que v, < f et d’apres

la définition du inf, on peut écrire

1
et comme f est intégrable et d’apres (2.11) et (2.12) on trouve

b
0< d)(x)dx—:f () dx < 2,

:

par la limite, on obtient le résultat. ]

2.2 Propriétés des intégrales définies

2.2.1 Relation de Chasles

Proposition 2.2.1

Soit f une fonction intégrable sur 'intervalle [a, b], pour tout ¢ dans [a,b], on a

J f(x)dx —J f(x)dx +f f(x)dx. (2.13)

Preuve.
1) Si f est intégrable sur [a, b], alors il existent (¢,), x> (¥ n),ey deux suites de fonctions en

escalier sur [a, b], ot
On<f <Yy,
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et 'égalité suivante est vérifiée

b b c c
Jq‘pn(x)dx_J QOn(X)dX = (f wn(x)dx_f (PH(X)dX)
b b
+(f 1Pn(X)dx—J wn(X)dX),

c c b b
O:S‘I'Qﬁn(x)dX:_'J~ ¢n(x)(LX:£~f Qﬁn(x)dXT—-J‘ @n(X)de

avec

et
b b b b
O:S‘f TPH(X)de_‘J~ @n(X)CtX:S‘[ Tpn(X)de_‘J‘ @n(x)dXL

D’apres (2.10), on a

b b
liinooJ @, (x)dx = liinooj Y, (x)dx,

implique
0< lim J [¢n ()=, (x)]dx <0
et
b
0< lim J (Y, (x)— ¢, (x)]dx <0,
c’est-a-dire f est intégrable sur les intervalles [a,c] et [c, b]. D’ou le résultat. O
-@’-Remarque

Sia = b alors

f f(x)dx=0 et J f(x)dx=—f f(x)dx.

2.2.2 Linéarité de I’intégrale définie

Proposition 2.2.2

Soient f et g deux fonctions intégrables sur l'intervalle I et A € R, pour tout a et b dans I,

on a , , \
0) J [f(x)+g(x)]dx=J f(X)dX‘l‘J g (x)dx
et

b b
i) J [Af (x)]dx = AJ f(x)dx.
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Preuve.
i) Sif et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b], alors il existent (‘pni)neN , (‘/)ni)neN ,1€{1,2}

des suites de fonctions en escalier sur [a, b], ou
On, S <Y, et @, <g<Y,,

avec

b b
lim J P, (x)dx = h+mooJ Y, (x)dx

n—+00

et

b b
li+moof P, (x)dx = ligrnoof Yy, (x)dx,

cest-a-dire
b

b
lim f [0, (G) + 5, ()] dxx = lim J [, (X) + %, (x)]dx.

n—+0o

Donc la fonction f + g est une fonction intégrable sur [a, b].
ii) De la méme maniere si f est une fonction intégrable sur [a, b], alors Af est intégrable sur
[a,b]. ]

Proposition 2.2.3

Soient f et g deux fonctions intégrables sur I'intervalle [a, b], pour tout x € [a,b], on a

b
i) f(x) = 0:>J f(x)dx =0,

b b
ii) f(x) < g(x):f f(x)dxsf g(x)dx.

Preuve.
i) Soit f une fonction positive et intégrable sur [a, b], alors il existe deux suites de fonctions en

escalier (¢,) et (p,), telles que
0<p,Zf <o,
D’apres (2.5) et (2.6), et la fonction x — O est aussi en escalier, alors on a

b
osf f(x)dx.

ii) 11 suffit de voir que g (x) — f (x) > 0 et d’apres i) on obtient le résultat. ]

2.3 Intégrale fonction de sa borne supérieure

Le théoréme suivant présente la primitive sous forme intégrale dépendant de la borne supé-

rieure
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Théoréme 2.3.1

Soit f une fonction continue sur I'intervalle I et a un réel dans I. Alors la fonction F définie

Chapitre 2. Intégrales définies

par :
x+—>F(x):f f(t)dt, Vx €1,

est vérifiée les conditions suivantes :

i) F(a)=0.

ii) La fonction F est continue.

iii) F est la primitive de la fonction f sur [a, b].

iv) La foncrion F est unique.

Preuve.
i)On a

F(a)=f f(t)dt =0.

i1) soit x, € [a, b], par la relation de Chasles, on peut écrire :
X
F(x)—F(x0) = f f(e)de,
Xo
et comme f est bornée sur [a, b], on a pour t € [a; b] il existe M > O tel que

If (Il <M,

alors, on obtient

X

|F (x)—F (xo)| Sf [f(O)ldt =M (x —x,),

Xo

et
lim |F (x)—F (x,)| = O.

Donc F est continue sur [a, b].

iii) Maintenant on montre que :
VXEIf F/(X):f(x)’

soient x € [a,b] eth

un réel tel que x +h € [a, b], d’apres la formule (2.13), on a :

x+h X x+h a
F(x+h)—F(x) = f f(t)dt—f f(t)dt=J f(t)dt+J f(t)dt

x+h
= f f(t)dt,
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par le théoréme de la moyenne, il existe ¢ € ]x, x + h[ tel que

x+h
F (x +h)—F (x) =J f(t)de = f(c)h,

c’est-a-dire
F(x+h})l—F(x) — (o),

il existe 6 €[0,1], olc =x+ 6Oh etsi h — 0 alors ¢ = x.

D’ou

}E}gF(x+h2—F(x) ~ F(x)

Par conséquent F est une primitive de la fonction f.
iv) L'unicité de F, on suppose que si la fonction G est une primitive de f sur I,

alors pour tout x € I, on a

F(x)=G(x)-G(a),

alors Vx €1,
F'(x)=G"(x)=f (x),
et en plus
F(a)=G(a)—G(a) =0,
donc la fonction F est la primitive unique de f sur I qui s’anulle en a. ]
Exemple

fg Déterminer par l'intégration par parties la primitive de la fonction
x +— In(x) qui s’anulle en 1.
On sait que la fonction x — In(x) est continue sur I'intervalle ]0, +oo[,

alors sa primitive qui s’anulle en 1 c’est la fonction F qui est définie par :

X

x+— F(x)= f In(t)dt, sur ]0,+o0[,

on pose
u(t) =1In(t) u’(t)z%

Vi(t)=1 v(t)=t,

par l'intégration par parties, on trouve

X

F(x)= [tln(t)]’f—f dt =xIn(x)—x+1,

a

Donc la primitive de la fonction x — In (x) sur ]0,+00o[ est donnée par :

x+— F(x)=x((n(x)—1)+1.
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Exemple

f! Soit F la fonction définie par :

x*—>F(x):f (t—%)dt, sur [1,4+o00],

1
La fonction t — f (t) =t — 5 est continue sur R, avec F (1) =0,
1
alors la fonction F est une primitive de t — f (t) =t — > sur R, alors Yx € R

1
F'(x)=x—=.
() =x—3

2.4 Formule de Newton-Leibniz

Théoréme 2.4.1

Soit F une primitive de la fonction continue f sur l'intervalle [a, b]. Alors I'intégrale définie

de f sur [a, b] est donnée par :

b
f f(x)dx=F(b)—F(a).

Preuve.

Posons

X'—>G(X)=J f(t)de,
d’apres le théoreme 2.3.1, la fonction G est une primitive de f sur [a, b], telle que
b
G(b)= J f(t)dt et G(a)=0.
Supposons que F une deuxiéme primitive de f sur [a, b] qui vérifiée la relation suivante :

F(x)=G(x)+c,

ol
F(a)=G(a)+c et G(b)=F(b)—F (a),
C’est-a-dire ,
f f(t)dt =F(b)—F (a).
D’ou le théoreme est prouvé. O
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Exemple

f! Calculer l'intégrale définie suivante

" 2
I= cos(—t)dt.
€

On a

-¢"Remarque
Toutes les propriétées qu’on a déja vus dans le premier chapitre restent valable aussi dans

ce chapitre avec la constante C = 0.

2.5 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 2.5.1

Soient f et g deux fonctions intégrables sur I'intervalle [a, b], alors on a

b b 3 b 3
J f(t)g(t)dts(f (f(t))zdt) U (g(t))zdt) : (2.14)

Preuve.

Soit A un nombre réel, on considere le polynéme positif P (1) de degré 2 suivant :

b
P(A) = J (Af (D) +g(£))*dt

b

b b
= Azf fz(t)dt+21f f(t)g(t)dt—i—J g2 (t)dt,

a

Son discriminant réduit
2
A'=(b) —ac<0,

ou
b b b
azf f2(t)dt, b’=f f(Hg(t)dt et c:J g%(t)dt,
c’est-a-dire
b 2 b b
(J f(t)g(t)dt) —f fZ(t)dtf g%(t)dt <0.
Ce qui donne I'inégalité recherchée O
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Exemple

f! Montrer que

0< f cos(t)dt < \/E (2.15)
0 2

i) On sait que Vt € [0, g],

0< \/cos(t):>OSf2 y/cos(t)dt (2.16)
0

ii) Pour I'inégalité

J cos(t)dt < \/z,
o 2

f(t)=1 et g(t)=+/cos(t),

I'inégalité (2.16) nous permet a écrire, V t € [0, %] ,

[/ = (]) ]
\/(g —0)\/sin(g) —sin (0)

T
< —. 2.17
: (2.17)

on pose

[SE!
B

cos(t) dt)

IA

Donc d’apres (2.16) et (2.17), on obtient (2.15).

Théoreme de la moyenne

Théoréme 2.5.2

Soit f une fonction continue sur [a, b]. Alors il existe ¢ € [a, b] tel que

b
f f(x)dx=f(c)(b—a). (2.18)
Preuve.
Posons
= i t M= .
™S i 00 e M= marf (0
ou

m< f(x)<M,
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Pexistence de l'intégrale

d’apres la formule de Newton-Leibniz, on peut écrire

b
m(b—a)sf f(x)dx <M (b—a),

Cest-a-dire

b
mSLJ f(x)dx <M,
b—a |,

comme f est continue sur [a, b] le théoréme des valeurs intermidiaires nous assure

I'existence d’'un point ¢ € [a, b] avec

1 b
f(c)=b—f f(x)dx.
_a a

D’ou le théoreme est démontrer.

2.6 Sommes de Darboux-Conditions de I’existence de l’'inté-

grale

Définition 2.6.1

Soient f une fonction définie bornie sur l'intervalle ] CReta,b €1

et p = {x;},_, une partition de [a, b]. Les sommes de Darboux inférieure et supérieure

respectivement de la fonction f sont données par :

n—1 n—1
L(f,p)= > my (X —x) et U(f,p)= D M (X1 —x0), 2.19)
k=0 k=0

ou

my = inf{f (x),x € [xy, X411}, My =sup{f (x),x € [xy, x4411}-

Soient f une fonction définie et bornée sur l'intervalle ] CReta,b el etp={x.};_,
une partition de [a, b].

On pose
U™ (f,p)=inf{U(f,p),Vpe P}, (2.20)
et
L, (f,p)=sup{L(f,p),Vp € P}. (2.21)
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Définition 2.6.2

Soit f une fonction définie et bornie sur [a, b]. On dit qu’elle est intégrable

si pour toute partition P de l'intervalle [a, b]

L+(f7p):U_(fsp)7 (222)

on note l'intégrable de f sur [a, b] par :

b
J f(xX)dx=L,(f,p)=U (f,p). (2.23)

Exemple

fg Soient f =Ceta=x,<x; <..<x,=D>b, alors
n—1 n—1
L(f,p) =) m(x—x)=c(b—a) et U(f,p)= D M (xe1—x) =c(b—a),
k=0 k=0

c’est-a-dire ,

U= (f,p) =L, (f,p) =J cdt =c(b—a).

a

2.7 Propriétés des sommes de Darboux

Proposition 2.7.1

Soit f une fonction définie et bornie sur I'intervalle [a, b]

et p = {x;},_, une partition de [a, b]. Alors

L(f,p)<L.(f,p)<U (f,p)<U(f,p). (2.24)

Preuve.

D’apres la définition, on a

n—1 n—1
L(f,p)= Y my(xe —x) et U(f,p)= D My (X1 — i),
k=0 k=0

et
m, = inf f(x) et My= sup f(x)
XE[X)eXg41] XE[Xp,Xpe41]
m = sup m, e¢ M= inf M,

ke{1,...,n} ke{1,...,n}
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et comme

my < ESM]{SM

= my (1 — X)) S M (X1 — X)) S M (X1 — X5) < My (X1 — X))

n—1 n—1 n—1 n—1
= > M (e — %) ST (X —3) M (i1 —X5) < D My (41 — x)
k=0 k=0 k=0 k=0

= L(f,p)<m(b—a)<M(b—-a)<U(f,p).
D’oui la proposition est prouvée. O

Proposition 2.7.2

Soit f une fonction définie et bornie sur l'intervalle [a, b]

et p = {x;},_, une partition de [a, b]. Alors on a
m(b—a)<L(f,p) SU(f,p)<M(b—a), (2.25)
ou
m=min{m,, k€{0,1....n}}, M =max{M,, k€ {0,1...,n}}.
Preuve.
OnaVke{0,1...n—1}

m < my < Mk < M
= MmO — X)) < my (X1 — X)) < My (X — X5) < M (X — X))

n—1 n—1 n—1 n—1
= EE :Xk+1 — X < E :mk (X1 — X)) < E :Mk (X1 —x ) <M E X1 — Xg-
k=0 k=0 k=0 k=0

D’ou le résultat. N

Théoréme 2.7.1

Soit f une fonction définie et bornée sur l'intervalle [a, b]

et p = {x;},_, une partition de [a, b]. Alors

(f estintégrable sur [a,b]) & (Ve > 0,3p partition: U(f,p)—L(f,p) <¢€).
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continues et monotones

Preuve.

1) Supposons que f est intégrable sur [a, b] et soit € > 0,

Ip,eP:L, (f,pl)—g < L(f,p1) < L. (f,py), (2.26)

et
Ip, €P: L, (f,py) SU(f,ps) < L (fopo) + g. (2.27)

On pred p = p; U p, et d’apres (2.26),(2.27) on peut écrire

L.(p) =5 SLUP)SLUP) SUEP) SULP) S L (Fipo) + 5.

D’ou
U(f,p)—L({f,p)<e.
2) Soit £ > 0,
dpeP:U(f,p)—L(f,p) <s,
c’est-a-dire

L(f,p) <Ly (f,p)=U (f,p) <U(f,p),

ce qui donne

Donc, on a

L+(f:p) = U_(f:p)

D’ot le théoréme est prouvé. O

2.8 Intégrabilité des fonctions continues et monotones

Théoréme 2.8.1

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b]. Alors f est intégrable

sur [a, b].

Preuve.
Soit p = {x;};_, une partition réguliere finie de [a, b] et d’apres le théoréme de Heine f est

uniformément continue, c’est-a-dire
€
Ve>0,3n>0,Y(x,y) € ([a, b)) s lx—yl<n=If ()—f I < 7—

On a
n—1

U(f,p)—L(f,p)= Lf Cerrr) = f ()] G — xi)

k=0
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avec
b—a

Vke{0,1,...,n—1}: X1 — X = <,

on sait qu'il existent ry, s, dans [x;, x.,] vérifiant f (r,) = m, et f (s,) = M, tels que

I =il < X1 —x <,

implique
€
f (r) =1 (50 = M—my < =,
—a
D’ou
b—a~
U(f.p)—L(f.p)=—) (M—m) <e.
k=0
Par conséquent f est intégrable sur [a, b]. O

Théoréme 2.8.2

Soit f une fonction monotone sur l'intervalle [a, b]. Alors f est intégrable

sur [a, b].

Preuve.
On suppose que la fonction f est croissante sur [a, b] et soit p = {x;},_, une partition de [a, b],

avec
fla)<f(b),

on a pour tout € > 0,

U(f,p)—L(f.p) = Z[f(xm) £ ()] Gcegn — x2)

n—1
< max (- xk);[f(xkﬂ)—f(xk)]
< max (Xk+1 x ) Lf () — f ()]

0<k<

< Alf(D)=f(a)] <,

ol max (xk +1— X;) =A, alors pour toute partition on a
0<k<

€
AL ———.
f(b)—f(a)
Donc la preuve est terminée. O

Si la fonction f est décroissance on a, f (b) < f (a) et par la méme méthode on peut

montrer que f est intégrable sur [a, b].
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2.9 Exercices corrigés

I) Intégrale définie de type x — F (x) = faxf (t)dt, F(a)=0.
Exercice 2.1
Justifier dans chacun des cas suivants la dérivabilité de la fonction F sur I'intervalle I et calculer

la fonction dérivée.

i) F(x) = J Sint(t)dt, sur [ =1]0,+00[
1

ii) F(x) = ﬁ ‘/%dt, sur [ =1-1,1[.

Exercice 2.2

Soit F la fonction définie sur R par :

" arctan (t
XHF(X):J arctan(o) ;,
o 1+t

i) Montrer que F est définie, continue et dérivable sur R.
ii) Calculer F'(x).
iii) Etudier le signe de F (x).
iv) Montrer que F est une fonction paire.
Exercice 2.3

Soit f la fonction définie sur R par :

x— f(x) =J e dt.
0

Déterminer parmie les fonctions suivantes la fonction x — f” (x) telle que

Df"(x) = J —2tetdt, ii)f”(x)ZJ —2xe ™ dx,
0 0

i) f”(x) = —2xe™, iv) f(x)=e*.

Exercice 2.4
Soient F et G deux fonctions définies sur ]0,+oo[ par :

X

F(x)zf cos(Int)dt et G(x):J sin(Int),

1

Déterminer les fonctions F et G.

Exercice 2.5
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Soit F une fonction définie par :

F (x) :f lrl(t)dt, x> 0.
1

tZ

i) Déterminer la fonction F.
In(x)

x2

ii) En déduire la primitive de la fonction x — sur l'intervalle ]0,+oo[ .
Exercice 2.6

Soit F une fonction définie sur [0, +oo[ par :

|
F(x)—JO mdt.

Montrer que :
i) F est dérivable sur [0,+0o[ .
ii) La fonction F est croissante sur [0,+00[ .
iii) Pour tout x € [0,+00[, F (x) < x.
III) Intégration par parties.
Exercice 2.7

Déterminer la fonction primitive x — F (x) (F (a) = 0) des fonctions suivantes :

1) f(t) = 2te™, a=0, I=R
2) f(t) = t*In(t), a=1, I1=170,+00[
3) f(t) = In(¢?), a=1, I1=]0,400[

4) f() = (2t+1sin(t), a=0, I=R

5 f(t) = In(t+2), a=0, I =1]-2,+00[
6) f(t) = (t+1)e*, a=0, I=R
7) f(t) = e cos(t), a=0, I=R
8) f(t) = [In()], a=1, I=1]0,+00[.

Exercice 2.8

Soit F la fonction définie sur [O, g] par:

sin(x)

x—F(x)= v 1—t2dt.
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i) Montrer que la fonction F est dérivable sur [O, g] .
.. T
ii) Montrer que Vx € [0, E]
1 1
F(x)=—-+—sin(2x).
() = 5+ sin(2x)
iif) Calculer [ v1—e2dt.
IV) Les subdivisions et les sommes de Darboux.
Exercice 2.9

Soient f une fonction bornée sur l'intervalle [a, b] et p; = {x;},_, une partition

de [a, b]. Si p, =p; U{y}, alors

L(f’pl) < L(f:pz) < U(f:pz) < U(f’pl);

ou y dans I'un des intervalles ]x, x..41[,k €{0,1,...,n}.
Exercice 2.10

1) Calculer les sommes de Darboux inférieures et supérieures des fonctions suivantes

définies sur [0, 1] associées a la partition réguliere (xk =—-, ke{o,1,.., n}) .
n

A0G) = ¢ H()=x, f;00)=x° fi(x)=—x+3,

fo0) = SxP-ax, f() =267 +1,

2) En déduire qu’elles sont intégrables sur I'intervalle [0, 1].

Correction

Exercice 2.1 )
x st
i) OnaF(x)= |, in(t)

que la fonction définie par :

dt, pour montrer que F est dérivable il suffit de vérifier
sin(t)
— J
t
est continue sur sur ]0,+oo[. La fonction t — sin(t) est continue sur ]0,+o0o[ et aussi la

fonction t — " est continue sur ]0,+oo[ implique que le produit de ces deux fonctions est

sin(t ) .
(t) est continue sur ]0,+0o0[, donc la fonction F est

une fonction continue c’est-a-dire t —

dérivable sur ]0,+oo[ et on a

sin (x)

x—=F(x)= , sur ]0,+oof.

1

i) PourF(x)zflx Wiprs

dt, on montrer que la fonction
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est continue sur ]—1,1[. on a t — 1— t2 est une fonction continue sur ]—1,1[ , en plus la
fonction t — +/1— t2 est continue aussi sur |—1, 1], alors la fonction t — ———— est continue

Vv1—t2

sur |—1,1[, d’ot la fonction F est dérivable sur ]—1, 1[ et la fonctin dérivée est donnée par

x—F(x)= .
1—x2

Exercice 2.2

i) Pour répondre a la premiere question il suffit de montrer que la fonction

arctan (t)
1+ t4

2

t—f(t)=

est continue et en plus 0 € I.

On a les fonctions suivantes
t —arctan(t) et t— 1+t

sont continues sur R, alors la fonction

arctan (t) )
t— f(t )—T est continue sur R et 0 € R.

Donc F est définie, continue et dérivable sur R.

ii) Calculons F’(x), on a

arctan (x)

F'(x)=
(x) 1+ x4

, pour tout x € R.

x arctan (t)
0 1+4¢t+ 7
a) Six>0,alors YVt €[0,x],ona

X
t t t
arctan (x) 20=>J arctan ( )dt>
0

1+ x4 1+t

iii) Etudions le signe de F (x) =

C’est-a-dire F (x) > 0.

b) Six <0, alors Vt €[x,0],ona
0
t t t
arctan (x) < 0 arctan ( )dt
1+ x4 . 1+t

14 t4

N J arctan ( t)

— F(x)=0.

iv) Montrons que F est une fonction paire.
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La fonction F est définie sur R et

F(—x)=f arctangt)dt’
. 1+t

par le changement de variable suivant

cela veut dire

1+u* 1+u*

Flex) = J _arctan(—u)du:f arctan(u)du
0 0

= F(x).

D’ou le résultat.
Exercice 2.3

On a la fonction f est définie par :
x— f(x)= f e ’dt, avec f (0) =0,
0

. 42 . .
la fonctin t — e~" est continue sur R avec 0 € R, alors Vx € R la fonction x — f (x)

X

est dérivable etona x — f'(x)=e" ® cette fonction de son toure est dérivable

pour tout x dans R eton a x — f ”(x) = —2xe™* .
Exercice 2.4
i)Onax— F(x)= f 1x cos(Int)dt, par I'intégration par parties avec le changement

de variable suivant

u(t)=-cos(Int) u’ (t) :—% sin(Int)

Vi) =1 v(t)=t,

on a

X

F(x) = J cos(lnt)dtz[tcos(lnt)]’1‘+f sin(Int)dt
1

1
= xcos(lnx)—1+G(x),

alors, on trouve
F(x)—G(x)=xcos(lnx)—1. (2.28)
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ii) Pour la fonction x — G (x) = f 1x sin(Int), de la méme facon on pose

u(t)=sin(Int) u(t)= %cos (Int)

V() =1 v(t)=t,

on peut écrire

X

G(x) = J sin(lnt)dt:[tsin(lnt)]’f—f cos(Int)dt
1

1

= xsin(Inx)—F (x),

on trouve
F(x)+G(x)=xsin(Inx). (2.29)
D’apres (2.18) et (2.19), on obtient
1 .
F(x)= 3 [xsin(Inx)+ xcos(Inx)—1],
et
1
G(x)= 5 [xsin(Inx)—xcos(Inx)+1].
Exercice 2.5
i) On utilise 'intégration par parties telle que
, 1
u(t) =1In(t) u'(t) = "
s
1 1
vV(t)=— __ -
=2 v()=—7,
ce qui ameéne a la primitive suivante
X X
In(t In(e) 7" 1
F(x) = J n( )dt= [— n( )} +J —dt
. t2 t o, t?
In(e)T" [-17" 1
- [ [2] L
t 1 t 11 X X
3 . - : o : x) :
ii) D’apres la premiére question la primitive de la fonction x — sur I'intervalle
X
10, +o00[ est donnée par
1 1
x—F(x)=— n(x)__+1.
x
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Exercice 2.6

1
i) On a la fonction définie par t — + 1 + t3 est continuet implique t — ———
Vit

est continuet avec 0 € [0, +09[, alors la fonction F est dérivable sur [0, +00[ .
ii) D’apres la premiére question on a Vx € [0,+00[, F'(x) = ———>0
_ _ ) V1+x3
ce qui preuve la croissance de la fonction F.

iii) Pour Yt € [0,+00[, on a

1
—  <1e=1<V1I+t3e=1<1+t°=20< 13,
V1+1t3
alors
1
— <1,
v1+1t3
implique

X 1 X
——dt < dt = F(x) <«x.
J, 7=,

On détermine la fonction primitive x — F (x) des fonctions x — f (t)

Exercice 2.7

qui vérifiée la condition suivante :
F(a)=0, ae€l.
1) La fonction x — f (t) = 2te™", on utilise 'intégration par parties, posons

u(t) =2t u'(t)=2

Vi(t)=e" v(t)=—e",

alors
F(x) = J 2te_fdt:[—2te_t:|:+2J e 'dt
0 0

= [—Zte_t]z -2 [e_t]: =—2xe " —2 (e_x — 1)

= 2—2¢"(x+1).

2) La primitive de la fonction x — f (t) = t?>In(t) est donnée par l'intégration par parties

1
u(t)=1In(t) w(t)=-

V() = t? v ()= %tB,
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on trouve

X

F(x) = f tzln(t)dtZ[%tsln(t)]x—%J t2dt

- [1owo] bt towo-tpes

1

1 1 1
= =x° (ln(x) - —) +=.
3 3 9
3) La primitive F de la fonction x — f (t) = ln(tz) =2In(t), on pose

u(t)=1n(t) u'(t)=%

v (t) =2 v(t) = 2¢t,

on peut écrire

X

F(x) = f 21n(t)dt=[2tln(t)]’l‘—2f dt

1

= [2tIn(t)]] —2[t]] =2xIn(x)—2[x—1]

= 2x(n(x)—1)+2.
4) On donne la primitive de la fonction x — f (t) = (2t + 1)sin(t), on prend

u(t)y=2t+1 u'(t)=2
v/ (t) =sin(t) v(t) =—cos(t),
on obtient

F(x) = f (2t +1)sin(t)dt = —[(2t + 1) cos ()]} + [sin(t)]]
0

= 1—(2x+1)cos(x)+sin(x).

Maintenant on donne les résultats directement.

5) La primitive de la fonction x — f (t) =In(t + 2) est la suivante
F(x) :J In(t+2)dt=x(In(x+2)—1).
0
6) La primitive de la fonction x — f (t) = (t + 1) e?' est donnée par

F(x)=f (t+1)e*dt==[(x—1)e* +1].
0

N | =
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2

7) F la primitive de la fonction x — f (t) = e *' cos(t), par I'intégration

par parties deux fois successive, on trouve
* 1
F(x)= J e 2tcos(t)dt = c [e72* (sin (x) —2cos (x)) +2].
0
8) La primitive F est définie par :

F(x)= f [In(t)]*dt =x[(Inx)*—2(In(x)—1)]—2.

Exercice 2.8

T
On a pour tout x € [O, E] s

sin(x)

F(x)= v 1—t2dt,

0

T
i) Montrons que la fonction F est dérivable sur [0, 5] , On pose

x —u(x)=sin(x)
= F (x) = (Gou) (x),
xr—>G(x)=f;\/1—t2dt

pour cela il suffit de montrer que les fonctions x — u(x) et x — G (x) sont dérivables

T
sur [O, 5} , alors on a

x — ' (x) = cos (x) = 0, sur [0, g] et u([O, gD —[0,1], (2.30)

et la fonction
x — v/ 1 —t2 positive et continue sur [0,1],

implique que la fonction

xr—>G(x)=J v1—t2dt

est dérivable sur [0, 1], alors on conclue que la fonction F = Gou est dérivable sur [0, g] ,

ou

F'(x)=u'(x)F (u(x))=cos(x)4/1—sin*(x)

= cos (x) 4/ cos2 (x) = cos (x) |cos (x)| (2.31)

=cos?(x),Vx € [O, g}

’ 2 ’ 2 4 ’

Polycopié d’Analyse 2 81 Université Djilali Boundama Khemis Miliana



Exercices corrigés Chapitre 2. Intégrales définies

d’aprés (2.21) on a
1+ cos(2x)

F'(x)=cos?(x)= 5

la primitive de F’ est donnée par
F(x)= 1x + 1sin(2x) +C
27 4 ’

avec
sin(0)

0
F(0)= Vl—tzdt:J V1—t2dt=0
0

0
donc C = 0, c’est-a-dire
F(x) 1 + L sin (2x)
x)==x+ —sin(2x).
2 4

iii) Calculons fol v1—t2dt,ona

1
| vimEa=r(3) =35+ 3m(25) =%
0

2 22 4

Exercice 2.9

Supposons que y € ]x;, x;,,[ et on note

my = inf{f (x),x € [x, 11}, npy ) =nf{f (x),x €[x;, ]},
Ny, = (), x €y, x 1}, My=sup{f (x),x € [x;, X411},

N[xl,)’] = Sup{f (x)sxe[xl:y]}s N[y,le] :Sup{f (X):xe[y’xl+1]}-

1) On montre que

L(f,P1) < L(f7p2):

il est évident de voir que

my (X1 — %) S g 1 (0 = x) + 10, (i —¥),s

alors
-1 n—1
ka (e =20 +my (X4 — X)) + Z My (Xpy1 = Xp)
k=0 k=I+1
-1 n—1
< My (Xpes1 — X)) + 1y (Y —x) + 10y 50,1 (G —Y) + Z My (Xje1 — Xi)
k=0 k=I+1

cest-a-dire

L(f,p1) = D i (i1 —x) < L(f,p5).
k=0
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2) On démontre I'inégalité suivante

L (f9p2) < U(f:pZ))
d’apres la définition on a

N1 (= x) 1y 00 1O = Y) S Ny 1 (0 —x0) + Ny 1 (5 — ),

implique
-1 n—1
ka (X1 = Xi) + gy ) (Y —x) + 1y 1 (0 —Y) + Z My (Xjes1 — Xi)
k=0 k=1+1
-1 n—1
< ZMk (41 = X) + Ny )V =) + Npy 1 (e — ) + Z My (Xps1 — X)),
k=0 k=l+1
d’ou

L(fapz) < U(f:p2)

3) On prouve que
U(f:pZ) S U(f’pl)a

on a
Niwy1(r = x1) + Npy v (e — ) <My (40 — x9),
alors
U(f,p2)
-1 n—1
= ZMk (Xps1 = X5) + Ny y1 (V=) + Npy e 1 (e — ) + Z My (X1 — Xi)
k=0 k=it1
-1 n—1
< ZMk (e = x0) + My (g — ) + Z My (g1 — X4)
k=0 k=l+1

n—1
< ZMk (xk+1 —Xk) = U(f;pl)
k=0

Exercice 2.10

1-La fonction définie par x — f; (x) = e*.

i) D’apres la définition, la somme de Darboux inférieure est donnée par :

n—1
L(f1,p) :ka (Xpp1 —X1), (2.32)
k=0
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avec
1 .
X1 — X = o et my =inf{f (t),t € [x}, X311},
on sait que la fonction x — e* est strictement croissante sur [0, 1],alors

n—1

k
LUfp)= =D e, xo =2,
n n
k=0
c’est-a-dire . )
I ¢ 1y 1k
LUfrp) == et =—> (")
nk=0 nk:O
on sait que
n—1 Nk
()
k=0

S . 1
est une somme d’une suite géométrique de raison q = er, alors

1/ 1—e
L(fi,p)= —( 1 ) (2.33)
n\1]—en
ii) la somme de Darboux supérieure est donnée par
ne
U(f1p) = D My (X1 — X, (2.34)
k=0
ou
1
X1 — Xk = 0 et My =sup{f (t),t € [xp, X1},
alors .
I k+1
U(fi,p) == D €%, Xppq = ——,
né n
c’est-a-dire
o) =22 =I5 = 2 () 229
M=o k=0
Par le développement limité au voisinage de +00, on a
1 1
en=1+-+0 (—)
n n?
alors
. .1 1—e .1 1—e
Jm L (fr,p) = lim (1 _e%) = im ~ (ﬁ) =e—1, (2.36)
et
1 1— 1 1 1-—
11m U(fl,p)— hrn —e%( el): lim —(1+—) (%)=e—1, (2.37)
oon 1—en n—+o0on n ]__]__H
d’ou

e—1= lim L(f,p)<L,(f,p)<U (fi,p) < lim U(f,p)=e—1,
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Ccest-a-dire
L+ (fl:p) = U_(fljp) =e—1.

Donc la fonction f; est intégrable sur [0,1].

2-La fonction x — f, (x) = x.

i) On a la somme de Darboux inférieure de la fonction f, est définie par

n—1
L(f2:0) = D g (X1 — X)), (2.38)
k=0
la fonction x — x est strictement croissante sur [0, 1], alors
15 1<
RN EE —ZZ =),
Ly k=
ii) la somme de Darboux supérieure est donnée par
U (f2P) = D My (X1 — X1, (2.39)
k=0
c’est-a-dire )
I (k+1 1 (n*+n
U(fo,p) = —Z( ) =— ( ) (2.40)
ne n n 2

Lorsque n — +090, on obtient

1 i - : 1
5= dm LU p) S Ly (fp) SU(foop) < lim U(fyp) =5,

c’est-a-dire
_ 1
L+(f25p):U (f2:p):§

D’ou f, est intégrable sur [0,1].

3-Pour la fonction définie par x — f;(x) = x2.

i) On a
n—1
L(f3,p) :ka (p1 — X)), (2.41)
k=0

la fonction x — x? est croissante sur [0, 1], alors

n—1

LUM))Z%Z() ngzkz 1)n(32n—1) o1

k=0

ii) la somme de Darboux supérieure

1o (k+1)? D(2n+1
U(fg,p):;kz_(;( : ) :”(”+6)n(3”+ ),n21. (2.42)
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Sin — 400, on trouve

1 i - . 1
5= im L(f,p) S L. (f,p) SU™ (fop) < lim U(fo,p) =3,

implique
_ 1
L+(f3sp):U (f?np):g

Par conséquent f; est intégrable sur [0,1].

4- La fonction x — f,(x)=—x+3

i) On a
f4: ka (Xps1 — XK), (2.43)

la fonction x — —x + 3 est décroissante sur [0, 1], alors

1

L(fp) = % ( k+1 ):iixf+1 )

k=0

1 (n*+

= ——(“ “)+&n21
n2 2
ii) la somme de Darboux supérieure
15 n(n—1)

sD =——F+3,n=>1. 2.44
f4 nZ ( ) 2n? ( )

k=0

On passe a la limite pour n — 400, on trouve

® = tim L(fp) <L (fop) SU(fup) < lim U(fp) = 2,

2  n—+4oo

alors c
L+ (f4:p) =U" (f4:p) = E

Donc f, est intégrable sur [0,1].

1
5- La fonction définie par : f5 (x) = Exz —2x.

i) Ona
n—1
L(fs,p)= ka (Xps1 — XK), (2.45)
k=0

. 1 .
la fonction x — Exz — 2x. est croissante sur [0,1], alors

- S50 -5

(n—1)n(2n—1) n(n-—1)
= — ,n=>1.
12n3 n?
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ii) la somme de Darboux supérieure

Uhap) = 1“[_(k+1) _2k+1]

ne 2 n n
_ i"_l(kJrl)z_g“Z_l:(kJrl)
2nk:0 n ne— n

n(n+1)(2n+1) n?+n
= - ,n>1.
12n3 n?

Lorsque n — +090, on trouve

> - : 5
—¢ = dm L(fs,p) < L, (fs,p) U™ (fs,p) < him U (fs,p) =—,

alors c
L. (fs,p)=U (fs,p)= _6-

Donc f5 est intégrable sur [0,1].

6- Maintenat pour la fonction x — fg(x) =2e*+1

i) On a
n—1
L(fs,p) = ka (Xp1 — X)),
k=0

la fonction x — 2e* + 1 est croissante sur [0, 1], alors

LUop) = —Z[ () +1]=2
- Gz

ii) la somme de Darboux supérieure

U(fsp) = %Z[zekfﬂ]:% (e%)k+1+%21

S 25

k=0 k=0

. 1 L
Sin— 400, alorsonaer =1+ % +0 (%) et en plus, on peut écrire

2e—1= nlg-nooL (f6:p) < L+(f6’p) < U_(f65p) < nEE—nOOU(f&p) = 26_1)

c’est-a-dire
L+ (f6’p) =U" (f6:p) =2e—1.

Donc f, est intégrable sur [0,1].

(2.46)
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chapitre 3

Equations différentielles du premier ordre

3.1 Généralités

Définition 3.1.1

On appelle équation différentielle ordinaire du premier ordre toute équation de la forme :

F(x,y,y')=0, (3.1)

ou y la fonction inconnue de la variable indépendante x et y’ la dérivée de y.

On peut écrire 'équation (3.1) sous la forme :

y'=f(x,y). (3.2)
Exemple
/—y2+1sinX‘ Ld —lcos(x)dx (y >0); dy Xy (y #0)
Y > /7 Yy 5 > Y C dx ma Yy

sont des équations différentielles du premier ordre.

Solution d’une équation différentielles du premier ordre
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