chapitre 7

Intégrales indéfinies

1.1 Intégrale indéfinie

Primitives d’une fonction

Définition 1.1.1

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. On appelle primitive de f sur I, toute

fonction F définie et dérivable sur I, telle que :

F'(x)=f(x), Vxel. (1.1

Exemple
f! La fonction
x — F(x)=arctan(x)+C, CE€R,

est une primitive de la fonction définie sur R suivante :

1
14+ x2

x o f (x)=

On a pour tout x € R,

+0= ! =f(x).

F'(x) = (arctan(x)+ C) = =
()= (arctan (x) + €)' = 3775 1+x2
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Théoréme 1.1.1

Soient f une fonction et F sa primitive sur I. Alors toute primitive G de f s’écrit sous la

forme suivante :
G(x)=F(x)+C, Vxel. (1.2)

ou C est une constante arbitraire.

Preuve.
SiG(x)=F(x)+C alors G'(x) = F’(x) et comme F’'(x) = f (x) donc G’ (x) = f (x). De l'autre

c6té si la fonction G est une primitive quelconque de f alors on a
(6 —F)(x)=G' ()~ F (x)=f (x)— f (x) =0,
d’ou 1a fonction G — F est une fonction constante sur l'intervalle I, c’est-a-dire
G(x)=F(x)+C.
D’ou le théoreme est prouvé. O

Maintenant, on présente la définition de l'intégrale indéfinie comme suit :

Définition 1.1.2

L'ensemble de toutes les primitives d’'une fonction f définie sur un intervalle I est appelé

intégrale indéfinie de f. On le note

f f(x)dx, pour x €1. (1.3)

-¢"Remarque
Si une fonction F est une primitive de f, alors on écrit

ff(x)dx=F(x)+C, (1.4)

ou C est une constante réelle arbitraire.

1.1.1 Existence de 'intégrale indéfinie

La condition suffisante d’existence de I'intégrale indéfinie d’'une fonction f .

Nous admettrons le théoréme suivant.
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Théoréme 1.1.2

Toute fonction continue f sur un intervalle I C R admet une intégrale indéfinie F sur cet

Chapitre 1. Intégrales indéfinies

intervalle.

-¢"Remarque
| La réciproque de ce théoréme est fausse.

Preuve.

Pour montrer ce résultat il suffit de prendre un exemple. Soit F la fonction définie par :

x%sin(1), six#0
F(x)=

0, six=0.
La fonction F est la primitive de la fonction suivante :

—cos(%)+2xsin(%), six#0
F'(x)=f(x)=

0, six=0.
On voit que la fonction f n’est pas continue au point x = 0. O

Rappelons que : toutes les fonctions classiques, les polynémes, la fonction x — e*, les fonctions
Xx +— sinx, x — cosx sont continues sur R, la fonction x — Inx est continue sur ]0,+0o0[, les

fractions rationnelles sont continues sur leur domaine de définition.

Dans tout ce qui suit, C désignera une constante réelle arbitraire.

1.2 Quelques propriétés de I'intégrale indéfinie

Théoreme 1.2.1

Si deux fonctions sont identiques, alors leurs intégrales indéfinies peuvent différer seule-

ment d’une constante.

Preuve.

Voir la démonstration du théoréme 1.1.1 O

Voici la réciproque du théoreme précédent.
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indéfinie

-¢"Remarque
Pour prouver que deux fonctions different d’'une constante additive, il suffit de démontrer

que leurs dérivées sont identiques.

Théoréme 1.2.2

Soit f une fonction dérivable. Alors

Jf’(x)dx:f(x)+C. (1.5)

Preuve.

La fonction f étant la primitve de f ’, le résultat est démontré. O

Théoréme 1.2.3

Soit f une fonction continue. Alors on a

U f(X)dX) =f(x). (1.6)

Preuve.

On a

ff (x)dx =F(x)+C,
ol, la fonction F est une primitive de f, ainsi
U f(X)dX) = (F(x)+C) = f(x).

D’ou, le résultat. O

Théoréme 1.2.4

Soit f une fonction continue. Alors on a

J?Lf(x)dx=kff(x)dx+c, YA ER. (1.7)

Preuve.

Supposons que F est la fonction primitive de f c’est-a-dire F’(x) = f (x) et on a aussi

(AF (x)) = Af (x).
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Donc l'intégrale devient

J()LF(x))/dx=lF(x)+C=A(F(x)+C1)=7LJf(x)dx,C1 eR.

Le théoreme est prouvé.
Exemple
fg On considere I'intégrale suivante

23 d
I_J V3(x+1)* *

onal—z—getf(x)—; alors
V3 2

(x+1)

I—z—gf ! dx———23 +C
W3 (x+1P 7 V3B(x+1)

Théoréme 1.2.5

Soient f et g, deux fonctions continues. Alors

J [fG)Fg() ]dx = J f(x)dxiJ g(x)dx +C.

(1.8)

Preuve.

Soient F et G des primitives des fonctions f et g respectivement :
F'(x)=f(x) et G'(x)=g(x),

alors
(F()F G()+C) =f(x)Fg (x),

et par l'intégrale indéfinie, on obtient

f (f o) Fg(x))dx = J (F(x)F G(x)+C) dx

=F(x)1G(x)+C=Jf(x)deJg(x)dx.

Donc le théoréme est démontré.
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Exemple

fg Soit I'intégrale indéfinie

I= (cos(2x+1)— L + ! )dx
B x2—1 /1—x2 ’

ona

1—x2

I=fcos(2x+1)dx—J 21 dx + #dx
x2—1

1 1 +1
=—sin(2x+1)——ln(x )+arcsin(x)+C.
2 2 x—1

On présente les primitives de certaines fonctions usuelles :

1) [ kdx =kx+C,I=R.

n+1

2) [ x"dx=>—+C,neN,I=R.
n+1
3)fidx=_—1+c neN*—{1},I =R
xn (n—1)xn1 ’

4)f—dx_f+c neN"—{1}, =R*.
S)fexdx=6x+C,I=]R.

6)f %dx=1n|x|+C,I=R*.

7)f sin(x)dx =—cos(x)+C,I =R.
8)fsin(ax+ﬂ)dx=—%cos(ax+[3’)+C,a7é0,I=]R.
9)f cos(x)dx =sin(x)+C,I =R.

1O)fcos(ax+ﬂ)dx=%sin(ax+ﬂ)+C,a7éO,I=R.

1 T
11)f cosZ(x)dX :tan(x)+C,I:]R—{5+k7r,k€Z}.

12)f ——— dx=cot(x)+C,I=R—{kn, k€ Z}.
sin ( )

ax

ax _e
13)fe dx = "

+C,a#0,I =R.
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14)f sinh(x)dx =cosh(x)+C,I =R
15)f cosh(x)dx =sinh(x)+C, I =R.

16) [

1
————dx =tanh(x)+C,I=R

coshz(x)
17 dx=cothx +C,I=R5
)f smh2 (x)
18)f1 x2dx=arctan(x)+C,I=R
19)f 2dx =arcsin(x)+C,I=1-1,1[.
—X
_1 _ _
ZO)f 1/1_7x2dx =arccos(x)+C,I=1-1,1].
21)f1 xzdx: funcarccot(x)+C,I =R.
22 ! dx = inh +C,I=R
)fm x = argsinh (x) , I =
1
23)f mdx=argcosh(x)+€,I=]1,+oo[.
1 1+x
24)]1 ~dx =argtanh(x)+C = ;In — +C, I=1-1,1[.
1 _ 1 1+x _
25)fXz_ldX—argcoth(x)+C—§ln o +C,I=]—0c0,—1[U]l,+00[.

On a aussi les formules suivantes :

“¢Remarque
Si f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I C R. Alrson a :

1

1)ff (.X')f (X)d m n € N*,
RO
D] e = e Wre
ROP
WO arom te =2 W

)f (x) dx=2/F (O)+C. f (x)>0.

5)ff’(x)ef(x)dx:ef(x)+C.

Polycopié d’Analyse 2 12 Université Djilali Boundama Khemis Miliana



Méthodes d’intégration Chapitre 1. Intégrales indéfinies

frE)

6)ff(x)dx_1n|f (X)|+C. f (x)#0.
fre -1

7)ff2() =t f (x)#0.
CIF{CORPNCIN A COFNIC)

9] 2 () T R

Pour vérifier le tableau et la remarque il suffit d’établir que la dérivée du second membre de

’égalité est identique a la fonction a intégrer du premier membre.

1.3 Meéthodes d’intégration

1.3.1 Intégration par changement de variable

La méthode d’intégration par changement de variable est I'une des méthodes les plus impor-
tantes dans le calcul des intégrales indéfinies.
Pour cela on peut simplifier I'intégrale f f (x)dx, en introduisant au lieu de la variable x une

nouvelle variable t. Si ¢ est bijective, alors on pose :

x=(t). (1.9)

On présente 'expression de cette méthode par le théoreme suivant.

Théoréme 1.3.1

Soient I et J deux intervalles de R et f, ¢ deux fonctions telles que :

f :I - R continue sur [

¢ :J — R de classe C' (J).

Alors,

Jf(X)dx=ff[90(t)]<p’(t)dt+(7, (1.10)

avec x = ¢ (t) et dx = ¢’ (t)dt.

Preuve.
Pour montrer la formule (1.10), il suffit de montrer que les deux quantités considérées ont la
méme dérivée par rapport a x.

La dérivée du premier membre est

U f(X)dX) = f(x).
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En dérivant le second membre par rapport a t ou x est une fonction de variable t et d’apres

(1.9)ona
dx _ /(t)<=)£— L
FTRE dx ¢/ (t)

Par conséquent

Uf[cp(t)]so’(t)dtw) =Uf[so(t)]<p’(t) ;é)w) =fle®]=f ().

D’oli les dérivées par rapport a x des deux membres de I'égalité (1.10) sont égales. O

Exemple

fg Calculer

1
dx.
4+ x2

. . . X X
En faisant le changement de variable suivant : t = 3 et dans ce cas, on a dt = B en

remplacant dans I'intégrale, on obtient,

1 1 1 1
——dx=- dt = —arctan(t) + C,
f4(1+(§)2) ;) et

Donc, on a

Exemple

fg Calculer
J N
Vitxz

par le changement de variable suivant : t = x+ +/1 + x2 on peut déterminer x et dx, ou

t2—1 1 (t 1)
2t 2 t)’
c’est-a-dire

t2—1 t?>+1 1 1 1t2+1
Vi+xz=t— = s dx:—(1+ )dtz— dt.

1+x2=t2—2tx+x% x=

2t 2t 2 2 2 2

Reportant 'ensemble dans I'intégrale donnée, on obtient

1 2t 1t%2+1 dt
—— dx=| —= dt = —=1n|t|+C=1n‘x+ 1+x2|+C.
V1+x2 2412 t2 t
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1.3.2 Intégration par parties

L'intégration par parties est une méthode qui permet de transformer I'intégrale d’'un produit
de fonctions en d’autres intégrales, dans un but de simplifier le calcul.
Alors un grand nombre d’intégrales se calculent par cette méthode d’intégration qui est donnée

par le théoréme qui suit :

Théoréme 1.3.2

Soient f et g deux fonctions dérivables. Alors on a

ff(X)g’(X)dX=f(X)g(X)—Jg(X)f’(X)dX+C- (1.11)

Preuve.

D’apres la formule (1.4), on peut écrire

fx)gx)+C= f (f () g (x)) dx = J [fF()g (x)+g(x)f’(x)]dx.
On en déduit
f(X)g(X)+C=ff(X)g’(X)dX+fg(X)f’(X)dX-

D’ou la preuve est terminée. O

Cette formule est utilisée pour calculer les intégrales du produit d’'un polynéme par une fonc-

tion usuelle ( sinx, cosx, e, Inx,...).

Exemple
f! Calculer

J In(x)dx.

On Pose ;
f(x)=Inx f’(X)=;
et — et
g'(x)=1 g(x)=1x,

d’apres la formule (1.11), on obtient

Jln(x)dxlen(x)—Jdx+C:x(1n(x)—1)+x+C.
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Exemple

f! Calculer

J x arctan (x)dx
Posons ,
/
_ x)=
f (x) = arctan (x) fr(x) 1+ x2
et - et
2
/ _ X
g'(x)=x g(x)=—.
2
Alors on a
2 1 2
xarctan(x)dx = X arctan (x)—= X dx +C
2 2 ) 14 x2
2 1 2+1-1
- X arctan (x) — = X—dx +C
2 2 1+ x2
2 1 1
= x—arctan(x)—— (1— )dx+C
2 2 14 x2
x? 1
= 3 arctan (x) — > (x —arctan(x))+C
+ 2 2
= X arctan(x)—x— +C.
2 2
“¢Remarque

La pratique aussi montre qu'un bon nombre d’intégrales susceptibles d’étre calculées par

la méthode d’intégration par parties peuvent étre classées en trois groupes :

i)Jf (x)In(x)dx, ff (x)arcsin (x)dx, ff (x)arccos(x)dx,

Jf (x)arctan (x)dx, Jf (x) (arccos (x))* dx, Jf (x) (arctan (x))*dx,
dans le cas ou f admet une primitive.
ii)Jp (x)cos(ax)dx, Jp (x)sin(ax)dx, Jp (x)e* dx,

ol P (x) est un polyndéme et a € R et dans ce cas, on pose p (x) = f (x).

iii) J e cos(PBx)dx, f e sin(Bx)dx,(a,p €R), f sin(Inx)dx.
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-¢"Remarque
i) Pour la plupart des intégrales, on l'intégre plusieurs fois par parties.

ii) Parfois on effectue un changement de variables puis on passe a I'intégration par parties.

1.3.3 Primitives d’expressions rationnelles

N (x)

D (x)
tivement, peuvent étre intégrées par une méthode qui s’appelle la décomposition en éléments

Les fonctions de forme f (x) = (N (x) : Numérateur, D (x) : Dénoménateur) respec-

simples. Dont on peut intégrer la fonction f.

On présente la définition de I'élément simple

Définition 1.3.1

On appelle élément simple toute fraction de la forme :

1) Premiere espece

fl(x):(x—La)m’ (1.12)
ou A, a étant des nombres réels et m € N*,
2) Deuxieme espéece
folx)= s (1.13)

[ —a)*+p2]"

oU A, B, a, 3 étant des nombres réels (8 # 0) et n € N*.

Pour déterminer l'intégrale indéfinie de la fraction f; (x), on utilise le changement de va-

riables :
u=x—a —> dx=du

Jfl(X)dx = J%dszJ Ly
(x—a) um

Aln|x—a|+C, sim=1

on obtient :

W+C, sim>1.

Et pour l'intégrale indéfinie de fraction f, (x), on applique le changement de variables :

Ppu=x—a=— dx = fdu,
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on trouve
Ax+B APu+Aa+B
(x)dx = f —dx = | —————=du
sz [(x—a)2+/52] [B2u2 + 2]

B Ap? udu N Aaf3 + 3B du

o B2 | (u2+1)" B2n (w2 +1)"

. A udu N Aa+B du

B | (u241)" 0 Bl (w2 +1)"
on note par :

[ = udu et J — du
" @+ 1)" @+ )Y

1) Maintenant pour calculer I'intégrale I,, on pose

2 — dt=2udu

[ = udu _1 @
" @+t 2]

%1n|t|+C, sin=1

t=u

etona

km'i‘c, sin>1

sinju?+1|+c, si n=1

- { .
— +C, sin>1
\ 2(n—1)(u2+1)

Finalement on trouve :

2) Lintégrale indéfinie

J = du
") @2+

s’obtient par l'intégration par parties et la formule de récurrence a la fois.
Pour cela, on pose le changement de variables suivant :
1 —2nu
n dt = ———7du
(uz+1) (uz+1)
==

ds =du s=u,
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alors

;= du
no (w2 +1)"

u n nu d
@+ ) @
( 2
u u
= W-FZH Wdu
J @+1)
_ u +on [ 1+u®2—1
@+ J (u2+1)”+1

u r
= — 42
(w2 +1)" * nJ (u2 + 1) J (u? + 1)”+1

u
= ——+2nJ,—2nJ,.4,
(u2+1)n n n+1

D’oti la propriété de récurrence P (n) est donnée par la formule suivante :

2n—1 5 .
Jpp1 = 2 J, + 3 —,nEN
n x—a
Zn[(T) +1]
avec
1 —
J, = f +dx = —arctan(x a) +C.
(x —a)’+ p2 B B
Exemple

ﬁ Calculer I'intégrale suivante

J _f du
2 (w2 +1)>

Intégrations par parties a partir de

on prend
—2
S dt = —=_du
uz+1 (uz2+1)
==
ds =du s=u,
alors

du u u"+1-—1
Ji= = + sdu = + ———du
uz+1  u?+1 (w2 +1) u?+1 (u2+1)

u u
= +2 +2J,—2J
uz+1 fu2+1 f(u2+1) u2+1 ! 2
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D’ou
g=tr+i % e
279" o241
on a J; = arctanu, donc
7. = du
2 (2 + 1)
1 1
= —arctanu+ —
2 2u2+1
1 — 1 XxX—a
= —arctan(x a)+—[5(—2)
20 p 2(x—a)*+ p2

Et d’apres (1.13), on obtient pour n = 2,

A udu Aa+ B du
JfZ(x)dx - ﬁf(uzﬂ)2+ p? f(u2+1)2

= A +Aa+B|:iarCtan(x_a)
2((x—a)+p2) B> L2B B
1 Bx—a) ]+c
2(x—a)’ + 2

Théoréme 1.3.3

Toute fonction rationnelle se décompose d’'une maniere unique sous forme de somme finie

d’éléments simples de premiére ou et deuxiéme espéces (1.12) et (1.13) respectivement.

1) La forme générale de la décomposition en éléments simples :

Si
degN (x) < degD (x).
Soit la fraction rationnelle f (x) = (x) avec
D(x)

D(x)=(x—a)"[(x—a)* + 2],

alors f (x) se décompose d’'une maniere unique sous forme de :
a,; + a, - ap, A;x + B, Ayx + B, — A,x +B,
x—a (x—a) (x—a)"  (x—a)’+ p2 |:(x—0L)2+[32]2 [(X—a)z—l—[jz]n

fx)=

Exemple

fg Calculons I'intégrale indéfinie suivante :

dx
Il:f(x+1)(x2+1)’ x# =L
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onaN(x)=1letD(x)=(x+1) (x2 + 1), la décomposétion de

1
(x+1)(x2+1)

est donnée par :

1 1
1 a bx+c —3 3

en intégrant

1 1 2x
= ——Inlx+1]+~
2 4) x2

Exemple

fg Calculons

X

1 1 1x+1 1 1 1
I, = —— + = dx = —— dx + =
2x+1 2x2+1 2] x+1 2| x2+

X+
= + =
(x+1)(x24+1) x+1 x24+1 x+1 x2+

X
x2+1

1
2
1

x
1

2

1

1f
+_
2

X
x2+1

1

RN
2] x2+

1 1 1
= —§1n|x+ 1]+ Zln(x2+ 1)+ Earctan(x)+C.

42
I, = X de,
(x—2)(x+1)
on a
x%+2 a b c d
3 = + 2 T 3T
(x—=2)(x+1) x+1 (x+1) (x+1)P° x-2
2 1 2
- o 4,78 1 5
x+1 (x+1)7° (x+1)7° x—2
alors l'intégrale est devenue
2 1 1 1 1 2 1
I, = —= dx + = 7dx — zdx + —
9) x+1 3) (x+1) (x+1) 9) x—2
2 1 1 1 1 2
= ——In|x+1]—= + - 5+ —In[x—2[+C
9 3x+1 2(x+1) 9
2 [x—2 1 1
= =In - + 5+ C
9 |x+1| 3(x+1) 2(x+1)

2) La décomposition en éléments simples :
Si
degN (x) > degD (x).

Dans ce cas en divisant le numérateur par le dénominateur suivant la régle de division euclu-

dienne des polynémes, on peut représenter la fraction initiale comme la somme d’un polynéme

et d’une fraction rationnelle sous la forme :

_ N; (x)
fI=EG+ 5o

, avec degN; (x) < degD (x),

dx

x
1
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Ou E (x) est un polynéme de degré [deg N, (x)—degD (x)].

N
Pour déterminer la décomposition en éléments simples de Dl ((x)), on utilise ce qu'on a vu
x
ci-dessus.
Alors, on a
N; (x)
f(x)dx—fE(x)dx—i—J ——=dx
f D (x)
Exemple

:5 Soit I'intégrale indéfinie suivante :
4
x*—3
I=| ——dx
x2+2x+1
On divise le numérateur par le dénominateur suivant la regle de division des polynémes de

la fraction rationnelle

x*—3
x2+2x+1°
on a . .
_3 —
_*X° =x2—2x+3+—4x ,
x2+2x+1 x2+2x+1
et la décomposition en éléments simples de ~TX7D st donnée par :
x24+2x+1
4x—6  4x—6  a + b 4 10
x2+2x+1  (x+1)7? x+1 (x+1)? x+1 (x+1)7%
donc

x*—3 2
—dx = (x —2x—+—3)dx+
x24+2x+1 (x+1)

1 10
= —x?4+3x+4In|x+1|+ —— +C.
3 x+1

1.3.4 Primitives des fonctions irrationnelles

Il n’est pas toujours possible d’exprimer I'intégrale d’'une fonction irrationnelle quelconque a
I'aide de fonctions élémentaires. Nous allons étudier, dans ce qui suit, les fonctions irrationnelles
dont les intégrales indéfinies peuvent étre ramenées par des changements de variables appropriés

a celles des fonctions rationnelles que nous savons intégrer.

m k P
1- Primitives de type : fR(x,xn,xl,xq,...)dx

m k p
Ou R est une fonction rationnelle en fonction de x,xn,x1,x4,...
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Pour ce type d’intégrales indéfinies on prend

x=u = dx=ru"‘du

avec r est le dénominateur commun des fractions —, Ty
n q

notre intégrale on obtient :

m k B Lo kR 1
Rlx,xn,xl,x9,...|dx= | R{u,u"n,u"T,uq,.. Jru "du.

Exemple

f! Considérons I'intégrale indéfinie suivante :

1+
I= ﬁ, x> 0.
3/_X2

,... En remplacant ces valeurs dans

. 1L 2 \
Le dénominateur commun des fractions B et 3 est égale a 6, alors par l'utilisation de chan-

gement de variables suivant :

x=u® = dx=6u’dy,

on trouve.

u

3
fl_h/_ 1t+u 6u5du=6J(u+u4)du

1 1 1
= 6 C=6[=4 - 5 C.
(zu +5u)+ (2ﬁ+5\/)c)+

m k p
ax+b\, [(ax+b\] (ax+b)\g4
2- Primitives de type : | R x,( )n (—) ,( q .. |dx
P f cx +d cx+d cx +d
: . : : ax+b |
Cette fois on utilise le changement de variables suivant : q- u’, avec
cx
ad —bc #0
alors ib
ad — bc
——dx = ru"tdu
(cx+d)
mk p
ou r est le dénominateur commun des fractions — T
n q
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Exemple

f! Considérons l'intégrale indéfinie suivante :

+1
I= i Y dx, x €]—o00,—1[U[1,+00[.

1

x+1 -

Le ppcm des dénominateurs des exposants est égale a 2, alors par l'utilisation de changement

de variables suivant :

-1 2 t2+1
X = t2 — —de =2tdt avec x = I —
x+1 (x+1) t2—1

on peut écrire

t+1 (—2—1 _\° t(t+1
I=4 t( +1) dt =4 ( ) Sdt
t—1 t2—1 (t—1)(t2—1)
Par la décomposition en éléments simples de la fraction suivante :

t(t+1) . t
(t—1)(2—17° (t—1°(t+1)

on trouve
t 3 1 1 1 1 1 1 1

3 ~Q 2 2t 5 3 T )
(t—1)’°(t+1) 8t—1 4(t—1) 2(t—1)° 8t+1
par conséquent, on obtient

3 1 1 1
I = dt+2 ~dt+ = | ——=dt
2 (t—l) (t—1) 2) t+1
1
= —ln|t—1| — >+ -In()+C
t—1 (t—l) 2
- % ‘ R e
2 1 [x=1 _ TV 2 1
X + §+1 1 ( ﬁ_l) X +

3- Primitives de type : f vax?+bx+cdx

Tout d’abord on commence par rappeler les formules suivantes :

pour tout x € R, on a

1 1
cos?x =1—sin?(x) = = cos(2x) + =,
2 2
2 .19 1 1
cosh®x =1+sinh”(x) = > cosh(2x) + >

sinh? (x) = cosh®x — 1,

Premiercas:Sia=—1,b=0etc=1.

(1.14)

(1.15)

(1.16)
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Exemple

fg Calculer l'intégrale indéfinie suivante :

I:J\/1—x2dx, |x] < 1.

D’apres (1.14), on pose pour t € [—2_71', g}

x =sin(t) = dx =cos(t)dt
et

arcsin(x) = t,

alors

I = f\/l—sinz(x)cos(t)dt:f 4/ cos2(x)cos(t)dt

= Jcosz(t)dt = J (%cos(Zt)+ %)dt

1 1 1 1
= — | cos(2t)dt+ = | dt =—sin(2t)+ =t +C
2 2 4 2

1 1
= 3 sin[2arcsin (x)] + > arcsin(x)+ C.

Deuxiémecas: Sia=1,b=0etc=1.

Exemple

:4 Calculer l'intégrale indéfinie suivante :
I= f vV1+x2dx.

D’apres (1.15), on pose

x =sinh(t) = dx = cosh(t)dt
et

argsinh (x) =t,
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alors
I = f 4/ 1 +sinh®(x)cosh(t)dt = f 4/ cosh? (x) cosh (t)dt
) 1 1
= cosh” (t)dt = Ecosh(Zt) + > dt
1 1 1 1
= —J cosh(2t)dt + —J dt =—sinh(2t)+ -t +C
2 2 4 2
1 . ) 1 .
= y sinh[2argsinh (x)] + > argsinh (x)+ C.
Troisieme cas : Sia=1,b=0etc =—1.
Exemple

ﬁ Calculer l'intégrale suivante
I:J vVx2—1dx, xeR\ ]-1,1[.

D’aprés (1.16), on pose

x =cosh(t) = dx =sinh(t)dt
et

argcosh(x) =t,

alors

I = J y/cosh? (x) — 1sinh(t)dt =J y/sinh?® (x)sinh (t) dt
= fsinhz(t)dtzj(%cosh(Zt)—%)dt:%fcosh(Zt)dt—%Jdt

1 1
= —sinh(2t)—-t+C
4 2

1 1
= y sinh[2argcosh (x)] + > argcosh(x)+C.
Cas générale : Si a # 0 on met le polyndéme
ax?+bx+c

sous la forme canonique comme suit :

2 (2 b C) [( b)2 A]
ax“*+bx+c=alx‘+—x+—-|=al|llx+— ) —— |,
a a
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ou
A = b% —4ac.
On a trois cas différents.

1)Sia>0et A>0.

On peut écrire

f\/ax2+bx+cdx

HOR(EORE

par le changement de variable suivant

S22 = 24y
JA /N

on trouve

J\/ax2+bx+cdx= A f\/tZ—l dt,
4v/a®

d’apres la formule (1.16) on obtient

f\/ax2+bx+cdx

- A [lsinh[Zar cosh(t)]+lar cosh(t)]+C

4/ l4 8 28

= A [lsinh[Zar cosh(zax_'_b)]-l—lar cosh(zax+b)]+c
4/ L4 & VA 2 ME A '

Exemple
fg Calculer l'intégrale suivante

I:Jv3x2+4x+1 dx.

On a

3x?+4x+1==[(Bx+2)*—1],

W~

alors l'intégrale devient sous la forme

I:\EJ vV (Bx +2)*—1dx,
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on pose
t=3x+2=dt=3dx,

alors

1
I = —— Vitz2—1dt
3J§J

1 1
= v [— sinh[2argcosh (3x + 2)] + argcosh (3x + 2)]

2)Sia>0etA<0=—-A>0.

On peut écrire

f\/ax2+bx+cdx

- el ) 2] o= va [ (e ) ()
- R () e

par le changement de variable suivant

2ax+b 2
— 24X =>dt= a dx,

v “T/=

on trouve

1,|—A
J\/ax2+bx+cdx=§ —J\/t2+1dt,
a

d’apres la formule (1.15) on obtient

J\/ax2+bx+cdx

—Al1 1
|2 sinh[2argcosh(t)]+ > argcosh(t)] +C
a L

-2

1.|—-AT1 2ax+b 1 2ax +b
= —\|—| —sinh|2ar cosh( )]+—ar cosh( )]+C.
2\ 2 |z [ & J—A o 18 J—A

Exemple

fg Considérons l'intégrale indéfinie suivante

I=fo2+2x+2dx.
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Onaa=1et A=—4 alors
H2x+2=(x+1)P*+1,

alors
I:J V(x+1)+1dx,

on utilise le changement de variable suivant
t=x+1=dt=dx,
implique

1 1
I = JVt2+1dt:Zsinh[Zargsinh(t)]+Eargsinh(t)—i-c

1 1
= 3 sinh[2argsinh (x +1)] + > argsinh (x + 1)+ C.

3)Sia<0=>—-a>0etA>0.

On peut écrire

9 ( , b c) ( b)z b* ¢
ax“+bx+c = —a|—x"——x——=|=—a|—|(x+— | +-——-
a a 2a 4a?> a

alors on trouve

(= [ (P aem B[ 1 (22

par le changement de variable suivant

—2ax+b:>dt—2—adt
VA VA

on trouve

J\/ax2+bx+cdx— —a— J\/l—tzdt

d’apres (1.14) on obtient

J vVax2+bx+cdx
vA1l 1
= v—a—-=sin(2t)+=t+C
2a 4 2

VvAT1 2ax+b 2ax + b
= — —[—s'n[Zarcs'n( )}+arcs'n( )]+C.
v—a y 2 i i A i A
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Exemple

fg Soit I I'intégrale indéfinie suivante

sz\/—2x2+3x—1 dx.

Onaa=—-2et A=1, alors

—2x*+3x—1 = —2(x2—2x+%):—2[(x—%)2—(%)2]
EORCHI RO
1=G)3dex,

on utilise le changement de variable suivant

alors

t=4x—3=dt =4dx,
implique

2

I = (%)SJ Vi—e2de= (1)6 [% sin[2arcsin (t)] + arcsin(t)] +C

1\°T1
= (E) [Esin[2arcsin(4x—3)]+arcsin(4x—3)]+C.

“¢Remarque
Si le discriminant A < 0 de polynéme ax? + bx + c avec a < 0, alors

ax?+bx+c<0

Ccest-a-dire la racine carrée de
ax?+bx+c

n’a pas de sens.

4- Primitives de type : fR(x, ax?+bx+ c) dx

La méme chose ici, on suit les régles de changement de variables qui sont utilisées pour les

types d’intégrales

f vV ax2+ bx +cdx.
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Exemple

fg Calculons I'intégrale
2

I= X dx, |x|<1.
1—x2
On pose
x =sin(t) = dx =cos(t)dt,
alors, on a
sin? (t) sin® (t)
I = ———~ cos(t)dt = | ———=cos(t)dt = | sin®(t)dt
v/ 1—sin?(t) v/ cos2(t)
_ 1 [1—cos(2t)]dt = 1 dt— | cos(2t)dt | = 1 [t— 1sin(Zt)] +C
2 2 2 2
1 . 1 . .
=3 [arcsm (x)— > sin (2 arcsin (x))] +C
1 . .
=3 [arcsin (x) — 2x cos (arcsin (x))] + C.
Exemple

fg Soit l'intégrale suivante :

On a
osera=(e3) -(5) va=(-3) -(5)
x*—=5x+4=(x—=)] == +4=|x—=] = =],
2 2 2 2
alors
[ 545
I = - 22+2 ~dx
I VE-5-0)
[ —3 5
- - 22 2dx+J 22 2dx,
I Vx-5-0) VeE-3"-0)
on pose
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d’ou

f\/ﬂ%(%)zdﬁf\/%@zdt

1[ 2t 5J
— | —/—/——dt+ = | ———=dt
) ye-G)Y 2 G
2
= tz—(ﬁ) +§argcosh(%t)+C,
2 2 3

(-2 Q) e 35

5- Primitives de type : fR(ex)dx

ce qui donne

Ces intégrales indifinies sont les primitives des fonctions rationnelles et des fonctions expo-

nentielles.
On pose
t=e* = dt=e"dx, (1.17)
ona
I= JR(ex)dx = f @dt.
Exemple

fg Calculons I'intégrale suivante :

On pose t = e*, on trouve

t3 dt t3 t3 t
I = S dt = de=| (t-25)de
t+2 ¢ t2 42 t2 42 t2 42

2t 1
= | tdt— dt=-t*—In(t*+2)+C.
242 2

Donc
I = %ezx—ln(e2x+2)+C.
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6- Primitives de type : fR(sin (x),cos(x))dx

Dans ce type d’intégrales, on fait le changement de variables

t=tan(§), x € |—mn,n[, (1.18)
telle que
Zsin(g)cos(g)
2sin(3)cos( 3 cos2 (= 2tan (> 2
sm(x)= 2 x(2 : gz))c = 2(x (2~)2 X\ (2)x yz’ (1.19)
CoS (§)+sm (E) cos (5)+sm (5) 1+tan2(5) 1+y
cosz(g)
on a aussi,
cos(3) —sin ()
cos?(2) —sin?(%) cos2(2) 1—tan?(%) 1-¢2
cos (x) = 2(x S o(x) 2(x o (x\ X\ 2’ (1.20)
cos (5)+sm (5) cos (§)+51n (5) 1+tan2(5) 1+t
cosz(g)
avec
x =2arctan(t) = dleftzdt. (1.21)
Donc, on peut écrire
, _ 2t 1—-¢*) 2
JR(sm(x),cos(x))dx-JR(1+t2,1+t2)1+t2dt. (1.22)

Exemple

f! Déterminer I'intégrale suivante :

I= de, XER\{E-I-](TC,I(EZ}.
cos (x) 2

D’apres la formule (1.9), on a

1+¢t2 2 1 1
I = dt=2 dt=2 | ——dt,
fl—t21+t2 fl—t2 J(1+t)(1—t)

et par la décomposition de

_ v
(1+t)(1—1t)

en éléments simples, on obtient

=

1 1
= 2 +
Q+)(1—-t) 1+t 1-—¢
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alors

3 3 1 —1
I = 2 2 4+ 2 \de=| —dt— | ——dt
14t 1—t 1+t 1—t¢t

+C,

1+
= In|1+t|—In|1—¢t|+C=In 1

on revient a la variable initiale x, on trouve

Exemple

5 Soit I'intégrale suivante :

I:J;dx, XER\ {kg,kez}.

cos (x)sin(x)

Par le changement de variables, on peut écrire

1 2 1+ ¢2
1+t2 1+¢2

1+1¢t2 1 1 1

_ = — s
t(1—t2) t 1—t 1+t

2
t(1—1t2) t 1—t 1+t

et comme

alors, on trouve

— Injt|l—=Inl—t|—In|1+¢|+C=1n t(ll—jt’:) +C
tan(%)(l-l—tan(%)) c
1—tan(§)

-‘@’-Remarque
1) Si
R(—sin(x) ,—cos(x) )=R(sin(x),cos(x) ),

alors on fait le changement suivant :

t=tan(x) = dt=[1+tan?(x)]dx,
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ou
sin? (x)
i’ (x) = sin? (x) _ cos? (x)
cos? (x)+sin®(x)  cos?(x) + sin?(x)
cos2(x)
_ tan’*(x) t?
© 14tan?(x) 1+t
Et
cos? (x)
cos? (x) = cos? (x) _ cos2 (x)
cos?(x) +sin®(x)  cos?(x) + sin? (x)
cos? (x)
_ 1 _ 1
 14tan2(x) 1+¢2
2) Si
R(—sin(x),cos(x) ) =—R(sin(x),cos(x) ),
an pose
t =cos(x) = dt=—sin(x)dx.
3) Si
R(sin(x),—cos(x) ) =—R(sin(x),cos(x) ),
an pose
t =sin(x) = dt =cos(x)dx.
Exemple

f! Soit I'intégrale indéfinie
1
I - _—de.
1+ sin“(x)

Onposet =tan(x) = dt= [1 + tan® (x)] dx, alors on a

1+t 1 1 1
I = dt = dt=| ———dt
1+221+1¢2 1+2¢2 1+(v2t)

_ 1 V2 _ 1
= ﬁf1+(ﬁt)2dt—ﬁarctan(ﬁt)+c,

d’ot I'intégrale

1
I= E arctan[w/ftan(x)] +C.
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Exemple

f! Calculer I'intégrale suivante

[ sin®(x)
I_Jcosz(x)dx

R(—sin(x),cos(x) ) =—R(sin(x),cos(x) ),

On a

on pose

t =cos(x) = dt=—sin(x)dx,

et I'intégrale devient

I = —Jl_t J dt+fdt_—+t+c

1
= +cos(x)+C.
cos (x)

7- Primitives de type : fR(sinh (x),cosh(x))dx

Dans ce type d’intégrales, on fait le changement de variables

t= tanh(%), x € ]-n,n[,

telle que
Zsinh(g)cosh(g)
g 2En() () 2um() _
S _coshz(g)—sinhz(g) coshz(g)—sinhz(g)_ —tanhz(g)_l—tz’
coshz(g)

la méme chose pour,

cosh? ( ) + sinh? (%)

cosh (x) = cosh? (%) + sinh? (%) _ cosh? (5) _ 1+ tanh? (%) _ 1+ t2
cosh®(%)—sin?(%)  cosh®(%)—sinh®(3) 1—tanh?(%¥) 1-— t2°
cosh®(%)
avec
x =2argtanh(t) implique dx = n _2 t2dt.

Donc, on peut écrire

fR(sinh(x),cosh(x))dx=JR( 2t ,1+t2) 2 dt.

1—t2"1—t2)1—1t?

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)
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Exemple

fg Déterminer I'intégrale suivante :

[ sinh (x)
| sinh(x) + 2cosh(x) X

Par le changement de variables, on a

telle que

2t 2t
_ 1—¢2 2 _ 1—¢2 2
I = 2t 2 1_t2dt - f 204+2(1+t2) 1_t2dt
t 1—t2
t
= 2 dt,
J (t2+t+1)(1—1t2)
t 1 1 1 1 1 2t+1
= +

(t2+t+1)(1—t2) 61—t 21+t 3t2+t+1’

d’ot I'intégrale devient

2t+1
—— —d —dt
l—t t2+t+1

1 2
—§1n|1—t|—1n|1+t|+§1n|t2+t+1|+c

1 X X
——ln‘l—tanh(—)‘—ln‘l—l—tanh(—)‘

3 2 2

+§1n‘tanh2(2)+tanh( )+1‘+C

8- Primitives : f sin (mx) cos (nx) dx, f sin (mx)sin (nx)dx, f cos (mx)cos(nx)dx

On utilise les formules suivantes :

1) sin (mx) cos (nx) = % [sin(m+n)x +sin(m—n)x]. (1.28)
2)sin(mx)sin(nx) = % [cos(m—n)x —cos(m+n)x]. (1.29)
3)cos(mx)cos(nx) = % [cos(m—n)x+cos(m+n)x]. (1.30)

Exemple

fg Déterminons l'intégrale indéfinie suivante :

I= J sin (5x)cos (4x)dx. (1.31)
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D’apres la formule (1.28), on a

I = f [sin(9x)+sin(x)]dx = f sin(9x)dx +f sin(x)dx

1
= 7 cos(9x) + cos(x)+C.

9- Primitives de type : I, , = f cos™ (x)sin™ (x)dx

On a quatre cas :

1) Si m et n sont impairs, on pose
1
m=2k+1, n=2[+1 et t =cos(2x) =>dt = —Esin(Zx)dx,

alors
. 1 k !
— m n —_ —
Ion= J cos™ (x)sin" (x)dx = SYETE J (1+t)"(1—1t) dt.
2) Si m et n sont pairs et positifs, on pose

1—cos(2x) 1+ cos(2x) cos () sin (x) = sin (2x).

2 2

cos? (x) = ,sin?(x) =
3) Si m et n sont pairs et m ou n négatif, on pose
t=tan(x) = dt=(1+t*)dx.

4) Si m est pair et n est impair, on pose

t =cos(x) = dt =—sin(x)dx.
Exemple
:5 Déterminer la primitive suivante :

[= f cos® (x) sin® (x) dx.

On pose

1
t =cos(2x) = dt = —3 sin(2x)dx,

alors, on a

111 1 1
= — [Z cos® (x) — 3 cos® (x) + 5 cos® (x) —cos (x)] +C.
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Exemple

fg Calculer la primitive suivante :

[ sin®(x)
I_Jcos”f(x)dx

t=tan(x) = dt=(1+¢*)dx,

La méthode nous permet de poser

alors,

sin? (x) 1 1
I = dx = | tan? dx = | t*(1+ ¢ dt
J cos*(x) X an” (x) cos? (x) X ( ) 1+t2

1 1
= t?dt = -t34+C==tan’(x) + C.
3 3
1.4 Exercices corrigés
I) Intégration des fonctions de type x — f'(x) f"(x),n>1.

Exercice 1.1

Intégrer les fonctions suivantes :

Xrox 2 __2x—1 :;
filx) = e"(e"+1)7, fz(x)_(xz_x+1)2’ f3(x) x+/In(x)

falx) = e, f5(x)=sin(%x—3), fé(x)=%sin2(x)cos(x)

f2(x) = xvV1+x2 fs(x):x(5x2—3)3, fo(x)=x*v1—x3

fio) = S’ fir () =sin()c0s(x), fia () = tan’ () .

Exercice 1.2

Déterminer les primitives suivantes :

[ —cos(x) cos(x) arctan (x)
W | S0 & “J Vi “J T4

[ cos(x) fln(x)
J arcsin(x)\/l—xzdx’ ()fa+b81n(X)dx’ (6) X dx

[ X T
(7) | —=—=e"*""dx.
J 2vx2+1

e

(4)
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Exercices corrigés Chapitre 1. Intégrales indéfinies

IT) Intégration par changement de variables.
Exercice 1.3

Calculer les intégrales suivantes :

[ 1 b
W) crpaEe @ J o

([ _
4) —"dx, (5) f

J Vx*+ a4

X
dX, (B)J ﬁdx

[

dx,

1
6) | —————d
()JX\/IHZ(X)—l *

f‘; sinh (x) f )
(7) xmdx, (8)f1+4cosh2(x)dx’ 9) | x2v/1—x3dx

1 )J 10(9x +5)’ 100Ox+5) , (ll)fcos[ln(x)]dx,
(7x +5)° X

III) Intégration par parties

[

1

Exercice 1.4

Intégrer par parties les fonctions suivantes

fi(x) = arcsin(x), f,(x)=arctan(x), f53(x)=xsin(x)

fa(x) = In’(x), fo(x)=x"In(x), fe(x)=xIn"(x),

f7(x) = 2xarctan(x), fg(x)=sin(x)sinh(x), f,(x)=arccos(x)
_ sin (2x) B
fio(x) = J—1+cos(2x)dx’ fll(x)_Jx2+a2dX’
oun € N*,

IV) Intégration des fractions rationnelles.
Exercice 1.5

Intégrer les fractions rationnelles

x—2 2x 1 1
W J FETE J seve e ¥ J v @ J 1
1 x3

x“+3x
(9)J(x2+1)(x+1) x (1 )f(x+1)(x+3)(x+5)

V) Primitives de la forme f vax?+ bx+cdx

Exercice 1.6
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Exercices corrigés Chapitre 1. Intégrales indéfinies

Calculer les intégrales suivantes

(1)J(5—3x2)%dx, (Z)J(x2+24x+244 %dx, (3)J (3x*+5) 2

(4)J Vv x —x2dx, (s)f vV x2 4 2x —3dx.

Cas oflI:fR(x, ax:s)dx
cx

Exercice 1.7

Calculer les intégrales

2 —
(1)fx—1dx, (Z)J\ L, (3)f T X, (4)fx X dx.
(2x +1)? x+1 a—x
VI) Cas divers d’intégrales indéfinies
Exercice 1.8
Calculer ce qui suit
()r ——=d ()f d ()f d()J (Inx)d
1 x, (2 x, (3 x, (4) | cos(Inx)dx,
J xvx—1 Vx

r - 1 . (X 3x
(S)J 1+sin(x)+COS(X)dx, (6)f H—Tn(x)dx’ (7)Jsm(z)cos(:)dx’

-
(8) | sin(x)sin(2x)sin(3x)dx, (9)fcos(x)cos(2x)cos(3x)dx,
J

>

(10)Jcos cos( dx (11)Js1n (x)cos?(x)dx, (12)J

cosh? (x) smh2 (x)

cosh? (x) + sinh? (x) 1
US)J cosh (x)sinh (x) dx, (14)J25inh(x)+3cosh(x)dx

Correction

Exercice 1.1

Jfl(x)dx = fe"(e’“+1)2dx=%(e"+1)3+c.

2x—1 1
ffz(x)dx = f(xz—x+1) = —xz—x+1

|
|
+
@)
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Exercices corrigés

Chapitre 1. Intégrales indéfinies

f £, () dx
ff4 (x)dx
f fe (x)dx
Jfa (x)dx
Jf7 (x)dx
ffs (x) gx
ffg (x)dx

p
fro(x)dx

p
f11 (x)dx

p
fi2 (x)dx

Exercice 1.2

r 1 1
——dx = ~——dx =24/In(x)+C.
J x+4/In(x) f v 1In(x)
([ 1
63X+1dX — _63x+1 +C.
J 3

a! 1
sinf =x—3 |dx=—2cos| =x—3 |+ C.
2 2

J
(1 1
= sin?(x)cos(x)dx = =sin®(x) + C.
J 3 9
[ 1
xvV1+x2dx = 5\/(1+x2)3+C.
J
p

2 o\3a._ 1 2 )
x (5x*—3) dx-40(5x 3) +cC.

[ 2
x2V1—x3dx 2—5\/(1—3x2)3+C.

J
== JxA
= e X deZe X +C
J vx+1
([ 1
= | sin(x)cos(x)dx = Esin2 (x)+C.
— i 3 1 dx = 1 4
= ) tan® (x) 05 () X—Ztan (x)+C.
[ —cos(x) le 1 tC.
J sin®(x) 2 sin” (x)
rL(x)dxz—Z 1—sin(x)+C.
J 1 —sin(x)
t 1
rwdx = —arctan®(x) + C.
J 1+x2 2
1 1
dx = = arcsin?(x) + C.
Jarcsin(x)w/l—x2 2
—cos(x) 1 .
) Gx=——Inla+b +C.
Ja+bsin(x) b nla sin ()]
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Exercices corrigés Chapitre 1. Intégrales indéfinies

Ip = 1r1(X)dx=lan(x)+C,c€IR{.
X 2

X 1 v
I, = —— eVl dx = eVt 4 .
7 J2¢x2+1 2

Exercice 1.3

1) Ona
1
Ilzjmdx.
Posons
t? =x = 2tdt =dx
alors
I, = JﬁthtZZJ tzi_ldtZZarctan(t)+C
= Zarctan(ﬁ)+C.
2)
B x _ x
k= dex J\/a4[1_((§)2)2]dx
— lj—a%x dlearcsin( z 2)+C-
2 1_((92)2 2 (a)
3)
I; = f X XZJ o dx
vV x4—a#t \/a4|:((§) ) 1]
1 2 1 X2
= 5J‘de—éargcosh((g) )+C.
4)
_ —X _ —X
" J e J \/a“[(({)z)zﬂ]d"
= —lJaz_z—xdxz—largsinh( X 2)+C.
2 ((5)2)2_’_1 2 (a)
5)

eX —e* .
I, = dx =— dx =—In|1—¢e*|+C.
1—ex 1—ex
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Exercices corrigés Chapitre 1. Intégrales indéfinies

6)
I, = J ! dx % dx
6 — —FdxX = | —(V/—/—=
xy/In*(x)—1 VIn*(x)—1
= argcosh[In(x)]+C.
7)
I, = f ;dx = de
’ x4/1—1n*(x) V1 —1n?(x)
= arcsin[In(x)]+ C.
8)
sinh (x) 1 2sinh (x)
1+ 4cosh”(x) 2 ) 1+4[2cosh(x)]
1
= Earctan[Z cosh(x)]+C.
9)
1
I =fx2\/1—x3dx =—§J—3x2v 1—x3dx
on pose
t>=1—x°= 2tdt = —3x%dx
alors
2 2 2
I :_§J t2dt =—§t3+c =—§\/(1—x3)3+C.
10)
10(9x +5)’
0= | —0 o dx,
(7x +5)
on pose
=9X+5:>dt: 10 dx
7x+5 (7x +5)
done (9x +5) 1 1(9x+5)°
Iy= | =—=dt= t7dt=—t8+c:—( ) +C.
(7x+5) 8 8\ 7x+5
11)
1
I; = f de =sin[ln(x)]+C.
12)

I, =

J;dx
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Exercices corrigés Chapitre 1. Intégrales indéfinies

on pose

t=e*=dt =—e" dx

alors

: _J;dx__J ! dt__J L
2 Ve —1 e Vi

= —arcsin(t)+ C = —arcsin (e_x) +C.

Exercice 1.4

1) Ona
Jfl (x)dx = f arcsin (x)dx,
posons
1
u(x) = arcsin (x) u' (x) = i
=
Vi(x)=1 v(x)=x
alors
—Xx
x)dx = x arcsin(x) + dx =xarcsin(x)++v1—x2+C.
ffl( ) (x) f Nopas; (x)+ v
2)
ffz (x)dx = f arctan (x)dx,
on pose
, 1
u(x) = arctan(x) u' (x)= 1o 2
=
Vix)=1 v(x)=x
I'intégrale devient
1 2x
sz(x)dx = xarctan(x)—if To 2 x

1
= xarctan(x)— 3 In(1+x?)+C.

3)
ffg (x)dx = J xsin(x)dx,
on prend
u(x)=x u(x)=1
=
v/ (x) = sin(x) v(x)=—cos(x)
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Exercices corrigés Chapitre 1. Intégrales indéfinies

d’ou
f f3(x)dx =—xcos(x)+ f cos(x)dx = xarctan (x) +sin(x) + C.
4)
J fa(x)dx = J In* (x)dx,
on fait )
u(x)=1In*(x) u'(x)==In(x)
x
=
Vix)=1 v(x)=x
alors
ff4 (x)dx = xIn® (x)—ZJ In(x)dx, (1.32)
pour calculer I'intégrale f In (x) dx on utilise une autre fois I'intégrations par parties,
si ;
u(x)=In(x) u(x)==
x
=
Vi(x) =1 v(x)=x

on trouve

fln(x)dx=xln(x)—fdx=x1n(x)—x+C’

donc, on obtient

Jf4(x)dx = xIn?*(x)—2xIn(x)—x+C. (1.33)
5)
st(x)dxzfx"ln(x)dx,
on prend
, 1
u(x)=In(x) u'(x) = "
=
/ 1
v(x)=x" — = ntl
( v(x) n+1x
alors
f()dx = ——x"1In(x0)— | ——=x"d
SV = X nr1
= L n+1 _# n+1
= n+1x In(x) (11
6)

J fe(x)dx = J xIn" (x)dx,
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Exercices corrigés Chapitre 1. Intégrales indéfinies

ona .

u(x)=1n"(x) u(x)= - In" " (x)

=

Vi(x)=x vix)=1

c’est-a-dire
J fe(x)dx =1In" (x)— f g In" ! (x)dx =In" (x)—In" (x)+ C.
7)
f fr(x)dx = f 2x arctan (x)dx

on pose

u(x) = arctan (x) u'(x)= : -:xz

=

v (x)=2x v(x) = x2

donc

ff7(x)dx = x?arctan(x)— f dx = x*arctan (x) — J 1+x2)dx

= xZarctan(x)—x + arctan (x) + C.

8)
xIn(x)
x)dx = | ———=dx
ffs( ) e
posons
( u(x)=In(x) u(x)= 1
X
1 N =
Vix)=—— 11
| (1+x2)? v =
donc
rf(x)dx——1 )+ | s
J 8 21 x (14 x2)’
on
1 _g+bx+c_l 1
x(1+x2) x 1+x2 x 14x2
alors

1 1 1 1
JfS(X)dX = —§1+X211'1(X)+5fm

1 1
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Exercices corrigés Chapitre 1. Intégrales indéfinies

9)
Jfg (x)dx :farccos(x)dx,
on choisit
, —1
u(x) = arccos (x) u'(x)=
1—x2
=

vVi(x)=1 vix)=x

donc
ffg (x)dx = xarccos(x)—J #zszdx = xarccos(x)—v1—x2+C.

10)

Jflo (x)dx = —%lnll + cos (2x)| + C.
11)

Q|-

[\

ffu(ﬂdx: %f ) +1dx= %arctan(§)+c.

Exercice 1.5

1)
I, = fi;jdxzj(1+x_+42)dx:de—4fx_1i_2dx
= x—4In|x+2|+C, C€R.
2)
L= Jﬁdxzj(x—;)(cx—?))dx:_ inde+6in3dx
= —4Iln|x—2|+6In|x—3|+C, C€ER.
3)
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Exercices corrigés Chapitre 1. Intégrales indéfinies

4)
I, =
4 fx4—1 J(xz—l)(x2+1)
1 1 1 1 1 1
= - dx —— dx —— dx
4] x+1 4] x—1 2] x2+1
1 1 1
= —lIn|x+1|—-In|x—1|—=arctan(x)+ C.
4 4 2
5)
1 1 1 1 1 2x—1
I, = ———dx=| —dx—— dx—= | =27~ dx
x(x3+1) X 3] x+1 3 ) x2—x+1
1 1.,
= 1n|x|—§1n|x+1|—§ln|x —x+1|+C.
6)
3 3
16 = —x de: ‘;C zdx
(x2—1) (x—1)"(x+1)
_ 1 lj dx __J
(x—l) 2 (x + 1)
1
= —1n|x—1|+——+—1 |x +1|———+C
4x—1 4x+1
7)
x x
I, = ————dx = d
7 Jx4—x2—2 X J(x2+1)(x2—2) X
B x
(x2+1) x—«/_) x+w/_)
_ I
-6 x2+1 f x+f
1., 1 1
= ——ln|x +1|+—ln|x—x/§|+—ln|x+\/§|+c.
6 6 6
8)

1 1 1 Z
Iy = | ———dx=| ———5—dx== | —3—dx
x2—4x+8 (x—2)"+4 3 (ng) +1

—2
)+c, CeR.

1 ( X
= —arctan
3
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Exercices corrigés Chapitre 1. Intégrales indéfinies

9)
x%+3x 1 x+3 1 ([ dx dx
Iy = sdx = - S dx— — 5
(x24+1)(x+1) 2 ] x2+1 2 ) x+1 (x+1)
1 2x 3 1 1 dx dx
= - dx + — dx—— —
4] x2+1 2 ) x2+1 2 ) x+1 (x + 1)
1 3 1 1
= —ln|x2+1|+—arctan(x)——1n|x+1|+—+C_
4 2 2 x+1
10)

[ = X dx——l dx +§ dx _E dx
) x4+ D) (x+3)(x+5) 8] x+1 4] x+3 8] x+5

1 3 5
= ——In|x+1|+-In|x+3|+—=1In|x+5|+C.
8 4 8

Exercice 1.6

1)
L = J(S—sz)%dxzj 5(1—( gx)z) %dx
= V5 (1—( %x)z)zdxz%{%sin(Zarcsin(\Jix))
L (2] <.
2)

NI

I, = J(x2+24x+244)%dx:f((x2+12)2—144+244) dx

) 2 2
= f((x+12)2+100)§dx=10f(()Hl_olz) +1) dx

1 1 1
= 100J (cosh?(t)+1)* cosh(t)dt =100 [Z sinh (2t) + Et] +C

1 12 1 12
= 100[—sinh(2argsinh(x+ ))+—argsinh(x+ )]+C.
4 10 2 10
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Exercices corrigés

Chapitre 1. Intégrales indéfinies

I, = f(3x2+5

_ o 2 2 _
= ﬁf(COSh (t)+1) cosh(t)dt

/3

NI»—-

e (e )

51 1
| =sinh(20) + =t |+C
1/§|:4sm( ) 2]

[1 sinh (2 argsinh(\lgx)) + 1 argsinh (\ng)] +C.
4 S 2 5

I, = J«/@m:f —(xz—x)dxzfJ—[(x—%)z—%]dx

171 ., 1
—[—s1n(2t)+—t] +c=
8|4 4

112
f —KXZE)—1}dx=%f\/1—[2(2x—1)]2dx
4

171
3 [Z sin[2arcsin (4x —2)]

1
+ > arcsin (4x — 2)] +C

3)
4)
_ 1
2
5)

I, = J\/x2+2x dx-f\/(x+1) —4dx =2 J\ x+1 —1dx
+1 1
= 2[—51nh(2argsmh(—))+ argsmh(—)]-&C
4 2 2 2

Exercice 1.7
1)

on pose t% =

2)

I —J dx—f
(2x+1)2 2x+1

=>dx = ——dt etx = alors

22’
1 (l_EJrl)dt_l(L_iJrl)H;
4 t6  t4  t2 " 4\5t5 313t

%(%\/(2)(+1)5—§\/(2x+1)3+\/2x+1)+C.

Sl
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Exercices corrigés Chapitre 1. Intégrales indéfinies

1—t2

t? —1 1 1
I, = 4 5 Sdt = + +2 5 |dt
(1—t)(1+1) 1—t 1+t (1+10)

2
= Injl1—t|+In|1+t|]———+C
1+¢

-1 2 + t?
onprendtzzx—ﬁdx:t( )dtetx:—alors
x+1 t

—1 —1 2
= In|1— XH +In|1+ x+1— - +C.

* * 1+

3)
+ X
Ing a dx, x#a#0.
a—x
)
+ 2 a(t?—1
Pour t2 = X o gy = AT gy etx:g, alors
a—x a t2+1
t2
Iy=4a | ——dt,
(t2+1)
on passe maintenant a I'intégration par parties
u(t)=t u(t)=1
. =
1 1
V()= —— H=—1
(t2+1) v (©) 2t2+1

D’ou

t 1 t
I, = 2al|— + dt :2a(— + arctan t)
° ( t2+1 Jt2+1 ) t2+1 ©)

= a+x
= 2a|—XX  +arctan +C.
a+x+1 a—Xx
a—x

X
4) Posons =t
X

_ 2
I4:fx\1 xdx:—ZJt—gdt
x (t2+1)

et par l'intégration par parties

ftidtzl(f L dt — { )
(t2+1)° 2 (t2+1)* (t2+1)*
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Exercices corrigés Chapitre 1. Intégrales indéfinies

de l'autre coté on a

+C,

—

1 1 t
—Zdt:—( + arctan (t)
(t2+1) 2\t2+1

donc

Exercice 1.8

1)
1
I1:J dx,
xvx—1
on pose
t?=x—1=2tdt =dx,
alors
1 1
I, = ———dx =2 dt =2arctan(t)+ C
xvVx— t2+1
= 2arctan(Vx—1)+c.
2)
1 1
12 = f—dx: dx
Vx2+x+1 J 1\2 | (v3)?
\/(X+§) +(7)
= 2x +1
x
= f*dx=argsinh( )+C.
‘/(M)Z_,_l V3
V3
3)

1 1 1
Iij=| ———dx= | ———dx= | ———=dx,
e2x —2ex e2x —2eX ex (ex —2)

on pose exzt:dx:%dt
1 (1 1 1 1 1
I; = —— | =dt+ - | —dt+—- | ——=dt
4 t 2 t2 4 t+2

1 11 1
= ——In|t|—==+-In|t+2[+C
4 2t 4

1 11 1
= ——In(e")—-—+-In(e*+2)+C.
4n(e) 2ex 4n(e )

4)
I4=fcos(lnx)dx=Jetcos(t)dt,
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Exercices corrigés Chapitre 1. Intégrales indéfinies

pour t =Inx = x = e'dt et par l'intégration deux fois par parties, on trouve

1 1
I, = > [cos(t)+sin(t)]+C = > [cos(Inx)+sin(Inx)]+C.
X
5) Pour t = tan(z), on a
1 1 2
I; = - dx = 5 dt
1+ sin(x) + cos(x) 14+ 1ift2 + 132 1+t2

1
= J—dx:ln|t+1|+C:ln)tan(£)+1)+C.
t+1 2

6) Pour t =tan(x) etdx = dtona

+ t2

1 1 1( 1 1( -1
I = | —  dx= dt == | —dr—= dt
6 f1+tan(x) X J(1+t)(1+t2) 2] T+¢ 2f1+t2

1 1 2t 1 1 1 1
= 51n|1+t|——f dt+—f dt=§ln|1+t|—zln(1+t2)

4 ) 1+t 2] 1+¢2

1
+§ arctan(t) + C

1 1 1
= 51n|1+tan(x)|—£—}ln[1 +tan2(x):|+£x+C.

7)
1= [fsin(3)oos(2)ax = [sno-+sn (5]
8)
Iy = J sin () sin (2x) sin (3x) dx,
sin (x) sin (2x) = % [cos (x) —cos (3x)],
alors

Iy = %J [cos(x)—cos(3x)]sin(3x)dx
1 ) 1 .
= EJcos(x)sm(Bx)dx—Ej sin(3x)cos(3x)dx

= %r [sin(4x) +sin(2x)] — % sin(6x) + C.
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Exercices corrigés

Chapitre 1. Intégrales indéfinies

9

10)

11)

on a

= f cos(x)cos(2x)cos(3x)dx = %J [cos(x)+ cos(3x)]cos(3x)dx

= % J cos(x)cos(3x)dx + % f cos(3x)cos(3x)dx

‘1} [cos(2x) + cos(4x)]+ i [1+cos(6x)]+C.
Ilo—fcos( )cos( )dx—%[cos( )+cos(5;)]+c
I, = J sin? (x) cos? (x) dx, (1.34)

cos?(x) = % [cos(2x)+1] et sin®(x)= % [1—cos(2x)],

on remplace dans (1.34), on trouve

12)

posons

alors

1 [
I, = y [cos(2x)+1][1—cos(2x)]dx
J
1( 1 1
= = | [1—cos®(2x)]dx == [1——(cos(4x)+1)]dx
4 4 2
1( 1 1 1
= — | dx—— cos(4x)dx:—(x——sin(4x))+C.
8 | 8 s\" 4
1
112: 2 . 2 dX,
cosh” (x)sinh” (x)
2 1+ t2 2
t :tanh(g),sinh(x) = 1Tttz,cosh(x)z 1t—£2,dx = 1—t2dt’

L 1 2, _1 (1-3)" .
2?2 wey(z Pl-2t 2] pteploe
(=) (=) (1+12)

B 1 (1—«‘-2 5t —2t2+1 2t2+1
t2(1+ t2) t2 (1 + t2)?

—t 1 1 1
= L2 | Zde+2 4| ——dr
2 2 t2 (1+t2)2
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Exercices corrigés Chapitre 1. Intégrales indéfinies

—t 1 t +C
= — ——+2arctan(t)— 2[ ]
2 2t 1+

—tanh (% h(x
tan (2)_ 1 +x_2[ tanh (%)

— 2 _ix|+C.
2 2tanh(§) 1+tanh2(§) x:|

13)

dt

212 2
Jcoshz(x)+sinh2(x)dx_J (iiz) +(1Ett2) 2

cosh (x)sinh (x) 1“2 = 1—1t2

. (1+1¢2) +4t2 d 2t -2t
= t+ — t
t(1+t2)(1—t2) 1—¢2

= Injt|+In(1+¢*)—2In|1—¢*|+C

= In )tanh (%)‘ +1In (1 + tanh? (g)) —2In ‘1 — tanh? (g)’ +C.

14)

I, = L dx = 1 2 dt
wo 2sinh(x)+3cosh(x) =~ 213i2+31i§1—t2

= J#dt— 2 dt_J 2 d
) a1+ 427 ) (t+2+v3)(t+2—v3)

1
_EJ t+2+«/§dt+ﬁf t+2—«/§dt

= —iln|t+2+«/§|+%1n|t+2—«/§|+c

V3
= —iln tanh(£)+2+\/§‘+iln‘tanh(£)+2—\/§)+c
V3 2 V3 2 )

Polycopié d’Analyse 2 56 Université Djilali Boundama Khemis Miliana



	Intégrales indéfinies
	Intégrale indéfinie 
	Existence de l'intégrale indéfinie

	Quelques propriétés de l'intégrale indéfinie
	Méthodes d'intégration
	Intégration par changement de variable
	Intégration par parties
	Primitives d'expressions rationnelles
	Primitives des fonctions irrationnelles

	Exercices corrigés


