Exo7

10 Fonctions usuelles

1 Logarithme et exponentielle
2 Fonctions circulaires inverses
3 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

Vidéo M partie 1. Logarithme et exponentielle

Vidéo M partie 2. Fonctions circulaires inverses

Vidéo B partie 3. Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

Exercices ¢ Fonctions circulaires et hyperboliques inverses

Vous connaissez déja des fonctions classiques : exp,In,cos,sin,tan. Dans ce chapitre il s’agit d’ajou-
ter a notre catalogue de nouvelles fonctions : ch,sh,th,arccos,arcsin,arctan,argch, argsh,argth.
Ces fonctions apparaissent naturellement dans la résolution de problémes simples, en particulier
issus de la physique. Par exemple lorsqu’un fil est suspendu entre deux poteaux (ou un collier tenu
entre deux mains) alors la courbe dessinée est une chainetie dont ’équation fait intervenir le
cosinus hyperbolique et un parametre a (qui dépend de la longueur du fil et de I’écartement des
poteaux) :

y:ach(g)

1. Logarithme et exponentielle

1.1. Logarithme

e "

Proposition 74

Il existe une unique fonction, notée In :]0, +oo[— R telle que :

1
In'(x)= = (pour tout x > 0) et In(1)=0.
x
De plus cette fonction vérifie (pour tout a,b > 0) :
1. In(a xb)=Ina +1Inb,
2. In(2)=-Ina,

3. In(a™) =nlna, (pour tout n € N)



http://www.youtube.com/watch?v=l8ZaQUjM5h8
http://www.youtube.com/watch?v=lGfC0R_FGaM
http://www.youtube.com/watch?v=tsN8Wn8j-1U
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00014.pdf
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4. In est une fonction continue, strictement croissante et définit une bijection de 10, +oo[
sur R,

5. lim, o 20 =1,

6. la fonction In est concave et Inx < x — 1 (pour tout x > 0).

Inx

X
Remarque
Inx s’appelle le ou aussi . Il est caractérisé par
In(e) = 1. On définit le par
In(x)
1 =
8= 1)

De sorte que log,(a) =1.
Pour @ = 10 on obtient le logyo qui vérifie log;;(10) = 1 (et donc
log1((10™) = n). Dans la pratique on utilise I'équivalence : |x =107 < y =10g10(x)l En

informatique intervient aussi le logarithme en base 2 : logy(2") = n.

Démonstration

Lexistence et 'unicité viennent de la théorie de l'intégrale : In(x) = {* % dt. Passons aux propriétés.

1. Posons f(x) = In(xy) —In(x) ou y > 0 est fixé. Alors f'(x) = yln'(xy) —1In'(x) = % - % = 0. Donc
x— f(x) a une dérivée nulle, donc est constante et vaut f(1) = In(y) —In(1) = In(y). Donc In(xy) —
In(x) = In(y).

2. D’une part In(a x al) =lna+1In al, mais d’autre part In(a x %) =1In(1)=0. Donc Ina + lné =0.
3. Similaire ou récurrence.

4. In est dérivable donc continue, In'(x) = % > 0 donc la fonction est strictement croissante. Comme
In(2) > In(1) = 0 alors In(2") = n1n(2) — +oo (lorsque n — +o00). Donc lim,_, ;oo Inx = +oo. De Inx =
—ln% on déduit lim,_glnx = —oco. Par le théoréme sur les fonctions continues et strictement
croissantes, In :]0, +oo[— R est une bijection.

In(1+x)

~— est la dérivée de In au point x¢ = 1, donc cette limite existe et vaut In'(1)=1.

5. limx_,()

6. In'(x) = % est décroissante, donc la fonction In est concave. Posons f(x) =x—1—1Inx; f'(x)=1- %
Par une étude de fonction f atteint son maximum en xo = 1. Donc f(x) = f(1) =0. Donc Inx < x—1.

1.2. Exponentielle
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Définition 65

La bijection réciproque de In :]0, +oo[— R s’appelle la fonction , notée exp:R —
10, +ool.

y expx

Pour x € R on note aussi e* pour expx.
( ")

Proposition 75

La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :

exp(Inx) = x pour tout x >0 I et | In(expx) = x pour tout x € R I

- exp(a + b) = exp(a) x exp(b)

- exp(nx) = (expx)”

- exp :R —]0, +oo[ est une fonction continue, strictement croissante vérifiant lim,_. _,,expx 3
0 et lim,_, , o, €xp = +00.

- La fonction exponentielle est dérivable et exp’ x = expx, pour tout x € R. Elle est convexe

etexpx=1+x

Remarque

La fonction exponentielle est I'unique fonction qui vérifie exp’(x) = exp(x) (pour tout x € R) et
exp(l)=e. Ol e =2,718... est le nombre qui vérifie Ine = 1.

Démonstration

Ce sont les propriétés du logarithme retranscrites pour sa bijection réciproque.
Par exemple pour la dérivée : on part de I’égalité In(expx) = x que 'on dérive. Cela donne exp’(x) x

1 _ . . ' _
ST 1 et ainsi exp’(x) = expx.

In'(expx) = 1 donc exp’(x) x

1.3. Puissance et comparaison

Par définition, pour a >0 et b € R,

a® = exp(bIna)
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Remarque

J/a=a? =exp (31na)

va=an :exp(%lna) (la de a)

On note aussi expx par e* ce qui se justifie par le calcul : e* = exp (xIne) = exp(x).

Les fonctions x — a”* s’appellent aussi des fonctions exponentielles et se raménent sys-
tématiquement a la fonction exponentielle classique par ’égalité a® = exp(xIna). Il ne
faut surtout pas les confondre avec les fonctions puissances x — x?.

Comparons les fonctions Inx, expx avec x :

7

Proposition 76

. Inx . expx
lim — =0 et lim = +o0.
Xx—+00 x x—+00 x

x4 (a>1)

x% (a<1)

Inx

Démonstration

1. On avulnx <x—1 (pour tout x > 0). Donc Inx < x donc Inv¥ < 1. Cela donne

Vx
1 2
o< Inx _ n(ﬁ)_21n\/§_21n\/§ 1_2
Tx x T x T VR vE o VE

Cette double inégalité entraine lim,_. lnTx =0.

2. On a vu expx = 1+ x (pour tout x € R). Donc expx — +oo (lorsque x — +00).

x  In(expx) Inu
expx  expx  u

lorsque x — +oo alors u = expx — +oo et donc par le premier point 2% — 0. Donc —%— — 0 et
q P par le p P L

expx
9ng 2..Q 9 expx P
reste positive, ainsi limy_. ;o -

= +o00.
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Mini-exercices

1. Montrer que In(1 + e*) = x +In(1 + e~), pour tout x € R.

2. Etudier la fonction f(x) = In(x2 + 1) — In(x) — 1. Tracer son graphe. Résoudre I'équation
(f(x)=0). Idem avec g(x) = % Idem avec A(x) = x*.

3. Expliquer comment log;, permet de calculer le nombre de chiffres d’un entier n.

4. Montrer In(1+x) = x— %2 pour x = 0 (faire une étude de fonction). Idem avec e* = 1+x+ xz—z
pour tout x = 0.

5. Calculer la limite de la suite définie par u, = (1+ %)n lorsque n — +oco. Idem avec
Uy = (%)n et w, = n%

2. Fonctions circulaires inverses

2.1. Arccosinus

Considérons la fonction cosinus cos : R — [—1,1], x — cosx. Pour obtenir une bijection a partir de
cette fonction, il faut considérer la restriction de cosinus a I'intervalle [0, 7]. Sur cet intervalle la
fonction cosinus est continue et strictement décroissante, donc la restriction

cos, :[0,7] —[-1,1]

est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction

arccos :[-1,1] — [0, ]

On a donc, par définition de la bijection réciproque :

cos (arccos(x)) =x Vxe[-1,1]

arccos (cos(x)) =x Vx€[0,7]

Autrement dit :

Si xe[0,x] cos(x) =y < x =arccosy

Terminons avec la dérivée de arccos :

V1-—x2

arccos’(x) = Vxe]l-1,1[
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Démonstration

On démarre de ’égalité cos(arccosx) = x que I'on dérive :

cos(arccosx) = x

= —arccos’(x) x sin(arccosx) = 1

-1

= arccos’(x) = —————

sin(arccos x)

1

= arccos’(x) = (%)

v/ 1—cos2(arccosx)
= arccos’(x) = -1

V1-—x2

Le point crucial () se justifie ainsi : on démarre de l'égalité cos®y +sin’y = 1, en substituant
y = arccosx on obtient cos2(arccosx) + sin?(arccosx) = 1 donc x2 + sin?(arccosx) = 1. On en déduit :
sin(arccosx) = +v'1—x2 (avec le signe + car arccosx € [0, 7]).

2.2. Arcsinus

La restriction

Tn
sin|:[-=,+=]1—-[-1,1
in|:[ 5 2] [ 1
est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction

Ton
in:[~1,1]—[-=,+=
arcsin: [ 1-1 3 2]

arcsinx

Y . .
+1 sinx X
7777777777 N P~ N 11
| | |
| 1 . |
\ It it x |
I A 0 ta - |
4 2
| |
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, R

sin (aresin(x)) =x  Vae[-1,1]
arcsin (sin(x)) =x Vxe[-Z,+Z]

Si xel[-3,+3] sin(x) = y < x = arcsiny

1
arcsin’(x) = —— Vxel-1,1[

V1—x2

2.3. Arctangente

La restriction

7
2

/3
tan ;] - —,+=-[—R
an|] 2[
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est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction

7w
arctan:R—]— —,+—[
2° 2
‘ y taqx ‘
.- ! . | /‘
/ VAR VAR VA
E‘y
)
77777777777777777777777777777777 arctanx
X
T e
2
tan(arctan(x)) =x VxeR
arctan (tan(x)) = x

Si xel-g,+5l tan(x) =y < x =arctany

arctan’(x) = 5 VxeR
+x
Mini-exercices
1. Calculer les valeurs de arccos et arcsin en 0, 1, %, g, @ Idem pour arctan en 0, 1, v/3
1
et 7

2. Calculer arccos(cos 7?”). Idem avec arcsin(sin%”) et arctan(tan %”) (attention aux inter-
valles!)

3. Calculer cos(arctanx), cos(arcsinx), tan(arcsinx).

X

4. Calculer la dérivée de f(x) = arctan( m) En déduire que f(x) = arcsinx, pour tout
x€e]l—1,1].

5. Montrer que arccosx + arcsinx = %, pour tout x € [-1,1].
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3. Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

3.1. Cosinus hyperbolique et son inverse

Pour x € R, le cosinus hyperbolique est :

e*+e*
2

chx =

La restriction ch, : [0, +00o[— [1,+o0[ est une bijection. Sa bijection réciproque est argch : [1, +oo[—
[0, +ool.

chx
shx

1 argshux

argchx

3.2. Sinus hyperbolique et son inverse

Pour x € R, le sinus hyperbolique est :

sh :R — R est une fonction continue, dérivable, strictement croissante vérifiant lim,_, _,,shx = —oo
et lim,_, ;oo shx = +00, c’est donc une bijection. Sa bijection réciproque est argsh: R — R.

7

Proposition 77

- ch?x-sh?x=1.
- ch’x =shx, sh'x =chux.
— argsh:R — R est strictement croissante et continue.

- argsh est dérivable et argsh’x = \/1—1

x2+
- argshx =In(x+ Va2 +1).
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Démonstration

- ch?x—sh?x=1[(e"+e ™) —(e"—e )] = 1[(eZ +2+ e 2)—(eZ* -2+ e72%)| = L.

- j—x(chx) = %% = % =shx. Idem pour la dérivée de shx.

- Car c’est la réciproque de sh.

- Comme la fonction x — sh’x ne s’annule pas sur R alors la fonction argsh est dérivable sur R. On

calcule la dérivée par dérivation de I'égalité sh(argshx) =x :

1 1 1

argsh’x = = =
ch(argshx) \/shZ(argth) +1 vat+1

- Notons f(x) =In(x + Vx? + 1) alors

X

1+ 2
Va2+1 1 /
flx)= = =argsh’x
x+VaZ+1l VaZ+l

Comme de plus f(0) =1n(1) = 0 et argsh0 = 0 (car sh0 = 0), on en déduit que pour tout x € R,
f(x)=argshx.

3.3. Tangente hyperbolique et son inverse

Par définition la est :

h
thx:S—x

La fonction th : R —]— 1, 1[ est une bijection, on note argth :]1—1,1[— R sa bijection réciproque.

3.4. Trigonométrie hyperbolique

ch?x—sh?x=1



ch(a +b)=cha-chb +sha-shb
ch(2a) =ch?a +sh?a =2ch?a-1=1+2sh%a

sh(a+b)=sha-chb+shb-cha
sh(2a) =2sha-cha

tha +thbd

h _ _tha+thb
tha+6)= 1" "%

ch’x =shx

sh'x =chx

th'x=1-th?x=

chZx

(x>1)

argch’x =
x2-1

argsh’x =

1
VaZ+1

(lxl<1)

1
h'x =
argth' x -2

argchx=In(x+Vx2-1) (x=1)

argshx=In(x+Vvx2+1) (x€R)
1+x
1-x

argthxz%ln( ) (-1<x<1)

Mini-exercices

1. Dessiner les courbes paramétrées ¢ — (cost,sint) et ¢ — (ch#,sh#). Pourquoi cos et sin
s’appellent des fonctions trigonométriques circulaires alors que ch et sh sont des fonc-
tions trigonométriques Ayperboliques ?

ix —ix
¢ £f— retrouver

2. Prouver par le calcul la formule ch(a + b) =... En utilisant que cosx =
la formule pour cos(a + b).

3. Résoudre I'équation shx = 3.

h(2
4. Montrer que 1+ cilél) =thx.

5. Calculer les dérivées des fonctions définies par : th(1 + x2), In(chx), argch(expx),
argth(cos x).
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