EXERCICES SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES

CALCUL DE DEVELOPPEMENTS LIMITES

1. Calculer le développement limité en 0 des fonctions f définies ci-dessous.

f(x) = (14 2arctan z)(2e* — sin x)

B 2+ arctanx

flz) =

chz
_ In(1+2?)
f(:n)  tanz —
() = eVEFeoss
fz)=n ln(lx—k x)
f(x) = cos(e”)

ordre 3

ordre 4

ordre 3

ordre 2

ordre 2

ordre 2

b)

f(z) = (z+1)(z - 2)(z - 3)

T
et —1

f(z) =+v2+cosz

f(x) = (1+22)"

fz) =

f(x)=+V1+sinzx
f(z) =argshv1+x

2. Calculer le développement limité en 0 des fonctions f définies ci-dessous.

f(z) = (1 + arctan x)(e” + 2sinx)

fz) = CoS T
3
fla) = ln(l—i—.w )
r—sinz
flw) = eVTFRes
sinx
fl@) =m=
fx) = cos(e?)

_ 1 + arctanx

ordre 3

ordre 4

ordre 3

ordre 2

ordre 4

ordre 4

f(z) = (z = 1)(z - 2)(z — 4)

@)= =
f(x) =1+ 2cosx

flz) =1 +a)' "

flx)={/1+In(1+2)

f(x) =argch/2+x

ordre 2

ordre 3

ordre 2

ordre 2

ordre 3

ordre 2

ordre 2

ordre 5

ordre 2

ordre 2

ordre 3

ordre 2



3. Calculer le développement limité en 0 des fonctions f définies ci-dessous.

a) f(z) = (cos(x + x?))? ordre 3 b)) f(x)=x(x—1)(zx—2)  ordre 2, puis 10
c) flx)=e*(1+z+2?) ordre 2 d) f(r)=sin’x ordre 5
e) f(z)= lnil_i_i—l—;:) ordre 3  f) f(z)= / 1813-1; dt ordre 5

0

ordre 5 h) f(xz)=In(cosz +sinz)  ordre 2

1/x?
i) f(z)= ( ! > ordre 3 j) f(x)=V1+V1i+z ordre 2
k)  f(z)=vV2+2? ordre 5 1) f(z)=argchv2+ z? ordre 5

m) f(z)=(142cos(2z))(zx —In(l+=x)) ordre5 n) f(z)= 2sinlz(zir;‘;anx ordre 2

4. Calculer le développement limité en 0 des fonctions f définies ci-dessous.

chz _ _cosx
a) f(z)= % ordre 2 b)) f(z)=(1+ :E)ﬁ ordre 3
1 22
o) flz)= M ordre 2 d) f(z)= e(COSJC—FSiM) —° ordre 2
~ In(1+x)  In(1+2)
In(1
o flz) = arctan :ESi—il—a xn( + ) ordre 3

5. En utilisant la formule de Taylor-Young, calculer le d.l. de arctan x & I'ordre 3 au voisinage
de 1. Puis retrouver ce résultat a partir du d.l. de la dérivée d’arctan x au voisinage de 1 sans
utiliser la formule de Taylor-Young .

6. Calculer le développement limité des fonctions f définies ci-dessous.

a) f(x)=cosx a lordre 3 en 7/3

b) f(z)=(zx+1)(z+2)(x+3) a lordre 2 en —1

¢) f(x)=sinzx a l'ordre 3 en 7/6

d) f(z)=(zx—-1)(xz—2)(xz—3) a Pordre 2 en 1

e) f(x)=Inzx a l'ordre 2 en 3 puis en 4
f)  f(z) = (tan x)tan(2x) a l'ordre 3 en /4.

g) f(x)=(z—4)(x+3)(x—1)(z?+2) alordre 2 puis 2000 en 1

h) f(z)=(1+sinz)” a lordre 2 en /2

i)  f(z)=+2e—¢€" a lordre 2 en 1

i) fl@)=vV2—-Inx a lordre 2 en 1

7. Montrer que l'on a, prés de 0,

n

) 1 2% $2k+1
arcsinx = Z F < k;) T + o(z? 1),
k=0




8. Déterminer le développement limité d’ordre 13 en 0 de arctan(1/z?).

9. Montrer que, quel que soit n > 0, le développement limité d’ordre n en 0 de th(1/22) est
th(1/2?) = 1+ o(z").

10. En la justifiant, donner la réponse aux questions suivantes :
a) La fonction z — Inz a-t-elle un développement limité en zéro?
b) La fonction x — /x a-t-elle un développement limité d’ordre 1 en zéro ?

¢) La fonction x — Va® posséde-t-elle un développement limité en zéro d’ordre 17 d’ordre
27 d’ordre 37

d) La fonction x — e~ 1/ posséde-t-elle un développement limité en zéro d’ordre n ?

11. Deux fonctions f et g définies prés de 0 admettent les développements limités suivants :
flz) =22+ 223 + 2 + o(z?) et g(x) = -2+ 321 + o(z?).

Déterminer, avec le plus grand ordre possible, un développement limité de f x g, ? et go fenO.

RECHERCHE D’EQUIVALENTS ET DE LIMITES AVEC LES
DEVELOPPEMENTS LIMITES

12. Trouver un équivalent simple, lorsque = tend vers zéro des fonctions f définies ci-dessous.

a) f(x)=x(2—cosz)— arctan x b)  f(x) = e 4 ehT 2
¢) f(x)=+tanz — Vrsinz d) f(x)=1 lll?cc(ilsz

13. Trouver un équivalent simple, lorsque = tend vers zéro des fonctions f définies ci-dessous.

a) f(z)=z(1+cosx)—2tanx b)  f(x) = w7 echa
c) f(w)zx/sinx—{l/xtana: d) f(x)zl"‘lﬁlcc(:j
e) f(z) = (2ecosx —e*+l)ne £ flz) = 2 —tanx 4

l+e® 4422



14. Calculer la limite en 0 des fonctions f définies ci-dessous.

sinx — arcsinx shz\Y @
0 s =TELEEE Y s =(50)
O f@)=2"2 0 fe)= (1)

(chz)~Y/* — (cos z)1/=*

chx —coszx

e) f(a:):cotanza:—é f) flz)=

15. Calculer la limite en 0 des fonctions f définies ci-dessous.

. . . 1/x2
0 0=y g = (52)

8% — 4" 1—az\"*
R N =)

16. Calculer la limite en e des fonctions f définies ci-dessous.

_at—e” . __ e x VT Ve
a) f(ﬂf)—(x_e)2 b) f(z) 1 —cos(z —e)

17. Calculer la limite en 1 de la fonction f définie par

(2z — x3)1/3 — \/E

1 — 23/4

fz) =

18. Déterminer la limite en 0 des fonctions f définies ci-dessous.

) S = LR ) 10 = i s a3

B f(x):%—ln(lwi—;x) d) f(w)Z%

0 fla)="rro e ) fa)= 0 ”“";,5”2 In

9 @)= 5w S e

D () = (arctar(lla:fc—ostil)lf sin z ) f(@) = (cos )7

)= S I e

19. Calculer la limite en 0 de la fonction f définie par

B VAT | VAT _ 9p2

tan?

f(z)

4



20. Calculer la limite en 7/2 de la fonction f définie par

V1+sinzg — /3 —sin?z

cos? z

fz) =

21. Calculer les limites des suites dont le terme général est donné ci-dessous.

a) u, = <1 + %)n (x réel)

n n b "
b) u, = (M) (a, b réels positifs).

ETUDE LOCALE DE FONCTIONS AVEC LES DEVELOPPE-
MENTS LIMITES

22. Etudier au voisinage de zéro, les fonctions f définies ci-dessous (tangente, position par
rapport a la tangente, dessin).

e’ — n z) —In 3
o) )= . 1 D fr) = 3In(1+ )3961 (1+2°)
O M= (¢-5Tm) ) S-S

23. Etudier au voisinage de 1, la fonction f définie par
fle)=x+2Vz—V3+uz.

(tangente, position par rapport a la tangente, dessin)

ETUDE A L’INFINI DE FONCTIONS AVEC LES DEVELOP-
PEMENTS LIMITES

24. Etudier a l'infini (asymptote a la courbe représentative, position par rapport a ’asymptote
et dessin), les fonctions f définies ci-dessous.

a) f(z)=/z(1+z)e¥/ b) flz)=\/z(2+x)e/*
O f@)=wy 2 @ @) =0

e) flz)=In(e* — " +3e™® + e 4+1)  f) f(z)=1In(e* — € + 3¢ +1)

42— 41
2 —z+2




25. Etudier a l'infini (asymptote a la courbe représentative, position par rapport a ’asymptote),
les fonctions f définies ci-dessous.

$3 33‘3— 33‘2 Xz
) 0= mrer ) 0=
) flx)=(e+1)ert d) f@)=a(Va2+1—Va2 1)
3x2

e) flx)== <g — arctan x —

9) flz)=vVad+a22+1

1+3332> f) f(l’):(x—l)ex_ﬂ

26. a) Ecrire le développement limité a lordre 2 en zéro de la fonction g définie par

o, In(1 4 2u)
g(u) =In I

(On justifiera le choix de 'ordre auquel on commence les calculs, et on détaillera les calculs
intermédiaires).

b) En déduire le comportement a +oo de la fonction f définie par

In2+z)—Inz
In(l+2z)—Inz’

f(z)=zln

(Equation de I'asymptote, position de la courbe par rapport a ’asymptote et dessin (on prendra

In2=0,7)).

27. a) Soit a et b deux réels. Donner le développement limité a 'ordre n en 0 de

1+ ax
1+bz

g(z) =In

b) Soit f la fonction définie, lorsque cela a un sens, par

T+ 4

f(z) = (32* + 62 — 10) In Py

Montrer qu’elle admet un développement asymptotique lorsque x tend vers l'infini, de la forme
_ v 1
f(a:)—omc—i-ﬂ—i-ﬁ—l—o =
ol «, B et «v sont des réels non nuls.

En déduire le comportement de la courbe représentative de f & 400 et & —oo. (Asymptote,
position par rapport a I'asymptote et dessin).



28. Soit la fonction f définie par

z—2
x) = x4/ .
/(@) T+ 2
a) Montrer qu’au voisinage de 'infini, on a
1
f($)=a$+5+1+0<—> .
x x
Interpréter géométriquement ce résultat en faisant le dessin correspondant.

b) Etudier et représenter graphiquement la fonction f. (On pourra prendre le nombre 2 comme
valeur approchée de v/5).



Corrigé

1. a) On part des d.l. de arctanx , €” et sinx & l'ordre 3 en zéro. On obtient

273 3
1+2arctanx:1+2w—7+o(x ),

et

T 2 2\ _ (2 3y _ 2, @ 3
2¢” —sinz = 2+2x+x+3 TG +0(a:)_2+x+a:+2+0(x).

On effectue le produit en tronquant & 'ordre 3, ce qui donne

3
(1 + 2arctan z)(2¢® —sinz) = 2 + 5z + 322 + % + o(z?).

b) On développe et on tronque a l'ordre 2. On obtient

(x+1)(z—2)(x—3)=6+x—42% +2° =6+ — 42 + o(2?).

¢) Le dénominateur de la fraction ne s’annulant pas en zéro, on effectue la division suivant les
puissances croissantes & I'ordre 4,

2 ta —23/3 1 a2 /24
_9 g —a2*/12[2 +ax —z7 —52%/6 +Ba"/12
r —12 —2°/3 —2*/12
—r —23/2
—27 —52°J6  —a*/12
22 +at/2
—52°/6 +5x7/12
53 /6
+5z" /12
—52t/12
0]
ce qui donne 3 4
Hiw :2—1—36—952—5%—1-51%4‘0(954)'

d) Le premier terme non nul du d.l. du dénominateur étant de degré 1, on part de ordre 4. On
obtient

x_l_ v v v 4
e x+2+6+24+(x),
et donc
T _ 1
et —1 X x2 a3
122 3
+2+6+24+(:E)



On effectue la division suivant les puissances croissantes a l'ordre 3,

1 1 +x/2 +42%/6 +a3/24
1 —2/2  —a?)6 —a?/24[1 —2/2 Fa7/12

—x/2 —a?/6 —ax®/24

/2 42?4 +23/12

12 4272

—22/12 —a%/24

0

ce qui donne
2
x r
=14 = 3).
e — 1 SRRTRE

e) Le premier terme non nul du d.l. du dénominateur est de degré 3. On part donc de d.l. a
l'ordre 6. On obtient

3 9.5 6
tana:—x:x——ki—i-O(a:ﬁ) et ln(1+x3):x3—x—+o(a:6).
3 15 2
Alors
20 3
1n(1—|—x3) 33‘3—74‘0(:176) 1—74‘0(33‘3)
t _ - 3 2 5 - 9 2
e %+1—:I;5+o(x6) 1+%+o(ac3)
3 2 2
= 3 1———1—0(3:3) 1—i—|—o($3)
2 5
622 323

f) On a tout d’abord

2+Cosw:3—%+o(x2),

V2 Fcosz = \/3—%2+o(x2):\/§ <1—%2—|—o(3:2)>1/2 .

On utilise le d.l. de (1 + u)™ en zéro avec m = 1/2. On obtient

donc

\/mzﬁQ_;%H(ﬁ)) :\/§<1—f—;+o(:p2)>.



g) En utilisant 1’exercice précédent

(1 2 V3 a? 2
eV2tcosT _, ( _EJFO(””)):e\/ge(_ 12 +°(”3)),
On utilise alors le d.l. de e* en zéro, d’oul

eVZtcosz _ V3 (1— \/§x2) —1—0(332),

h) On écrit
(111(1 + 295))
(1422)V7 = x
Puisque l'on divise par x, on part d'un d.l. de In(1 4 2z) a 'ordre 3. On obtient
8 3
In(1 +2z) = 22 — 222 + % + o(z?),
puis

(B s at) (s vt

On utilise alors le d.l. de e* & 'ordre 2 en zéro.

In(1+ 22
6< (x ))—62 1+ _2x+8_$2 _|_1 _2x+8_$2 ’
3 2 3

1427
to(z?) = ¢&? <1 — 2z + Tx>+o(x2).

i) Puisque l'on divise par z, on part d’un d.l. de In(1 + x) a l'ordre 3. On obtient

2 3
ln(1+x):w—x—+x—+0(a:3),
2 3
donc In( ) )
n(l+x r T 9
In——=In(1->+= .
n . n< 2+3+o(a:)>

On utilise alors le d.l. a 'ordre 2 en zéro de In(1 4 x) pour obtenir

In(l+z) [ =z  a° 1 z a2\’ o x  ba? 2

j) En partant du d.l. a 'ordre 3 en zéro de sinx, on a donc

3 1/3
\3/1+sinx:<1+x—%+o(x3)> :

On utilise le d.l. de (1 +u)'/3 a Pordre 3 en zéro qui s’écrit

2 3 2 3
(1+u)/3 = 12yl <% —1> %—F% <% —1> (% —2) %—Fo(ug) = 1+g—u—+5i—|—o(u3).

10



Alors

1 z3 1 #3\? 5 3\
V1+sine = 1+§<$—€>—§<$—€> +g<x—€> + o(z?)
1 23 z?  5a? 3
= 1+-(a-"2) -4+
+3<”’J 6) 9 s o)
2 3
X X X
ot 3
T3 g T @)

k) On part du d.l. en zéro a l'ordre 2 de e® qui s’écrit
ZL'2
ex:1+x+7+0(x2).
Alors

2
cos(e”) = cos <1 +z+ % + O(:E2)> .

On en déduit

2 2
cos(e”) = cos 1 cos (:E + % + O(ZE2)> —sin1 sin <:E + % + o(x2)> .

En utilisant le d.l. en zéro a ’ordre 2 du cosinus et du sinus, on a

72 2
cos(e®) = cosl <1 -5 + O(ZE2)> —sinl (:E + > + o(x2)>
cosl+sinl ,

2 + o(x2).

= cosl—xsinl —

1) On cherche un d.l. de la dérivée a l'ordre 1. On obtient

1 1 1
(24 3z 422)7Y2 =

b B V2 BT —1/2
o) =S i= vass 2 —<1+ > 7

1 2t

donc

Puis en calculant la primitive, qui vaut argsh 1 = In(1 +/2) en 0,

2 2
argshv/1+z = In(1 +V2) + %x — 33—\2_332 + o(x?).

2. a) On part des d.l. de arctanz , €® et sinz a Pordre 3 en zéro. On obtient

11



3
1+arctan:n:1+:n—%+0(:n3),

et

2 3

2 3 3
e + 2sinx = <1+x+%+%>+2<aj—%>+o(w3):1+3x+%—%+0(x3).

On effectue le produit en tronquant a ’ordre 3, ce qui donne

7 2
(1 + arctanz)(e® +2sinz) = 1+ 4z + % + o(2?).

b) On développe et on tronque a l'ordre 2. On obtient

(x—1)(x —2)(z —4) = -8 + 14 — T2? + 23 = —8 4 1o — 722 + o(z?).

c¢) Le dénominateur de la fraction ne s’annulant pas en zéro, on effectue la division suivant les
puissances croissantes & l'ordre 4,

1 +x —23/3 1 —z%/2 +x1/24
-1 +x2/2 —x1/24 [1 +x +2%/2 +23/6 +527/24
r +2?/2 —x3/3 —a'/24
—x +x3/2
2?2 +27/6  —x'/24
—12/2 +xt /4
2°/6 +ba*/24
—23/6
+5x%/24
—bxt /24
0

ce qui donne
1+ arctanx 2z brt

cosT 2 6 24

d) Le premier terme non nul du d.l. du dénominateur étant de degré 1, on part de ordre 6. On

obtient

2?2 23 2t x° z8

T _ 1= v < < el el 6
‘ Ty TS T T T o)

et donc
x 1

:1+£+$—2+$—3+x—4+$—5+0(9€5)'
276 24 120 720

et —1

12



On effectue la division suivant les puissances croissantes & l'ordre 5,

1 1 +z/2 +2%/6 +2%/24 +21/120 +2°/720

—1 —x/2 —2?/6 —x3/24 —2'/120 —2°/720 |1 —x/2 +a?/12 —x* /720

—x/2 —2?/6 —13/24 —2*/120 —2°/720
/2 +2%/4 +23/12  +2'/48  +2°/240
712 +2°/24  +2'/30  +a°/360
—x?/12 —2%/24 —2*/72 —2°/288
27720 —2°/ 1440

21/720 +a5/1440

0

ce qui donne

x 11 1
—1_Z L2 Lo 5)
et — 1 3 % Tt tol)

e) Le premier terme non nul du d.l. du dénominateur est de degré 3. On part donc de d.l. a
l'ordre 6. On obtient

3 0 6

x—sinx:%—m—i—o(a:ﬁ) et ln(1+x3):x3—%+o(a:6).
Alors
6 3
3_ % 6 € 3
ln(1+x3) B T —7—1-0(33‘) _61—7+0(JE)
: = 3 5 = 2
T —sinx x x 6 T 3
L2 1-—
6 120 o) 50 o)
23 2
= 6<1—7+0($3) <1+2—0+O($3)>
32
= 6+1—JE)—3963+0(3:3)

f) On a tout d’abord
1+ 2cosz =3 — 2% 4 o(z?),

donc

2 1/2
\/1—1—2005:13:\/3—3:2—1—0(3:2):\/§<1—§+0(x2)> :

On utilise le d.l. de (1 + u)™ en zéro avec m = 1/2. On obtient
2

m:ﬁ<l—%%2+o(x2)> V(1L el

g) En utilisant 1’exercice précédent

x2 _\/3532 ofz2
e\/1+2cosznze\/§<l_€+o(x2)>:e\/§e< 6 *el )>

13



On utilise alors le d.l. de e* en zéro, d’ou

eV1t2cosx _ V3 <1— \/§$2> —1—0(332),

h) On écrit
In(1 + z)
(1+2)Y*=¢
Puisque l'on divise par x, on part d'un d.l. de In(1 4 z) a ordre 3. On obtient

2 333

I 3
In(l+z)=uz 2+3+0(a:),

puis
2 2
In(1 + ) (1 - ; + % + O(x2)> (—E + % + o(x2)>
= e =€e€

On utilise alors le d.l. de e* & 'ordre 2 en zéro.

In(1 + z)

i) Puisque l'on divise par z, on part d'un d.l. de sinz a l'ordre 5. On obtient

z3 x5

T 5
sine = x 6+12O+o(az),
donc
lnSinx—ln 1—$—2+x—4+o(az4)
r 6 120 ’

On utilise alors le d.l. a 'ordre 4 en zéro de In(1+ ). (En tenant compte du fait que I’expression
ne dépend que de 2, 'ordre 2 suffira).

. 2 4 2 4\ 2 2 4
sin x x T 1 T x T x
In :<‘—+—>_§<__+_> tofat) = —7 — = +o(a?).

z 6 120

j) En partant du d.l. a I'ordre 3 en zéro de In(1 + ), on a donc

22 23 1/3
\3/1+ln(1—|—:17):(1—!—:17—74—?4—0(:173)) .
On utilise le d.l. de (1 +u)'/3 a Pordre 3 en zéro qui s’écrit

2 3 2 3
OISO LN TR (R I (S RIS I S A S A
(14+u) 1+3+3<3 1) 2+3 3 1 3 2 6—|—o(u) 1+3 9+81 +o(u’).

14



Alors

. 1 2 23 1 22 3\? 5 22 23\’
31 In(1 =1 — J— — | — = _ - _ _ - 3
+1In(1 + z) —|—3<:17 2+3> 9<x 2+3> +81<:17 2—1—3> + o(x”)
= 1+§<x—%+%>—5(332—333)4—5:53—1—0(3;3)
r 5z 2323
= 142 = L= 3
T3 T o)
k) On part du d.l. en zéro a l'ordre 3 de cosx qui s’écrit
2
cosa:zl—%—i—o(a;?’).
Donc
v r @’ 3 § 1
Cos & T 3 2
- to(z”)
2
Alors

f(x):e(cos;p):e< Tt ( )>.

En utilisant le d.l. en zéro & ’ordre 4 de ’exponentielle, on a

ou

Alors
cos f(z) = cos(1 4+ u(x)) = cos1cosu(z) — sin1sinu(z) .

Comme u(0) = 0, on peut utiliser maintenant les d.l. de sinx et cosz a l'ordre 4 en zéro. On a
donc

@) TN R A s 2+1 Lot 13 4+ o)
COsS ul\xr = — =\ - —_ —_— — | T —_— — —_— o(x
2 2 3 24 24 2 3 24
1 x4zt xt
B P S U A 1
2<x tat+ -+ 3>+24—|—0(x)
2 3 4
_ 1_x__$__3i+o(x4)7

15



ainsi que

sinu(z) = <x+x_2+2_$3_|_13$4>_1<x+$_2+2_$3+i$4>3+0(x4)
2 3 24 6 2 3 24
2 22° 13z 1 5 3zt 1
= x+7+—3 t o —6<3: +5 >+O(:1:)

= x+$—2+$—3+ﬁ+0(x4)
- 2 2 24 ’

Alors, en remplacant,

x

1 inl 1 inl 18 14 7sinl
cosl+sml 5 cosl+sin e cos 1 + 7sin R

4
2 7 2 24 (@7).

cos(ecosT ) =cosl —xsinl —

1) On cherche un d.l. de la dérivée a l'ordre 1. On obtient

—1/2
, 1 1 1 o\—1/2 \/§< 3z x2>
= = —(2+3 e ,
P =5 s a2t te) s Uttty

donc () = % <1 _ Z%x + o(x)> .

Puis en calculant la primitive, qui vaut argch /2 = In(1 + v/2) en 0,

2 2
argchv2 +x = In(1 4+ v2) + %:ﬂ - 33—\273:2 + o(z?).

3. a) On part du d.l. & Pordre 3 en 0 de cos z, c’est-a-dire
2

cosa::l—%—i—o(a:?’).

Donc, en remplacant x par = + x2 et en tronquant a l’ordre 2,

2)2
cos(zx +2?) = 1— (= —|—2x ) + o(z?)
1
= 1- 5(962 + 22%) + o(z?)
2
= 1—%—gj3+o($3)

Alors, en élevant au carré et en tronquant & l'ordre 2, on obtient

(cos(z + 22))? = (1—%2—w3+o(w3)>2

= 1—a2% 223 +o(2?).
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b) On effectue le produit en tronquant a 'ordre voulu, donc

z(z —1)(x —2) = 22 — 322 + o(z?) = 2z — 322 + 23 + o(217).

¢) On effectue le produit en tronquant a l'ordre 2, et on obtient
72
C(l+z+12%) = <1+x—|—7 —I—O(x2)> (1+z+ 2%
5 9 2
= 1—1—2:1:—1—5:17 + o(z?).
d) On peut partir de la relation

1-— 2
sin2x:w

sinfz = %<1— <1—@+@+0(x5)>>
1
2

On a alors

2 24

e) On effectue le produit en tronquant a 'ordre 3. On obtient

In(1+ x) z? 23 3 9 3 3
i Sl _z 4z 1— _
T2 (m 2+3—|—O(m) (1 —z+ 2" —2°+o(z?))
2 11 3
= x—%—k 6:5 + o(z?).

f) On effectue le produit en tronquant a 'ordre 4. On obtient

sint 3 4 9 3 4 4
= [t—= t 1—t+12 -3 4+ t
e o O R AR e )
53 5t
=t 4+ .

Puis en calculant la primitive nulle en zéro,

xT

sint x2 3 ppt b
dt = — — — - — 5y,
/1+t 2 * +o(@?)

0



g) On part du d.l. de sinz a 'ordre 6. La division par x raméne a l'ordre 5. On obtient

. 5
s L% g o)
Alors
: 2 4
exp ot = e exp |~ 4 o 4 o(a”) | .
T 6 ' 120

En remplagant dans le d.l. a l'ordre 5 de I'exponentielle (en fait 'ordre 2 suffit car les termes
suivants donnent en composant des degrés supérieurs a 6) et en tronquant a l'ordre 5. On trouve

sin 14 x2+:174 +1 22 + +o(a)
X — — — 4+ — o
P 6 120) 2\ 6 120 *
1 a;2 x? x?
e [ _— _— O
6 120 2 36

= e<1—%2 —) +o(z”).

2
Sin:E—I—COS:E:1+l‘—%+O(l‘2),

h) On a tout d’abord

puis en remplagant dans le d.l. & I'ordre 2 de In(1 + ) et en tronquant a l'ordre 2,

In(sinz + cosz) = In <1 + <a: = %2 + o(rc2)>>

i) On écrit

1 1/x2_ N _Incosz
coS T - &P x? '

2 on part d’'un d.l. & Pordre 5 de cos z, c’est-a-dire

En raison de la division par x
2 33‘4

x
12 42
cosT = 2—1—24+0( 5).

2 2t
lncosa;-ln(l—i—(—?—i-ﬂ—i- (x )>>

On utilise un d.l. & 'ordre 5 de In(1 + z) (en fait I'ordre 2 suffit quand on compose).

Alors

z2 ozt 1 22 2h\?
Incosz = —3 5173 <—7+24> +o(z)
2 4 4
x T lx 5
= 3taag W)
z?2 ot 5
BRI TR



Alors

Incosx 1+x2+ (%)
— — — - olx
z? 2 12 ’

Incosx x?
exp <— = > =e'/? exp <ﬁ + o(x3)> )

et en utilisant le d.l. a 'ordre 3 de e® (en fait 'ordre 1 suffit en composant),
1 1/z2 22
= 1+ = %).
(cosa:) \/E< * 12) +o(z%)

j) On part du d.l. a Pordre 2 de v/1 4+ z. On a

donc

2

\/1+x:(1+a:)1/2:1+g—%+0(9€2),

donc
2

1/2
1+V1+z= <2+g—%+o(x2)> .

En mettant \/5 en facteur, on a

2 1/2
1+\/1+x:\/§<1+§—f—6+0(3€2)> .

On utilise de nouveau le d.l. & Pordre 2 de v/1 + x

1 [z 22 1 [z 22 2
1+V1 = V2 [14+4=(Z-Z=)—=(=-%= 2
AR f<+2<4 16) 8<4 16> +O(x))
N 2 \4 16 81
x  5x2
k) On écrit
72 1/2
\/24—%2:\/5 1+7 y
et 'on a

Noyei \/§<1+



1) On cherche un d.l. & 'ordre 4 de la dérivée

fle) = o = = L (1422 <1+ )_1/2
VI aE V2 V2 2 '

Compte tenu de la multiplication par z, il suffit de partir de d.l. & ’ordre 3 des deux racines, ce

qui donne
2 2
<1 - ‘% + o(x3)> (1 - % + o(x3)>

<1 — 3%2 + o($3)>

<a; — ¥ - o(:c4)> :

Puis en calculant la primitive, qui vaut argch v/2 = In(1 +v/2) en 0,

2 3v2
argch v/2 + 22 = In(1 + v/2) —i—£ 2—3—\é_x4+o(x5).

fl) =

Sl Sl Sl

m) On part du d.l. a Pordre 5 de In(1 + z), ce qui donne

2 3 4 5
x—ln(l—i—az):x—<x—%+%—%+%>+o(w5).

Le premier terme non nul du d.l. de x — In(1 + x) est de degré 2. On peut donc mettre 2 en

facteur.

1z 22 28

_ _o2(f_T T T 3v) — .2
r—In(l+z)=2x <2 3+4 5—1—0(3: )> x7g(x).
Il suffira donc du d.l. de 1 4+ 2 cos 2z a 'ordre 3. Tout d’abord
2
cosu=1-— %+O(u3),

donc, en posant u = 2z,
cos 2z = 1 — 22% 4 o(2?),
d’ott
1+ 2cos 2z = 3 — 42 4 o(2?).
On effectue, en le tronquant a 'ordre 3, le produit g(x)(1 + 2 cos 2x), ce qui donne

1 r 22 23
g(z)(1 4 2cos 22) = (3 — 4a® 4 o(z?)) <§ + -3 + 75 + o(m3)> ,

et l'on obtient

g(x)(1 4+ 2cos2x) = g —e- o T + o(2?)
Alors
2 11 3 2 4 11 5
(142 cos 2z) (z—In(1+z)) = 22 <g —z— 5% + 1":: (x3)> = 3%_;1;3_5% 1:55 o(xz%).



n) On a au dénominateur In(1 + x) = x + o(x), donc pour obtenir un développement limité
d’ordre 2, on part de 'ordre 3. On a

3 3
2sinx — arctan x = 2 <a; — E) - <x - §> +o(23) =z + o(z?),

d’ou
T 0(333) 1+ 0(332)
f(x) = 3 3 = 2
P x——i—O(x?’) 1-Z :E——l—O(a:z)
2 2 3
On a alors

x .Z'2 T f]}'z 2 9 x .Z'2 .Z'2 2
f(a;)—1+§—§+<§—§> —I-O(Z')—l—i-————i—z—i—o(x),

d’ou finalement
2sinx — arctan T

m(1+z) 2 12

2

4. a) En raison de la division par 2*, on commence avec des développements limités a ordre 4.

On obtient ) . ) .
chx:1+%+§—4+0(x4) et cosa;zl—%—i-:;—él—i—o(a:‘l),

donc

2 4 2 4
z ., 4 r 4
o <1+2+24+°("E)> (2+24+°(x)>
e = e =ee .

Comme %2 + % + o(x*) tend vers 0 lorsque z tend vers 0, on peut utiliser le développement
limité de I’exponentielle en 0, a priori a I'ordre 4, mais en fait I’ordre 2 suffit. On obtient

2 4 2 4\ 2
ch x T 1 [z T 4
— 1 _— —_— p— -
e e<+<2+24>+2<2+24> +O(x)>

24

2 4
oz 4

g 1 —_— R
e<+2+6+0(:17)>

puis



Alors

et finalement

b) On écrit
<ln(1 + :E))
flz)=e sinx

et 'on cherche le d.l. a 'ordre 3 en zéro de

o) _ 0t 2)

sin x

Comme le dénominateur sinx = = + o(z), a une partie principale de degré 1, on commence les
calculs & l'ordre 4. On a donc

z? 23 a2t 4 , 3 4
1n(1+:n)—:n—?+§—z—|—0(az) et SIH$—$—€+O($),
d’out
2 3 4 2 3
¢ oz r ¢ oz
T— = +7%——+o(z?) 1- 4% =40z
— 2 3 4 2 3 4
gla) = 5 = 2
a:—x—+0(x4) 1—w—+0(a:3)
6 6
2 3 2
r ¢
(22 2) (122 o
r z? 23
= 14 3
;g g o)
Alors

x oz 3 1 r ozl 3 2 1 x a2 3 3
= 1 - |- +=-= =+ =-= 3
f@) e<+< SR 3>+2<2+2 3) +6<2+2 3) +olz%)
N N R AU VAN
a 2 2 3 2\ 4 2

d’ou,

22



c) On a au dénominateur In(1+ z) = x4 o(x) . On commencera donc le calcul & 'ordre 3. On a

2 333

T
e +:E+2+6+O(:E),
donc
2 .3 2 .3
I+24+ 2 + 2 +o(a?) T+ =+ o+ o(a?)
e’ 2 6 2 6
e = e =ece

z? 23 1 22 23\ 1 22 2%\’ 3
= 1 —_ —_ — —_ —_ — —_ —_
e +<$+2+6>+2<x+2+6> —|—6<:17+2+6> + o(z”)

2 3 3
= e 1+<x+%+%>+—(x2+x3)+%>—1—0(3:3)

53
= e<1+x+x2+%>+0(9g3).

En changeant alors x en —x dans la formule précédente, on obtient

donc

On aura alors

3 53:.2
e (23: + —) +o(x3) e (2 + —> + o(x?)
x—7+§wmu) 1—§+—+qm)
On effectue la division suivant les puissances croissantes,
2 +52%/3 |1 —z/2 +2?/3
-2 +4x —22%/3[2 4z +327?/2
x +a?
—r  +x?/2
32%/2
—327%/2
0

et finalement

d) Le dénominateur In(1 + z) a un d.l. qui commence par une terme de degré 1. On développe
donc le numérateur a ’ordre 3. On a successivement

1 1 22
= 2 :1+7+O(aj3)7




et

2 2 2
x T x
e e el (O SEICL) BELE RCR
sin x z 3 T 9
x——+o(x’) 1—=—+o(x)
6 6
donc ) ) 5
1 T T
=1 — 4+ — 3y,
cosx+sina: +$+2+6+O($)
Alors

L, o 1+ +$2+$3+(3) LA
R J— le) —_— —_— o]
o \COST sinx e * 2 6 * —ee * 2 6

En utilisant le d.l. de 'exponentielle en zéro a ’ordre 3, on obtient

2 6 2

[ 2 23 1 3
= e 1+<x+7+€>+§($2+x3)+—]—|—o(3:3)

- -
= e 1+w+x2+%} +o(x%).

Finalement
1 22
Ccos T + sin x 53
e —€:€|:$+$2+7:|+0(:E3).
Alors 5 )
5 5
e[:ﬂ—l—ﬂ:2+%]+0(m3) e[1+x+%}+0($2)
f(x) = 2 3 = 2
r— T+ T 4 o(@?) I
2 3 2 3

En effectuant la divisions suivant les puissances croissantes,

1 +r  +52%/6 |1 —xz/2 +2%/3
-1 +z/2 —2*/3 |1 +3z/2 +527/4
3z/2  +a?/2
—3x/2 +32%/4
5?4
—51%/4
0

on a donc finalement

( 1 N :E2> . )
- 2 3 1 2 3 1
 \cosT - sinz e 11 <$ z a:) —(3: z w_) +_<$+x_+%



e) Le dénominateur sinz a un d.l. qui commence par x. Il faut donc partir de d.l. d’ordre 4 pour
obtenir un d.l. de f & l'ordre 3.

En partant de

3 2 3 4
arctanz = x — $—+o(az4) et In(l+z)=xz— LA $—+o(az4),

3 2 3 4

on obtient
R 4
arctanx + In(1 4+ x) = 2z — 5 I—i—o(az ).
Par ailleurs
x3 4
sin:E:x—E—l—O(x ),

donc, aprés simplification par z, on trouve

3

2—%—%4—0(:133)
f(:E): 22 >
1—- 2 3
6+o(a;)
d’ott
arctan z + In(1 + ) r a3 3 x? 3
— (2-Z - 1+
sin ( 2 4 + o) * 6 + o)
3 2 3
r 0z
= 2T 47 3
SR SR TR
r 2?23
- 94 3
5 T3 3—1—0(:17)

On pouvait également effectuer la division suivant les puissances croissantes

2 —x/2 —23/4 11 —22/6
-2 +z%/3 +12 —x/2 +2?/3 —23/3
—x/2 +2%/3 —23/4
x/2 —23/12
?/3  —2°/3
—23/3
—x°/3
+x3/3
0

5. On calcule les dérivées successives de la fonction z — arctan x.

S ) = e = (201 + )2,

1) (14 22)2

puis
FO(z) = —2(1 4 22)72 + (—22)(—2)(22)(1 + %) 3.
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On en déduit
fQ)=m/4, f)=1/2, f'1)=-1/2, fO1)=1/2,

d’otu, en utilisant la formule de Taylor,

/ " 3)
fa)y =0+ D @y E w1 0 oyt oa -1y,
on trouve
T (r— r—1)2% (z-1)3
f(x):——i-( D D —l-( D +o((xz —1)3).

4 2 4 12

Partons maintenant d’un d.l. a Pordre 2 de f’. En posant x = 1 + u, on obtient

() 1 1 1 1
€Tr) = = = — .
1+22 242u+u?> 21+u+u?/2
Alors
1 u? u?\?
/ - Z|1- u- u” 2
fi(z) 2[ <u+2>—|—<u—|—2>+o(u)
1 2
[ ( ) )
1 2
1w u? 9
= §—§+Z—l—o(u)
Alors, en intégrant terme & terme
w o ou? o ud
= f(1)+ = — — + — 3

ce qui redonne le méme résultat.

6. a) On se rameéne a un d.l. en zéro en posant h = x — w/3. On a alors

1 3
f(x) = cos <h—|—%> =3 cosh — g sinh,

f(w)zé (1—%2>—§ <h—%3>+o(h3)7

d’ou

et finalement
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b) On se rameéne & un d.l. en zéro en posant h = x + 1. On a alors
f(x)=h(h+1)(h+2) = 2h + 3h® + h3 = 2h + 3h? + o(h?),

donc
(z+1D)(x+2)(x+3) =2(x+1) +3(x+1)% +o(z + 1)%).

c) On se raméne & un d.l. en zéro en posant h =z — /6. On a alors

f(x) =sin (h+ %) = ? sinh+% cosh,
d’ou /3 3 2
3 1
f(x):7 <h—E+o(h3)> +§ <1—7+o(h3)> ,

et finalement

. V3 T ™2 V3 T T
ano= b B (o-8) 4 o8-8 o5 e (- ))-

w

d) On se rameéne & un d.l. en zéro en posant h = x — 1. On a alors
f(z) = h(h —1)(h —2) = 2k — 3h* + h® = 2h — 3h% + o(h?),

donc
(x—1)(z—2)(x —3)=2(x —1) = 3(z — 1)? + o((z — 1)?).

e) En 3, on se raméne & un d.l. en zéro en posant h = x — 3. On obtient alors

f(z) = In(3+h)=In3+1In <1+§>

ho1(h)’
= 1 — (= 2
n3—|-3 5 <3> +o(h?),
donc ( 2
z—3 z—3 2
Inz=In3+ 3 T 13 +o((z — 3)%).

De méme en 4. On se raméne & un d.l. en zéro en posant h = ¢ — 4. On obtient alors
h
f(z) = In4+h)=Ind+1n 1+Z

hoo1 (R
= 4+ (2 2

27



donc ( )2
r—4 r—4

Inz =2In?2 — —4)?).

nw=2In2+ L +o((@—4)?)

f) On se raméne & un d.l. en zéro en posant h = x — 7/4. On obtient alors

L T
77)_ tan +tanZ _ 1+4tanh

tanxztall(h—i—— = .
1—tanhtan% 1 —tanh

4

Par ailleurs,

tan 2x = tan <z+2h) = ! = — 1
B 2 ~ tan(—2h)  tan2h’
Donc 1/ tan2h
. ™ 1+ tanh\ an _ _—g(h)
o=t 5) - () -
ou

1 1+tanh
h) = 1 .
9 tan2h (1 —tanh>
Comme tan 2h s’annule en zéro, et que le premier terme non nul de son d.[. est de degré 1, il faut
donc commencer le calcul avec un d.l. d’ordre 4 en zéro de tanh :
h3 4
tanh:h—i—?—ko(h ).

On a alors

h3
In(l1+tanh) = In <1 tht o+ o(h4)>

AN A A h3\* .
R 1 2h* 3 pt
= h+———<h2+i>+h———+o(h4)

3 2 3 3 4
r* 2n3  7h? 4
= h_7+T_E+O(h)'

Alors en changeant h en —h,

et finalement

1+tanh A3 \
nm—ln(l—l-tanh)—ln(l—tanh)—2h+T+o(h)
1+tanh

———— étant impaire, il est normal que son d.l. le
1+tanh paire, 4

(Remarque : la fonction qui a h associe In

soit également).

28



Par ailleurs

h3
tan2h = 2h + 87 +o(h?).
On a alors
4h3 2h?
2h 4+ —— +o(h*) 1+ = +o(h?)
h) = 3 _ 3
g( 3 2
8h 4 4h 3
2h+T+O(h) 1+T+O(h)
2h? 4h?
= (1+=—)(1-—=— h3
2
= 1- —2;1 + o(h?).
Ensuite

f<h+ﬁ) — 9(h)

e(—l + %h? + o(h3)>
(27}12 + o(h3)>

Il ne reste plus qu’a utiliser le d.l. de e” en zéro pour obtenir

f(h+%>:e_1 <1+¥>+o(h3).

(tanz)'n(2) = =1 <1 + g (m - %)2> + o0 <<x — %)3> :

g) On se raméne a un d.l. en zéro en posant h = x — 1. On obtient alors

= e le

Finalement

f(x)=fA+h)=(h—3)(h+4)h((h+1)>+2) = —36h — 21h* — Th> +- 3h* + K5
donc en tronquant & ’ordre 2
f(1+h) = —36h —21h% + o(h?),

soit

(x—4)(z+3)(z—1)(2*+2) = =36(x — 1) — 21(z — 1)* + o((z — 1)?).

Par contre a I'ordre 2000, la partie réguliére de f est f.
h) On se rameéne a un d.l. en zéro en posant h = x — 7/2. On obtient alors
h+m/2
fle)=f (h + g) = <1 + sin (h + g) ) = (1+cos h)"*™/2 = exp ((h + g) In(1 + cos h)) .

Tout d’abord
h? h?
1+cosh:2——2 +o(h?) =2 <1——4 +o(h2)> ,

29



puis
2

2
In(1+4cosh) =In2+1In <1 — hz —l—o(h2)> =In2— hz + o(h?).

Ensuite

2

™ B T h o) T mh? 9
(h—|—§>ln(1—|—cosh)— <h+§> <1n2—z+o(h )) = ZIn2+hln2 - T 4 o(h?).

Finalement

f(h—kz) = exp (gln2> exp <hln2—%h2+o(h2)>

2 2\ 2
= 27/? <1+<hln2—%>+% (hlw-%) —|—o(h2)>

2
/2 <1+h1n2+h2 <(IHT2) — %)) + o(h?),

donc

(1 + sinz)® = 27/2 <1—|—ln2 (:n— g) + (% - %) (:n— g>2> + o ((3:— g)2> .

i) On se raméne a un d.l. en zéro en posant h = x — 1. On obtient alors

f(h+1)=1+/2e—ehtl.

Mais
h? h?
2e—eh+1:Qe—e'eh:2e—e<1+h+?+0(h2)> :e<1—h—?+o(h2)> .
Alors
B2 1/2
F(h+1) = Ve (1—h—7+o<h2>) |
. 2
et en utilisant le développement limité (1 + )2 =1+ Ry +o(2?), on a
1 h2\ 1 h2\ > )
f(h+1) = Ve <1+§ <—h—7> ~3 (—h—7> +o(h*)
h k% h?
= \/E <1———X—§+O(h2)>

On obtient donc finalement

VI = e Y1) - 2o @12 o - 12).



j) On se raméne & un d.l. en zéro en posant h = z — 1. On obtient tout d’abord

2
2—1n(1+h):2—h—|—%+o(h2),

donc
h2 1/4 h h2 1/4
f(l+h)= <2—h+7+o(h2)> = ol/4 <1—§+Z+o(h2)> :

D’autre part

2 2
(1+h)1/4:1+ih+i(i—l)%+o(h2):1+%—?%+o(h2).
Alors
[ 1/ h K2\ 3 [ h  R2\?
— 1/4 i L T e " 2
F(1+h) 2 1+4< 2+4> 32< 2+4> +o(h)]
[ h R 3 A2
1/4 o o2 " 2
S AT 324+O(h)}
[ h  5h?
M |1+ g o)
donc

_ 12
V2 —Inz =24 |1— x8 ! + 5(%1281) +O(($—1)2)] :

7. Posons f(z) = arcsinz. On a alors
L -

f/(l'): m_

En utilisant le d.l. de (1 4+ u)™ avec m = —1/2 on obtient

Ly (=1 -1 Ly (LY 1)L (=) = 1
o1 (D) ERUED 0 o D0 (D0
Appliquons cette relation avec v = —22. Le monéme Kj(x) de degré 2k vaut donc
Y=Yy ). (=1 —
ooy = ERED D (D k)

Les k premiers facteurs sont négatifs. Comme I'on multiplie par (—1)¥, le résultat final sera
positif. On obtient alors

o B0 .




Si 'on multiplie le numérateur et le dénominateur par 28 k! = 2 - 4---(2k), 11 apparait au
numérateur le produit des nombres entre 1 et 2k, soit (2k)! et au dénominateur (2 k!)2. Mais,

puisque 'on a,
2k (2k)!
k) (K2’

1 /2k
ki) = ()

Fa) =3 4ik <2:> 22 4 o(z?).

k=0

on obtient finalement

donc

Alors, en prenant la primitive, en tenant compte du fait que f(0) = 0, on obtient

n 1 /2k 33‘2k+1 .
=3 (g ol

k=0

8. Pour z > 0, on a la relation

1 =
arctan x + arctan — = 5

x
donc 5 0
1
arctan = g — arctan(z?) = g — 2% + % - % + o(z1?).
9. On a 22
1 1—e /"
wl_1-e?
ZE2 1 +e—2/x
donc /2
1 —2e7 /"
th— —1=—
x? 1+ e 2=
Alors 22
1 _2 —n,— €T
r(th——1) =2
ZE2 1 _|_e—2/:c

En posant u = 2/,
x—ne—2/x2 — 2—n/2 e—uun/2 7

et cette expression admet pour limite 0 lorsque u tend vers +oo donc lorsque x tend vers 0. Alors

lim 27" <thi2 — 1> =0,
z—0 T

donc 1
th——-1= "
) O(x )7
et 'on a bien )

th;zl—l—o(x").
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10. a) La fonction x +— Inx n’a pas de limite finie en zéro, donc pas de d.l. d’ordre 0, ni d’aucun
autre ordre.

b) La fonction x — /= n’est pas dérivable en zéro, donc n’a pas de d.l. d’ordre 1 en zéro, ni
d’aucun ordre supérieur a 1.

¢) On a
VaF = 223 = ofa?),

donc la fonction posséde des d.l. d’ordre 1 et 2 en zéro. Si elle possédait un d.l. d’ordre 3, il serait
de la forme

Vb = az® 4 o(2?),

et 'on aurait

ce qui nest pas le cas, puisque cette limite est infinie. Donc la fonction ne posséde pas de
d.l. d’ordre 3 en zéro.

d) On a, pour tout entier n positif,

lim ie_l/gc2 =0,
z—0t ™

donc
e—l/ac2 — o(xn) )

La fonction posséde un d.l. d’ordre n pour tout entier n.

11. Mettons tout d’abord en facteur dans f(z) et g(x) leur terme de plus bas degré.
flz) =21+ 2z 4 2% + o(2?)) et g(x) = —23(1 — 3z + o(x)).

Alors
f(z)g(z) = —2°(1 + 22 + 22+ o(a:2))(1 — 3z +o(z)).

Le produit (1 + 2z + 22 + o(2?))(1 — 3z + o(z)) donnera un d.l. d’ordre 1 seulement, donc
f(@)g(z) = —2°(1 + 22 + o(x))(1 — 3z + o(z)) = —2°(1 — x + o(x)) = —2° + 2° + o(2%).

Le résultat obtenu est un d.l. d’ordre 6.

Pour le quotient,

g(z)  —2*(1—-3z+o(z)) 1 — 3z + o(x)

flz)  22(1+ 22 + 22 + o(x2)) 1t ot a2+ o(x?)’

1 — 3z + o(x)

1+ 2z + 22 4 o(22) sera d’ordre 1. On a

Le quotient

1-3z+o(z)  1-3z+o(x)
1+2r+22+0(22) 1427+ o(x)

=(1-3z+0(x))(1 -2z +o(x)) =1— 5z +o(z),
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d’ou

Le résultat est un d.l. d’ordre 2.

Pour la composée, on a

gof(z) = — (2[1 + 2z + 2% + o(:n2)])3—|—3 (2?[1 + 2z + 2% + o(x2)])4+o <(:E2[1 + 2z + 22 + o(x2)])4> ,
donc

gof(x) = —a(1+2x+a®+o0(a?))® +32%(1 + 2z + 2® + o(2?))" + o(a®)
= —2%(1 422 + 2%+ o(z?))? + 32% + o(2¥).

Le résultat final sera donc & I'ordre 8. Il reste & développer I'expression [1 + 2z + 22 + o(2?)]? &

lordre 2, . On obtient
(14 (22 + 22) + o(z?)]® = 1 + 3(2z + 22) + 3(2x + 22)? + o(2?) = 1 + 62 + 1522 + o(2?),

d’on
go flx) = —a% — 627 — 122% 4 o(2®).

12. Remarque : dans les exercices suivants on ne peut savoir a priori & quel ordre choisir les
d.l. que 'on utilise, les démonstrations sont données avec ’ordre nécessaire pour obtenir 1’équi-
valent cherché. En général, on choisit un ordre de départ, et, s’il est insuffisant pour conclure,
on recommence les calculs en augmentant 1’ordre.

a) En effectuant un d.l. a Pordre 3,

2 3 3
x(2 — cosx) — arctanx = x (2— 1—1—% —I—O(x2)> - <x— T —|—o(x3)> _ o + o(z®) ~ ==

b) En effectuant un d.l. a Uordre 4,

¢ T 4
1 -2 4=
oCOST e< 2 +24+O($ )>
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De méme
chz e<1+%2+;_:+ (@ )>
B ee<%2+£+ (x4)>
(3R 355 )

z? 2t 4
= e<1+7+€>+o(az).

Alors

eCOST | Chw g, E¥ +o(z?) ~ =

¢) Pour z tendant vers 07, on a

2 1/2
\/tanaz—\/x—k——kox?’ <1+—+O( )> .

En utilisant le d.l. en zéro a I'ordre 1 de (14 u)'/?, on obtient

m=ﬁ<1+%2+o(x2)> :

De méme,

2

1 1/4
\/4a:sina::il/x2—%+o(a:4):\/§<l—%+o(x2)> ,

donc, en utilisant le d.l. en zéro a I'ordre 1 de (1 4 u)'/4,

m—f(l—ﬂm( ).

Alors

5/2
iz - Vs = v (B o)) = 2 o) ~

d) On part de d.l. a ordre 4.

2 4
Incosz = In <1 T4 +o(a;4)>

2
z? 2t 1 a2 a2\’ 4
- <‘7 ﬁ>_§<_7+24> +ole)
2 4
- T 1
= 3 e
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De méme

Inchzx = In 1+x—2+$—4+o(az4)
B 2 24
x2+az4 1 x2+x4 2+ ()
= e —_— —_ = e —_— o\xr
2 24 2\2 24
2 4
- r_r 1
= 3w
Alors
2 gt 2
Inchz 5~ Tolh)  1- A+
1 - 2 1 - 2
ncosz _:%_:17 o(z) 145 4 o(a?)

On en déduit donc

13. a) En effectuant un d.I. a ordre 3,

2 3 7 3 7 3
z(l+cosx)—2tanx = x <1—|—1—%+0(x2)>—2 <x+%+o($3)> = —i—l—o(x ) ~ T

b) En effectuant un d.l. a Pordre 2,

2
<1 - —+ O(x2)>
pCOST 2

De méme
2
T
1+——+ou%>
che e< 2
2
T
- o)
= ee?2
22
= e <1 + 5 + 0(5172))
Alors
oCOST _ echx — —ex? 4+ o(g;z) ~ —ex?.



¢) Pour z tendant vers 0T, on a

De méme,

donc, en utilisant le d.l. en zéro a l'ordre 1 de (1 + u)

Alors

d) On part de d.l. & I'ordre 4.

De méme

Alors

Vsing = \/:13——4—0 (x3)

En utilisant le d.l. en zéro a I'ordre 1 de (14 u)'/?, on obtient

Vaimz = V& (1- 5+ ole?) )
%EH:VM+§%WWﬁﬁQ+§+%ﬁYA
1,
Vianz = V& (14 5+ o(e?) )
2 _ﬂJro(xs,/z) -
6 6

Vsing — Vrtanz = —/T <x— + o(gg2)> —

v (12 et >>”2.

2 4
¢
1 = In(1-"—+4= 4
1 COS T n( 5 +24+O(='E ))
B 2 24) 2\ 2 24
2 2t 4
BRI TR
2 g4
Inchz = ln<1+?+ﬂ+0(:ﬂ4)>
2 4 2 4\ 2
T T 1/z T 4
- (5 ﬂ)‘i(z*ﬁ)*‘@>
2 4
- r_r 1
= 7 el
2 4 2
‘=z 4 x 9
Incosz —7—E+O(x)_—1—€+0(3:)
In ch - 2 4 - 2
nenT %—Qf— o(z?) 1—%+o(m2)
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On en déduit donc
Incosx x

1 -
+ Inchzx 3

e) On peut transformer I'expression en mettant e en facteur dans la parenthése

Inz Inz

2cosx —e”)

exH)lnx = elne( =z (2cosx —€”)

(26 cos T —
Or, en utilisant un d.l. d’ordre 1 en zéro,
2co0sx —e*=2—(14z)+o(x) =1—z+o(x),

donc
In(2cosz —e*) =In(l —x +o(z)) = —x +o(z) ~x.

Alors
InzIn(2cosz —e*) ~ —zlnzx,

et cette expression tend vers zéro lorsque x tend vers 0. Donc

Jnzn(2cosz —e”) _ (2cosz — ex)lnx

tend vers 1, et il en résulte que

(2 cosz — e“’l)lnx = ze(x)
ou (z) tend vers 1. Donc

(2e cosz — exH)lnx ~x

f) On part de d.l. a 'ordre 3. On a

3 2 3

2—tan:1::2—:1:—%—|—0(x3) et 1+e_x:2—x+%—%—|—o(m3).

On effectue alors la division suivant les puissances croissantes pour obtenir un d.l. du quotient,

2 —u —23/312 —x +2%/2  —23/6
-2 4z —2?/2 +a23/6]1 —x?/4 —52%/24
—z?/2 —a°/6
+22/2 —2%/4
—52° /12
+523 /12
0
donc
2—tanz z?  5z? 3
Trer a1 ar o)
Par ailleurs A . )
e R A
4



Finalement
2 —tanx 4 53 +o(a?) 53
— = ——+4o(z°) ~ ——.
14+e* 4+ g2 24 24

14. a) Le d.l. du dénominateur ayant son premier terme non nul de degré 3, on cherche un
d.l. d’ordre 3 du numérateur. Pour obtenir le d.l. d’arcsinz, on part du d.l. d’ordre 2 de la
dérivée. On a

1 x?
= (1—-2)"? =14+ 4 0o(a?).
i ) y ol
Donc en intégrant, et puisque arcsin0 = 0,
3
arcsinx = x + 5 + o(z?).
Alors
3 3 3 3
T T x x
sinz —arcsinz = (2 — — +o(z®) | — (24 = +o0(@3) ) = == 4 o(z?) ~ ==,
6 6 3 3
et
sin® z ~ 23 ,
d’ont . .
sinx — arcsin x 1
sin® z 3’
et . .
. sinx — arcsinx 1
lim ————— = — .
z—0 sin® x 3

b) Comme sinz a un d.l. en zéro dont le premier terme non nul est de degré 1, et que 'on effectue

une division par z2, on partira de d.l. d’ordre 3. On a

3 3
sinx:x—g—ko(x?’) et sha::x—l—?—i—o(a:?’),
donc
3 2
shz x—i—%—FO(x?’) 1+%+o(az2)
; - 3 = 2
S P o(z®) 1-— Ty o(z?)
6 6
2 2
= <1 + %) <1 + %) + o(x?)
2
= 14 = +o(z?)
Alors . ) )
In " —1In <1+—+o(x2)> = & +o(2?),
sinz
puis
1 shz 1
—1 = 1
22 Vsinz 3 +o(l)



Finalement

L /a? i I shx
. ( shz > . ZE2 sin 1/3
lim =lime =e/?.

c¢) On part du d.l. d’ordre 1 en zéro de a® = e*"® qui vaut 1 + 2zlna + o(x) . On a donc

) )
5 —=3"=(1+=zlnb5) — (1 +xIn3) + o(z) :$ln§ + o(x) N$ln§,
et
47 -2 =(1+zlnd) —(1+2zln2)+o(zx) =zln2+o(z) ~z In2,
donc

lim o —3 _ In(5/3) ‘
z—0 4% — 3% In2

d) Comme dans le calcul figure une division par x, on part de d.l. & 'ordre 1. On a tout d’abord

1+«
1_x:(1+a:)(1+x+o(x)):1+2x+o(a:),
puis
1. 142 1 1
—1 =_—In(1+2 = (2 =2 1) .
T = (14 20+ o()) = - (20 + o(2) = 2+ o(1)
Alors
_ (1+az\Y 1. 1+2]
lim = limexp |— In =e”.
z—=0\1—x z—0 r 1—=x
e) On écrit
9 1 1 1 2?2 —tan’z (2 +tanz)(z — tanx)
cotan T— 5 =5~ 5 = 5 5 = 3 3 .
2 tan® x x e tan® x x<tan®x
Or 3 3 3
x—tan$:x—<x+%+o(x3)>:—‘%4_0(;1;3)N_%7
x +tanx = 2z + o(x) ~ 2x,
et
22 tan’z ~ 2.
Alors 5
x
o0 [ -2
22 x4 3
donc
lim cotan2:17—i ——2
z—0 33‘2 - 3
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f) Le premier terme non nul du d.l. du dénominateur est de degré 2, puisque

a? a? 2 2 2 2
chz —cosz = 1—1—5 - 1—7 +o(z%) = z° + o(z”) ~ z°.

Par ailleurs il existe dans 'expression de la fonction des divisions par 2. On commence les calculs
avec des d.l. d’ordre 4.

2 4
Inchz = In <1 + T +O(:174)>

2 24
x2+az4 1 x2+x4 2+ ()
= e —_— —_ = e —_— o\xr
2 24 2\ 2 24
2 4 4
_ . r _r 4
3 to1 -5 o)
2 zt 4
= 7 - E—l—O(az )
Alors
( lnchx)
(ch:n)_l/x2 = e a?
1 IIJ‘2 2
(—54'5-1— (l‘ ))
= e
2
a;_+ (a:2)
o172 12
1/2 a? 2
= eV <1+E>—|—O(x)
De méme
2 4
Incosz = ln(l—%+§—4+0($4)>
x2+x4 1 x2+x4 2+ ()
= —_— —_— - = - =~ o(x
2 24 2 2 24
2zt 2t 4
—7+ﬂ—§—|—o(l‘)
x? ozt 4
Alors
<lncosx>
(cosa;)l/gc2 = e\ 2



On en déduit , )
(chx)_l/w2 - (cosx)l/l‘2 — ¢ 1/2 (x_ + o($2)> ~ o127

et finalement

2
x
/a2 22 il
(chz)~1/*" — (cosz)/ 12 6 _ 1
chz — cosx 2 6ye’
donc
lim (ch )~ /7" — (cos z)1/=* 1
z—0 chz — cosw  6ye’

15. a) Le d.l. du dénominateur ayant son premier terme non nul de degré 3, on cherche un
d.l. d’ordre 3 du numérateur. Pour obtenir le d.l. d’arcsinz, on part du d.l. d’ordre 2 de la
dérivée. On a

; :(1_$2)—1/2:1+$_2+O($2)

V1—a2 2
Donc en intégrant, et puisque arcsin0 = 0,

23
arcsinx = z + 5 + o(z?).

Alors
. 23 X 23
x —arcsine = —— 4 o(z°) ~ —— |
6 6
et
sin®z ~ 23 ,
d’ou .
T — arcsin x 1
— 3 ~ "=
sin® x 6
et .
. x —arcsinx 1
lim — s =z
z—0 sin® x 6

b) Comme shx a un d.l. en zéro dont le premier terme non nul est de degré 1, et que l'on effectue
une division par 22, on partira de d.l. d’ordre 3. On a

3 3

sin:z::x—%—l—o(x?’) et sh$:x+%+0($3),
donc
sinz x—%3+o(x3)_1—%2+0($2)
sha x+ %3 +o(z®) 1+ x_2 + o(2?)
= <1 - %2> <1 - %2> + o(z?)
= 1—%24—0(:172)



Alors

shx 3
puis
1 sin x 1
o 1
z2 " shzx 3 +o(1)
Finalement )
) 1  sinz
Sinx / _2 n h 1/3
lim< ) = lim e\? shz ) _ o=1/3
z—0 shx z—0

rzlna

c) On part du d.l. d’ordre 1 en zéro de o* =e qui vaut 1 + zlna + o(z) . On a donc

8 -4 =(1+2In8) — (1+zlnd) +o(z) =xIn2+o(x) ~zln2,

et

3x—2x:(1+xln3)—(1+xln2)+o(x):a:lng—ko(x)wa:lng,

donc
. 8T —4* In2
lim

037 —2¢  In(3/2)

d) Comme dans le calcul figure une division par x, on part de d.l. & 'ordre 1. On a tout d’abord

1—
1+i —(1—2)1—z+o(x)=1-2z+o(z),
puis
1. 1-— 1
Eln | +i = Eln(l — 2z +o0(z)) = —(—2z+o(z)) = —2+0(1)
Alors

16. a) On pose tout d’abord h = x — e et l'on cherche la limite lorsque h tend vers zéro de

(e + h)e —ecth
h? '

On cherche un d.l. d’ordre 2 du numérateur. Tout d’abord
h e
(h+e)=¢e° <1+g> :

On utilise le d.l. de (1 + z)® en zéro, pour « = e, et x = h/e, donc

e (1 - eg + 6(62_ 2 <g>2 + o(h2)>

e—1
el 2 2‘
e< h 2e h> o(h7)

fle+h)=

(h+e)°
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En utilisant le d.l. de 'exponentielle, on aura

h2
e — geph — ¢ <1 4+ h+ 7) _|_o(h2)7

d’ou
h ee—l 5 5 ee—l 5
(h+e)f —e"e = — 5 h* + o(h®) ~ — 5 h*.
Alors o
h) ~ —
fletn) ~ =S,

et

. € — % - ee—l

z—e (x — e)? 2

b) On pose tout d’abord h = & — e et l'on cherche la limite lorsque h tend vers zéro de

(6 + h)e _ ee-i—h
1——cosh

fle+h)=

Pour le dénominateur on a ) )

h h
1—cosh:7+o(h2)~7.

On effectue donc le développement du numérateur a ’ordre 2. Tout d’abord
h e
(h+e)=e° <1+—> :
e

On utilise le d.l. de (1 + z)® en zéro, pour a = e, et * = h/e, donc

2
(h+e)e = ¢° <1+€%—|— 6(62—1) <E> _|_o(h2)>

e
_ e (14t + o(h?)
= e % .

En utilisant le d.l. de I’exponentielle, on aura

h2
ehte — geeh — ¢ (1 +h+ 7) _|_o(h2)7

d’on . .

e— e—

(h+e)e—eh+e:—62 h2—|—0(h2)~—62 hZ.
Alors
ee—lh2
fleth) v —g—=—c!
2

et . -

z—e 1 — cos(z — e)
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¢) On pose tout d’abord h = z — e et 'on cherche la limite lorsque h tend vers zéro de

VTR -
et h) = In(e+h)—1°

Pour le dénominateur on obtient

ln(e—i-h)—l:ln(l—i-—

o |
N———
Z
o>

On cherche donc un d.l. d’ordre 1 du numérateur.

VeFTi— e = f(@a):\/a(u%—wo(h)%fz%,

d’on
h
NCING
f(e+h) ﬁ _77
e
et
hm\/__ﬁ_ﬁ.
z—e Inx —1 2

17. Posons tout d’abord A = x — 1. On cherche donc la limite quand h tend vers zéro de

(2+2h -1 +hHB —VI+h
1— (14 h)3/4 '

J(1+h) =

Le premier terme non nul du d.l. de 1 — (1 4+ h)%/* vaut —3h/4 et est de degré 1. On cherche un

d.l. d’ordre 1 du numérateur.

h
(242h — (1+h)*Y3 = (2420 — (1 +3h+o(W)Y? = (1 —h+o(h)/> =1— 3 Toh),
et b
\/1+h:1+§+0(h),
done 5h 5h
(2+2h—(1+h)3)1/3—\/1+h=—E+o(h)N—F.
Alors
5h
o_6 _10
S+ h) ERER
4

d’ott 'on déduit
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18. a) En raison de la division par x*, on cherche un d.l. d’ordre 4 du numérateur. On a

IE2 $U4 4 $U2 IE4 4
cosx chx = <1—7+ﬂ+0(az )> <1+7+ﬁ+0($ )>
4
= 1—%+O(m4).
Alors
7
In(cosz chz) = % + o(z?),
donc 1
f(‘r):_é—i_o(l)a

“ m(cosz cha) 1

. In(cosz chz

R

b) On cherche un équivalent du dénominateur. Compte tenu des d.l. de cosz et de chz, on
constate qu’il faut partir a I'ordre 4, car

2 4 2 4 4
Lo (14807 B S
chx + coszx 2—<1+2+24+o(a;)>+<1 2+24+o(a;)> 2 12+o(x),

Le dénominateur est donc équivalent & x5/12. On cherche alors un d.l. d’ordre 5 du numérateur

3 5 3 5 5
oz T T T
hae + sine — 2z = T o 12T L o@®)) —2e =L 4o
shz + sinz — 2x <x+ 5 +120+O(x )>+< 5 +120+O(az )) T 60+O(m),

donc le numérateur est équivalent a x°/60. Alors

5
x°/60 1
f@)~ 5 =5
et
shx +sinx — 2z 1
im =_.
a—0 r(chx +cosz —2) 5
c) On a
x—1In(1+ x)
f(x) = 2

2

et en raison de la division par z*, on part d'un d.l. d’ordre 2 du numérateur, ce qui donne

$—1n<1+w>=w—<w—$—2+o(w2)> ::”—2+o(a;2>,

2 2
donc )
fla) = 5 +o1),
et
(1) -



d) Puisque
zin(l — 2?) = —23 4+ o(2?),

le premier terme non nul du dénominateur est de degré 3. On part de d.l. d’ordre 3 du numérateur.

On a 5 5
siny —z = <$—x—+0($3)>—x:—%+0(x3),

6
donc 5
—% + o(z?) 1
fla) = —x3 4 o(a?) ~ 6 +o(l),
et

sinz —x 1
im-——-=—.
s—0zIn(l —22) 6

e) On cherche un équivalent du dénominateur. Compte tenu des d.l. de thz et de tanz, on
constate qu’il faut partir & 'ordre 3. On a

3 3 3
2
thz —tanz = <:17 - % + O(:E3)> - <:17 + 24 o($3)> - o(z3).
De méme au numérateur

3 3 3
sinx — tanz = <:17 r + O(m3)> - <:17 + 3 + O(x3)> =" +o(z%).

2
Alors 5
_% +o(a®) 4
f(:E): 3 __+O(1)7
_2:17 —|—o(x3) 4
3
et

sinx — tanx 3
im-— .
z—0 thz — tanx 4

f) En utilisant le d.l. d’ordre 3 de sinz, on a

23 3
sine —xz = 5 +o(23) ~ 5
donc TN
f(x) ~ W
On en déduit donc 1o
() ~ L

et | f| admet pour limite zéro, d’ou

inr—x)l
(sinz — x) In |x| _0.

.
050 |z
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g) La fonction comporte une division par z2, et une autre par x, on commence les calculs &
I'ordre 3.

23 3
sinz T 6 +o(a”) 1 2 9
r x %" o),
puis
sinx 2 9 72 9
2L <1—€—|—O(az )> = —= +o(a?),
et finalement )
f(ﬂl‘) = _6 +O(1)7
donc )
. 1 sinx 1
lim — In =——
=0 T T 6
h) On peut écrire
1 1
flz) == | ———5 —¢€"

“ | (B

En raison de la division par z2. On cherche un d.l. d’ordre 2 de I’expression entre parenthéses.
Pour avoir un d.l. d’ordre 2 de In(1 + z)/z, on part d’'un d.l. d’ordre 3 de In(1 + x), donc

ln(1+x):$—x—2+x—3+0(:p3),
2 3
et
In(1+2)\? r  x? 2
(RUra) (o x2 )
= 1l—-z+ 1x2—|—0(a:2)
12
Alors

() - )

On en déduit que

2 2
T - T x 9
) - = 1 = (1 =
(ln(l—i—:n)) e tot o < +JE+2>+O(:E)



donc

et
b ((— L) ) 5
20 \ \In(1 + z) 22 ) 127

i) On a ,
x? z?
(1—cosxz)? = <7 + o(x2)> = 4 o(zh).

On cherche un d.l. d’ordre 4 du numérateur. Tout d’abord

22
arctanx = x <1 - —+ o(x2)> ,

3
donc
2 2
(arctanz)?® = z? (1 - % + O(x2)>
2
= 2 <1 — ?)j + O(x2)>
9 4
= - % + o(zt)
Ensuite
@’ 2 a? 2
tan$:x<1+?+0(:p )) et Sin$:x<1—€+0($ )) ,
donc
2 a? 2 a? 2
tanz sinx = =z (1—1—?4-0(;1: )) <1_E+O(x )>
2
= 2?2 (14+=+ o(x2)>
4
x
= 2+ o)
6
Finalement
2 4 4 5 4
(arctan z)? — tanz sinz = S o(zt) = 22 o(zh).
3 6 6
Alors .
5)
—% + o(zh) 10
fla) = — = -5 o),
X + O(x4)
et
i (arctan z)? — tan z sinx 10
im -
a—0 (1 — cosx)? 3
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j) On écrit

Incosz
(cos a;)l/”c2 exp .

2

En raison de la division par %, on commence par un d.l. d’ordre 2 de Incosz. On a

x? 22
Incosz =1In (1 -y + O(:E2)> =5 + o(z?),

et

donc

k) En partant de 1'égalité sinu — u = u®/6 + o(u?), on a donc en zéro,

. u3
sinu —u~ —,

6
et 'on obtient en posant u = /x, pour des x > 0,

sin \/x — xw—%.

Par ailleurs, pour z voisin de 0 dans l'intervalle [0, 7],

3 1/2
Vsinz = <x - % + o(x3)>

- ﬁ(l—%z—i—o(a:z))l/z
- Ve (1-5 ).

12
donc )
Vsing —/x = —xl\f + o(z2V/x) ,
et )
Vsing — v ~ _x1\2/5 )
Alors
R
12 _ 7
fo)~— =5,
6
et

. Vsinz —/x
lim ————Y = =
2—0 sin \/z — \/x

20



2

1) En raison de la division par z#, on commence les calculs & l'ordre 2. Tout d’abord

MJrO(a:z):l—x—erO(azz).

2
:1—
cos(z + z*) 5 5

Par ailleurs

1
= 1= (et ad) 4 (o2 +o(e?) = 1 - o+ o(a?),
donc 9 2 ?
e = (1= o) (mat o) =1 - = T +ola),
puis

2 2 2

Finalement

f(x) = _1+O(1)7

1 2
m_(cos(:lt—l—x ) —e_m> _

e=022 \ 14+ 2+ 22

et

19. Le dénominateur a un développement limité qui commence par un terme de degré 2. On
effectue les calculs en partant de 'ordre 2 au numérateur. En utilisant le développement limité

1 /1 u? u  u?
Vitu=1+-— S—1) = =14+-—— 2
+u +21,+2<2 )2,+o( %) +3 8+o(u),

on a tout d’abord, en remplacant u par x/4,

2

Vad+z=2/1 =2(1 2y_o9, T _ T 2y
+x + <+ 128>—I—O(x) +7 64+ (%)

5eer)
ex:e2e 4 64

et comme I'exposant 7 — % + o(z?) tend vers zéro, on utilise le développement de 1’exponentielle

a lordre 2 en zéro, d’ou
. x oz n 1/  22\?
4 64 2\4 064

On développe en ne conservant que les termes de degré plus petit que 2. Il vient

On a donc

)

44+ 2

e =e +o(z?).

2
d+z _ 2
e [1+4+64] o(z?).

o1



En changeant x en —x, on aura aussi

eVATT = o2 1——+$—2 + o(x?)
4 64
Alors )
eVATT L VATt 902 — % 22+ o(z?).
Comme

on en déduit que

e
= — 1
et
o eV 4 VAT 92 o2
lim 5 = —
z—0 tan“ x 32

20. Posons u = x — 7/2. En remarquant que

. ™ ™ .
sin <u—|—§> =cosu et cos (u—l——) = —slnu,

2

on obtient y
s V1+cosu— 3 —cos?u
f@ =1 (u+3) = — :

sin®u

On a au dénominateur sin®u ~ u2. On va donc chercher le d.l. du numérateur a l'ordre 2, en

utilisant les d.l. & Vordre 2 de coswu et v/1 4+ . On a donc

2

1+cosu:2—%+o(u2),

puis
2

V1+cosu = 2—%+o(u2)

2
u

= V2 1—Z—|—o(ﬂj2)
2

- V2 <1—%>—|—o(u2).

D’autre part
3—cos?u=2+sin’u=2+u?+ o(u?),

donc

V3—cos?u = +/2+u?+o(u?)

= V2 1+u72+o(u2)
u2
= \/§<1+Z>—|—o(u2).
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Alors
V14 cosu— /3 —cos?u= —g 2u? + o(u?),

et finalement

. \/1+sinx—\/3—sin2$ 3
lim = -2V,
x> /)2 cos? x 8

21. a) On écrit

Uy = enln(l—l—x/n) ’

et en posant u = 1/n, on utilise le développement de In(1 + u) en 0. On a donc
T T 1
nln(l—i——) :n<—+o<—>> =z +o(1).
n n n

lim u, =€".
n—-+o0o

d’ott 'on déduit

b) Posons tout d’abord h = 1/n. On cherche la limite quand h tend vers zéro de

ot = (Jtar+ )

Comme dans le calcul figure une division par h, on part de d.l. & 'ordre 1. En utilisant le fait
que, si a est positif,
o= =14 hlna+o(h),

on obtient

%(aubh) = %(1+hlna+1+hlnb+o(h)) = 1—|—%(lna+lnb)h+o(h) =1+ hlnVab+o(h),

donc

%m <%(ah +bh)> = % (hln\/%Jro(h)) =Invab+o(1),

et cette expression tend vers In v ab. Alors

g(h) = exp [% In <%(ah 4 bh)>]

tend vers el Vab — v ab. Donc

n—o0 2

lim <M> — Vab.

22. a) On a



d’ou )
f(x) :—1+§—%—|—0(w2).

La fonction f se prolonge en zéro par la valeur —1. L’équation de la tangente a la courbe en 0
est donnée par le d.l. d’ordre 1 :

T
=14 —.
Y +2
Alors ) )
G 2y, T
f(x) (1—1—2) 6—|—o(x) 5

Lorsque x tend vers 0 la différence est négative et la courbe est en dessous de sa tangente.

b) On a
2 3 4 2 4
3ln(1—|—x)—ln(1—|—x3):3<$—%+%—%>—:1:34-0(;1;4):3;1;_3%_3%_1_0@4),
d’ou 5
r  x
—1-Z_ 3
f(z) 5~ Tol@)

La fonction f se prolonge en zéro par la valeur 1. L’équation de la tangente a la courbe en 0 est
donnée par le d.l. d’ordre 1 :

Alors 5
1= (1= 5) =~ ot 2

Lorsque = tend vers 0 la différence est négative et la courbe est en dessous de sa tangente,
lorsque x tend vers 0~ la différence est positive et la courbe est au-dessus de sa tangente. La
courbe admet un point d’inflexion au point d’abscisse 0.
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c) On a
1, 1
@ = g |e
6
1 2 1133 1134 1133
x<+x+2+6+24 <+6>+o(a;)>
3
r
= 1 - - 3
+2—|—24—|—o(33)

La fonction f se prolonge en zéro par la valeur 1. L’équation de la tangente & la courbe en 0 est
donnée par le d.l. d’ordre 1 :

Alors 5 5
_ N _ ¥ 3y o
f(z) (1+2) o1 tol) ~ g

Lorsque x tend vers 07 la différence est positive et la courbe est au-dessus de sa tangente, lorsque
x tend vers 07 la différence est négative et la courbe est en dessous de sa tangente. La courbe

admet un point d’inflexion au point d’abscisse 0.
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d) Il y a dans l'expression deux divisions par x. On commence le calcul avec des d.l. d’ordre 5.

2 3 4 5
€T €T T xT
T —1 S T 5
e +x+2+6+24+120+0(x),

donc
Col T T LT
r 2 6 24 120 ’
et ce d.l. est & I'ordre 4. On utilise le d.l. en zéro & 'ordre 4
2 3 4
u u U
In(1 =y— —+ = — — 4
n(l+u)=u 2+3 4+o(u),
dans lequel 1 vt @l
ans lequel on remplace u par §+E+ﬂ+ﬁ' n a alors
2 3 4
T x z T
xf(x) = s+t -+t

zf(z) =

et en développant

Finalement

o 11\, (1 1 1)
wfl@) = 3 (6 8>x+<24 12+24>x
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On en déduit alors ) ) )
T IO S 3
F@) =5+ 557~ g% Tl

La fonction f se prolonge en zéro par la valeur 1/2. L’équation de la tangente a la courbe en 0
est donnée par le d.l. d’ordre 1 :

Alors ) . ) )
I ST R S 3y o __ L .3
/(@) <2 +'24x> P G

Lorsque z tend vers 07 la différence est négative et la courbe est en dessous de sa tangente. Elle
sera au-dessus lorsque z tend vers 0~ . La courbe admet donc un point d’inflexion en z = 0.

D=

23. On pose h =z — 1. Alors

f@):fu+h):1+h+ZV1+h+2M1+g,

ce qui donne

f(L+h) = 1+h+2 1—|—ﬁ—h—2—|—o(h2) -2 1+ﬁ— b + o(h?)
N 2 8 8 16x8
7h  15h? )
= 1+Z—H+O(h),
donc
7 15 9 9
f(x):1+1(:13—1)—6—4(:17—1) +o((x —1)%).
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La courbe admet comme tangente la droite d’équation
7 3 7
=l+-(z—-1)=—+-=x.
Yy + 1 (x—1) 1 + 1%
Alors

f@) = (145 -0) =2 -0 relle 1) ~ -2 -1

La position de la courbe par rapport a sa tangente au voisinage de 0, est donnée par le signe de
— 22 (z—1)2. La courbe est au-dessous de sa tangente au voisinage du point de coordonnées (1,1).

24. a) En mettant 22 en facteur sous la racine, il vient
LY 300 L 3/0)
fl@)y=qjaz? 14+ =|e =|z]\/1+ —e .
x x
Posons h = 1/z, et faisons un d.l. de

F@) iy <1> = 2TTR.
|z h

On obtient

2 2
ST+ h = <1+%+%> <1+ﬁ—h—>+o(h2)

7h?
= 1+2h—|—T+O(h2),
donc, si x est positif
4x T

f(zp):x+2+l+o<l> ,
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et si x est négatif

7 1
=—r—2—— — .
fla)=-o-2-L+o(3)
La courbe admet comme asymptote & +oo la droite d’équation
y=x+2
et se trouve au-dessus de ’asymptote car
7 1 7
_ 92) — )~ L
f@) =2 =L ro(3) v L
est du signe de 1/x donc positif.
Elle admet comme asymptote & —oo la droite d’équation
y=-—x—2
et se trouve également au-dessus de 'asymptote car
7 1 7
2) = —— 2~ =
f@)+(@+2) 4x+o<x> 4x
est du signe de —1/z donc encore positif.
On a le dessin suivant.
A
2

b) En mettant 2 en facteur sous la racine, il vient

2 2
f(z) =4 /a? <1+—>el/x:|x| 1+ Zelle,
x x
Posons h = 1/z, et faisons un d.I. de

%:\h!f(%)zehm.

On obtient

2
= 1+2h+h*+o(h?),

e"V1+2h = <1+h+h—2> <1+h—é(2h)2>+0(h2)

29



donc, si x est positif

1 1
f(z) :x+2+——|—o<—> ,
T x

et si x est négatif
1 1
f@0=—$—2——+o<—>.
x x
La courbe admet comme asymptote & +oo la droite d’équation

y=x+2,

et se trouve au-dessus de ’asymptote car

1
f(:n)—(x+2):5+o<—> 1
est du signe de 1/x donc positif.

Elle admet comme asymptote & —oo la droite d’équation
Yy=—T— 2 )
et se trouve également au-dessus de 'asymptote car

f<x>+<x+z>:_§+o<1> ~—§

X

est du signe de —1/z donc encore positif.

On a le dessin suivant

c) Posons h = 1/x. On a alors

On effectue un d.l. & I'ordre 3. On a
1—-3h

T = (1—=3R)(1 —h+h%>—=h3+o(h®) =1—4h+ 4h% — 413 + o(h?).
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Alors, en utilisant le développement en 0

2 3

v w 3
\/1—|—u—1—|—2 8+16+o(u),
on obtient
1-3h _ 2 3 3\\1/2
i (1 — 4h + 4h® — 4h> 4 o(h?))
= 1+ %(—411 + 4h% — 4h®) — %(—411 + 4h? — 4n®)? + 1—16(—4h + 4h? — 4h®)% 4 o(h3)
= 14 (—=2h+2h% —2h3) — 2(h® — 2h3) — 4h> 4 o(h?)
= 1—2h—2h% +o(h?).
On a donc

f(x):x—2—%+o<%>.

La courbe admet & o0 'asymptote d’équation

y=x—2.
La différence ) ) )
f@) === +o(5)~ -5

est négative. La courbe est en dessous de 'asymptote a +o0o et —oo.

On a le dessin suivant

S

d) Posons h = 1/z. On a alors

14+h"



On effectue un d.l. & I'ordre 2. On a

1—-h
H—h:(1—h)(1—h+h2+o(h2)):1—2h+2h2+o(h2).
Alors
1—h 2 2\11/2
h (1 —2h + 2h? + o(h?))
1 1
= 14+5(=2h+ 2h%) — é(—2h +2h%)? + o(h?)
h2
= 1—h+7+o(h2).
On a donc

f(a;):a:—l—i-%—i—o(l).

x
La courbe admet & +00 'asymptote d’équation
y=x—1.
La différence . ) .
F@) = @-1)= 5+ o () ~ g

est du signe de 1/2z. La courbe est en dessous de son asymptote & —oo et au-dessus a +oo.

On a le dessin suivant.

e) Lorsque x tend vers +oo le terme prépondérant & l'intérieur du logarithme est €2*. On le met
en facteur. Alors

f@)=e*(1 —e @ +3e + e 42 =2x +In(l —e ¥+ e 2 4 737 4 3¢7°7)
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xT

Posons e™* = h. Cette quantité tend vers zéro. On peut effectuer un d.I. & 'ordre 1 en zéro de

In(1 = h+ k% + k3 +3h°) =In(1 — h + o(h)) = —h + o(h),

donc
flz) =2z —e® +o(e®).

La courbe admet comme asymptote la droite d’équation
y =2z,

et la différence
F(2) = 20 = e~ 4 o(e™) ~ —e77,

est du signe de —e™*. La courbe est en dessous de son asymptote & +oo.

Lorsque x tend vers —oo le terme prépondérant a l'intérieur du logarithme est 3e73%. On le met
en facteur. Alors

1 1
f(z)=In [36_393 (1 + 3 (ezx + 37 — el 4 e5x)>] = —3z+In3+In (1 + 3 (62”3 + 37 — el 4 e5m)> .

Posons e* = h. Cette quantité tend vers zéro. On peut effectuer un d.l. & I'ordre 3 en zéro de

KRS Bt B h2 ) h? )

Donc 1
f(z)=—-3z+In3+ ge% + o(e*).

La courbe admet comme asymptote la droite d’équation
y=-3x+1n3,
et la différence

1 1
flz) — (=3z+1n3) = §e2~’v + 0(62:0) - §e2gc7

est du signe de €2*/3. La courbe est au-dessus de son asymptote & —oo.

On a le dessin suivant.
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f) Lorsque z tend vers +oo le terme prépondérant a l'intérieur du logarithme est €2*. On le met
en facteur. Alors

f@)=e*(1 —e @4+ e 2 4 3e7%)] =2z +In(1 — e + e 27 + 3e7°7).

Posons e™® = h. Cette quantité tend vers zéro. On peut effectuer un d.l. & 'ordre 1 en zéro de
In(1 —h+ h%+3h%) =In(1 — h 4 o(h)).
On obtient
In(1—h+h?+3h0%) = —h+o(h),
donc

flx)=2x—e " +o(e™).
La courbe admet comme asymptote la droite d’équation
y =2z,

et la différence
F(2) = 20 = e~ 4 o(e™) ~ —e7,

est du signe de —e™". La courbe est en dessous de son asymptote & +oo.

Lorsque z tend vers —oo le terme prépondérant a 'intérieur du logarithme est 3e73%. On le met
en facteur. Alors

1 1 1 1 1 1
f(x)=In [36_35” (1 + ge?’x - 56450 + 565“’”)} =—-3z+In3+ <1 + ge?’x - §e4x + §e5x> .

Posons e* = h. Cette quantité tend vers zéro. On peut effectuer un d.l. & I'ordre 3 en zéro de

R R
1H<1+§—?+§>—1H<1+§+0(h )> .
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On obtient

BOR R\ B
m(1+2 -2y )0 o3
n<+3 3+3> g+l

donc ]
f(z) = =3z +In3+ ge?)w + o(e3).

La courbe admet comme asymptote la droite d’équation
y=—-3z+1In3,

et la différence 1 ]
flx) = (=3z+1n3) = ge?“ + 0(e3%) ~ ge?’x,

est du signe de €3 /3. La courbe est au-dessus de son asymptote & —oo.

On a le dessin suivant.

g) Posons h = 1/x. On a alors
_p2 33
f($):hf<%>:1+2h h%+h

z 1—h+2h2

On cherche le d.l. d’ordre 3 en effectuant la division suivant les puissances croissantes,

1 +2h —h® +h*|1 —h +2h?

—1 +h —2h? 1 +3h —5h3
3h —3h%7 +R?
—3h +3h* —6h3

—5h3
5h3
0
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donc
1 2 2
hf 7 =1+ 3h —5h"+0o(h?),
et

f(h):%+3—5h—|—o(h),

ce qui donne

f(x)=x+3—%+0<%> .
La courbe admet & +00 'asymptote d’équation
y=x+3.
La différence
22 x2

f@) = @3 =S ro ()~ -3

est du signe de —5/22. La courbe est en dessous de son asymptote a +00 .

25. a) Posons h =1/xz, on a

f(z) 1y 1
_E_"hf<ﬁ> N

= 1—(h+h% + (h+h*?— (h+h?)?+o(h?)
= 1—h+h*+o(h?),

donc

Fh) = 1~ 14+ R 4 o(h?)

et . )
f(x)zx—l—l—;%—o(P).

66



La courbe admet comme asymptote & oo la droite d’équation

y=x—1.
On a alors . . .

La position de la courbe par rapport & son asymptote est donnée par le signe de 1/22. La courbe
est au-dessus de I'asymptote au voisinage de 400, et au voisinage de —oo.

Remarque : on peut également effectuer la division euclidienne de 23 par 22 + 2 + 1. On obtient
B=@ e+ )z —-1)+1,

donc
1
24+ 1

Comme z2 4 x + 1 est positif pour tout x, on constate que la courbe est au-dessus de son asymp-

flz) =z -1+

tote quel que soit x.
b) Posons h = 1/z, on a
f(®) oy 1\ 2-3h+4n°
T h 1—h-+h?
= (2-3h+4h*)(1+ (h—h?) + (h— h*)? + o(h?))
= (2—3h+4hH)(1+ h) +o(h?))
= 2—h+h®+o(h?),

donc

f(h):%—1+h+o(h),

et

X

f(:n):2x—1+%+o<l> .
La courbe admet comme asymptote & £oo la droite d’équation
y=2x—1.
On a alors

f(x)—(2x—1):£+o<l>~1.

T T

La position de la courbe par rapport a son asymptote est donnée par le signe de 1/x. La courbe
est au-dessus de son asymptote si x > 1 et au-dessous si z < 1.

Remarque : on peut également effectuer la division euclidienne de 23 par 22 + 2 + 1. On obtient
203 — 3% +dr = (2 —2+ )2z — 1) + 2 + 1,

ce qui donne

223 — 322 + 4x o 14 z+1
= 9 S E—
2 —z+1 2—x+1
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Comme wf_‘;ﬂ_l est du signe de z + 1 donc de x & Dinfini, on retrouve le résultat précdent.

c¢) Plutdt que de faire un changement de variable de la forme h = 1/x, il est préférable ici de
prendre h = 1/(x — 1), c’est-a-dire z =1+ 1/h. On a alors

f(x):f<1+%> = <%+3> e,

donc
1
hf<L+E> = (24 3h)e"
h2
= (24 3h) <1+h+ 5 +o(h2)>
= 2+ 5h+4h* +o(Rh?).
On obtient . 0
f<1+ﬁ> :E+5+4h+o(h)'
Alors

4 1 4 1
=2(zr—1 =2 — .
flz) =2(x )+5+x—1+o<x—1> x+3+x_1+0<x_1>
La courbe admet comme asymptote & oo la droite d’équation
y=2zr+3.

On a aussi

z—1 z—1"

f(x)—(2x+3):xf1+o< 1 >N 4

La position de la courbe par rapport a asymptote est donnée par le signe de 4/(z — 1). La
courbe est au-dessus de ’asymptote en +o0o et au-dessous en —oo.

(1) - R
- \/g(\/1+h2—\/1—h2).

On utilise le d.I. de (1 +u)'/2? a T'orde 3 en zéro. On obtient

- §+1<%_1>u2+%<%_1> (3-2)

d) Posons h =1/z, on a

2
14— . . u? + o(u®)
u  ur o ud 3
= 1+§—§+1—6+o(u)

On en déduit

h2 i S h2 i S
Vi+th2—V1-h? = <1+7—§+E+o(h6)>—<1 ————— —+o(h6)>

2 h’G 6
= h +§—|—O(h).
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Alors, puisque V'h? = |h|, on obtient, si h > 0,

I 4
f<ﬁ>—1+§+0(h),

f@) =1+ g +o ()

donc
84 zt
et la courbe admet comme asymptote & 400 la droite d’équation
y=1.
De plus
f(:n)—1:8—31;4—|—o<%> ~ o

La position de la courbe par rapport & asymptote est donnée par le signe de 1/(8z%). La courbe
est au-dessus de 'asymptote.

En —oo les signes changent

8z4 x?

et la courbe admet comme asymptote a —oo la droite d’équation

fa)=-1- g +o ()

y=—1.
Alors . . )

La position de la courbe par rapport a I'asymptote est donnée par le signe de —1/(82%). La
courbe est au-dessous de 'asymptote.

Remarque : la fonction f étant impaire, le résultat & —oo provient, par symétrie par rapport a
I'origine, de celui & +oc.

e) Posons h =1/z. On a

1 T 1 1

hf <E> :E—arctanﬁ—im.

14+ —
+3

Mais, si h > 0,

1 T
arctan 7 = — —arctanh.

On a donc dans ce cas

hf<l> = arctanh — 1h2
14 —
+ 3
h2
= (h+4o(h?) — <1 -5+ o(h2)>
h? 9
= _1+h+§+o(h)v
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donc ) "
f(h):_ﬁ_‘_l_‘_g_‘_o(h)v

et
f(:n):—:n+1+i+0<l> .

3z x

La courbe admet comme asymptote & +oo la droite d’équation
y=—-c+1.

Alors
f(x)—<—x+1)=i+o<l> oL

3x T 3z’
et la position de la courbe par rapport a ’asymptote est donnée par le signe de 1/(3xz). La courbe

est au-dessus de 'asymptote.

Sih <0,
1 T
arctan — = —5 arctan h .

h
On a donc dans ce cas

hf<l> = 7T—|—alrctanh—Lh2
L+

h? 9
h? 9

= 7T—1+h+§+0(h).

On obtient cette fois

1 T—1 h
f<—>: n +1+§+O(h).

Finalement ) )
=(r—1 1+ — —
flz)= (7 )z + +3$+O< >,

x
et la courbe admet comme asymptote a —oo la droite d’équation
y=(mr—1x+1.
Alors
f@) = (=Dt 1) = 5 to )~
xTr) — mw — X = — O — ~ — s
3z z 3z
et la position de la courbe par rapport a I'asymptote est donnée par le signe de 1/(3x). La courbe
est en dessous de 'asymptote.

f) Il est préférable ici de prendre h = 1/(z + 1), c’est-a-dire £ = —1 4 1/h. On a alors
1 1 .
f(a:)-f(—l—i—E) = <E—2>e ,
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donc
hf <_1 + 1) — (1-2h)

— (1-2h) <1+h+%2+0(h2)>

2
— 1—h—%+o(h2).

On en déduit

Alors

f(x):(w+1)—1—ﬁ+o<x—il>:x—ﬁ—i—o(%ﬂ).

La courbe admet comme asymptote & £oo la droite d’équation

y=x,

et

3 1 3
==+ (751) ~ o

La position de la courbe par rapport a 'asymptote est donnée par le signe de —3/(2(x + 1)). La
courbe est au-dessous de l'asymptote & +o0o et au-dessus a —oo.

g) Posons h =1/x. On a

hf (%) = V/1+h+h3=(1+h+o(h?)/3.

On utilise le d.l. de (1 +u)'/3 a T'orde 2 en zéro :

16
(1 )
u 3 \3 U u

1/3 _ u 2 2y _ u ur 2
(1+w) 1—1—3+ 5 u® + o(u®) 1+3 9+O(u),
donc R
1 2
ot 1 1 1
f<ﬁ>zﬁ+§__+o(h)
Alors

et



La position de la courbe par rapport a ’asymptote est donnée par le signe de —1/(9x). La courbe
est au-dessus de 'asymptote & —oo et au-dessous en +o0.

26. a) Comme on a In(1 4 u) = u+ o(u), il faudra commencer le calcul a 'ordre 3 pour obtenir
un résultat final & l'ordre 2.

En partant du développement en zéro

In(1 + u) :u—7+§+0(u3),
on a
) Su? 3
ln(1—|—2u) =2u —2u +7+O(u ),
donc )
8u
In(1+2u) 27 2ut—5-+ o(u?)
In(1+u) u  u? 9
1-— 5 + ? + O(’LL )
On effectue la division suivant les puissances croissantes,
2 —2u +8u?/3|1 —u/2 +u?/3
—2  4u —2u*/3[2 —u +3u?/2
—u  +2u?
u  —u?/2
3u?/2
—3u?/2
0
donc
In(1 + 2u) 3u? 9
— =2 — .
(1 +u) ut = el
Alors
3 2
glu) = In <2 —u+ % + O(u2)>
2
= In2+1In (1—%—#3%—#0(212))
u  3u? 1 u 3u?\?
= In2 —t— ] —= =+ — 2
" +< 3t 4) 2< 2 4) +o(u)
2
- ln2—%+5%+0(u2).
b) On a
(142
. T 1



Quand z tend vers 'infini, 1/x tend vers zéro. On peut utiliser le d.l. de g.
1 5 1 1 5 1
f(a:):x<ln2—%+@+0<p>> :xln2—§+8—x+o<z> .
La courbe admet donc comme asymptote la droite d’équation

1
=zln2——.
y=zln 5

1 5 1 5
f(x)—<:z:ln2—§> :8—x—|—o<5>~8—x.

La position de la courbe par rapport a cette asymptote est donnée par le signe de 5/(8x). La
courbe est donc au-dessus de ’asymptote lorsque x tend vers 4oc0.

De plus

A

27. a) En utilisant le d.l. de la fonction logarithme, on a

g(z) = In(1 + az) — In(1 + bz) = Zn:(ak — b@ﬂ
k=1

+ o(a").

b) Posons u = 1/z. On veut obtenir un résultat de la forme

u
cela signifie que l’on cherche un d.l. d’ordre 3 en zéro de uf(1/u).

<1> 34+ 6u—10u?. 1+ 4u
uf =

— In .
U U 14 2u
Comme on divise par u, on part d'un d.l. d’ordre 4 du logarithme, ce qui, d’aprés la question a)

donne
14 4u

1
n1+2u

= 2u — 6u? + %U?’ — 60u* + o(u?),
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donc
1 2 56 3 3 3 3
uf " = (3 + 6u — 10u”) 2—6u+?u —60u” 4+ o(u’) | =6 — 6u — 8u’ + o(u”).

On en déduit

La courbe admet donc comme asymptote la droite d’équation
y=06x—6.

Pa ailleurs

f(x)_(ﬁl’—ﬁ):—%Jro(l)N_é_

z2 22
Le terme —8/x2 étant négatif, la courbe est en dessous de son asymptote & +oo.

A

28. a) On pose u = 1/x. Alors




1-2
1+2Z = (1 —2u)(1 — 2u + 4u? + o(u?)) = 1 — 4u + 8u® + o(u?),
puis
1-—2u

1 1
Ton = L5 (—ut80%) = o(—4u+8u%)* +o(u®) = 1 = 2u+2u” + o),

et donc finalement ) )
f(ac):x—2+—+0<—> .
x x
La courbe admet comme asymptote la droite d’équation
y=x—2.
La différence f(x) —x + 2 est du signe de 2/z. La courbe est au-dessus de son asymptote a +0oo

et en dessous & —oo.

b) Le domaine de définition de f est I’ensemble | —oo, —2[U[2, 400 . La fonction est dérivable
sur 'ensemble | —oo, —2[U]2, +o0]| et

! _ x —2
Fle) = Va+2 \/FI‘-FQ
z+2

_ w—2+ T +2
- \z+2 (x—|—2) x—2

2242 —4 [x+2
(x +2)2 r—2

La dérivée est du signe de 22 4 22 — 4 dont les racines sont —14+/5. On a le tableau de variation
suivant

T | —o0 —1-+5 -2 2 +00
Yy + 0 - o0 +
e} +00
—00 —00 0

Calculons la valeur du maximum relatif f(—1 —+/5) = . On a

F-vB) = ey 2

_ _(1+\/5)\/(3+\/52)(1+\/5)

= —(1+v5)\/2+ V5.
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Ceci donne une valeur peu différente de —6 en remplacant /5 par 2.
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