Chapitre 1

Rappel sur les nombres complexes

1.1 L’ensemble des nombres complexes

Question : Trouver un nombre réel solution de 1'équation algébrique 22 4+ 1 = 0.
Réponse : Il n’existe pas de nombre réel z qui soit solution de ’équation z? + 1 = 0.

Pour donner des solutions a cette équation et a des équations semblables, on intro-
duit un ensemble plus grand que celui des nombres réels. On appelle cet ensemble les
nombres complexes.

Définition 1.1.1. Un nombre complexe z s’écrit sous la forme dite algébrique :
z=x+1y

ou x et y sont des nombres réels et i est appelé ['unité imaginaire, a la propriété
P2 =—1.

e Le nombre x appelé la partie réelle de z, on note x = Re(z)

e Le nombre y appelé la partie imaginaire de z, on note y = Im(z)

e L’ensemble des nombres complexes est notée C.

Remarque 1.1.2. .

e Deux nombres complexes z et z' sont égauz si et seulement si
Re(z) = Re(Z') et Im(z) = Im(Z)

e Siy=0, on dit que z est réel, st x =0, on dit que z est un imaginaire pur.

e Le nombre complexe Z = x — iy est appelé le conjugué de z.
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1.1.1 Propriétés

Soient z et w deux nombres complexes, on a les propriétés suivantes :

l.z4+w=ZzZ+w
2.Zw =7z w
3.z2=1z2

4. z+Z =2Re(z)
5. z—Z =2iIm(z)

1.2 Opérations sur les nombres complexes
e Addition : (z 4+ 1y) + (u +iv) = (x + u) +i(y + v)
e Soustraction : (z +iy) — (u +iv) = (x —u) +i(y — v)
e Multiplication : (z + iy)(u + iv) = zu + viz + uiy + vi’y = zu — yov + i(zv + yu)

iy (x—i—iy) (u—z’v) Tutyv  yu—av

e Division : . - = — 5 5 5
U+ U+ v U+ v U + v

U —

1.3 Valeur absolue (ou module)

Définition 1.3.1. La valeur absolue ou module d’un nombre complexe z = x + iy est

définie par :
2| = o + iy = Va? + ¢

Exemple 1.3.2.

| —3+4i] = /(=3)2 +42 =9+ 16 = V25.

1.3.1 Propriétés

Si z et w sont deux nombres complexes, on a les propriétés suivantes :

1. Jzw| = |z||w]
2 | 2] = 2l
wl ]
3. 2] = |
4. 2z = |2]?
5. |z +w| < |z| + |w| (Inégalité triangulaire)
6. Vaz=lz| et 2?*=|z|*sizeR
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7. 224 |22 si Im(2) £ 0
8. |z2l=0&2=0
9. zeRe2=72.

Remarque 1.3.3. Si z et w sont deux nombres complexes tels que w # 0, alors, on a

z

z
w w

Exemple 1.3.4.
2+3i

(24 3i)(1 4 24)

_ 20
 Jwf?

gl &l

-4 7

1—92

12 4 (—2)?

> )

1.4 Représentation graphique des nombres complexes

Un nombre complexe z = a + ¢b pouvant étre considéré comme un couple ordonné
de nombres réels, nous pouvons représenter de tels nombres par des points (x,y) d'un
plan appelé plan complexe. A chaque nombre complexe z = a + ib correspond un

point P(a,b) du plan.

s
(1]

1.4.1 Courbes dans le plan complexe

1. Cercle :

Définition 1.4.1. Le cercle de rayon r et de centre zg = xg + iyo est défini par

léquation |z — zg| =1

|z — 20| =7

Yo I -
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2. Segments :

Définition 1.4.2. Le segment de droite reliant deux points complexes zy et z
est [’ensemble des points :

{z€eC:z2=(1—1t)z +tz; t €[0;1]}

3. Courbes :

Définition 1.4.3. En général, une courbe y = f(z),z € [a,b] ou [ est une
fonction continue, correspond a l’ensemble de points

{zeC:z=x+if(x)= (2, f(z)), z¢€la,b]}

1 I
a h

1.5 Formes polaire des nombres complexes

Si P(z,y) désigne un point du plan complexe correspondant au nombre complexe
zZ = x 4+ 1y, nous voyons que :

xr=rcosf, y=rsinf
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our =+/x2+y% = |z + iy| est le module ou la valeur absolue de z = = + iy, et 6 est

appelé 'argument de z = x 4 1y, noté arg z, est 'angle que fait le vecteur ﬁ avec le
demi-axe positif Oxz. On en tire que z = x + iy = r(cosf + isinf) qui est appelé ”la
forme polaire” ou ”la forme trigonométrique” du nombre complexe z.

Si —m < 0 < 7, alors, 'angle 6 est appelé 'argument principale, noté par Argz et on a

arg z = Argz + 2km, k € 7

1.5.1 Formule de Moivre

Sizy =z +iy; = ri(cosly +isinby), zo = xo + iys = 1T2(cos Oy + isin ), alors
2129 = 1112 {cos(0y + 03) + isin(0; 4 62)} (1.1)
21

— = :—1{008(91 —0y) +isin(f; —0,)}.
2

)
Une généralisation de (1.1) conduit a
21292 = T1T..rp{cos(0y + 02 + -+ -+ 0,) +isin(0; + 03+ -+ -+ 6,)}.
Ce qui, sl 21 = 20 = - -+ = 2z, = 2, conduit a
2" ={r(cos@ +isinf)}" = r"{cos(nb) + isin(nb)},

qui est la formule de Moivre.

1.6 Racines d’un nombre complexe

Un nombre z est appelé racine n-ieme d’un nombre complexe a + b si 2" = a + b
- 1 . . .
et nous écrivons z = (a 4 ib)=» ou z = V/a + ib. D’apres la formule de Moivre

1
n

z = (a—i—ib)%:{r(COSQ%—isiné)}"

1 0+ 2k 0+ 2k
= rn {cos( + 7T>+z'sin( + 7T)},l~c:(),1,2,...,(n—1).
n n

D’ot, il résulte qu’il y a n-racines n-ieme différents de a + b pourvu que a + ib # 0

Exemple 1.6.1. Calculons les racines quatriemes de 1.

On a:
] 2k 2k
V1 = {cos(0 + 2k7) + isin(0 + 2k7)}3 = cos (TW) + isin (Tﬂ> ,k=0,1,2,3.

Pour k=0, on a : zg=cos0+1isin0 =1
Vi T

Pour k=1, ona:z :cos§+isin§:i
Pour k=2, on a: 2y =cosm+isinm = —1
3m . 3w

Pour k=3, on a : zgzcos;—kism;z—i.
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Exemple 1.6.2. Calculons v/1 —1i. On a

Vi-i = (1—2')5:{ﬂcos(%r)ﬂ'sm(_%)r

2
Pourk:O,ona:zO:\‘/i{ (
Pour k =1, ona.‘zlz{j/i{cos(

Pour k = 2, on a:z =2

1.7 Exercices

Exercice 1.7.1. Soient z =2 —i,w = 1 + 3i. Ecrire les nombres complexes suivants
sous forme x + 1y.

ZW cosa + isina

a) ¢) ————

Exercice 1.7.2. Trouver le module et [’argument des nombres complexes suivants :
5+1iv3
——u
2 —iv/3

b)

V4
w'’ 24w’ cos B —isin B’

exp(2ia) — 1

= —1+iV3; uy = )
Ul +Z\/_, U9 exp(iﬁ)—l

3= 1+exp(if) 0 € [0,2n]; uy =

us = exp(ia) +exp(if), (o, BER); wug=141; uy = V3 +i; s <Endédui7’e : COS —, sin —

u
Exercice 1.7.3. Représenter les ensembles des points suivants dans 176 plan complexe.
a){z€C : |z=3i|<|z=3|}, b)) {z€C : |z—i| <3}, ¢){z€C : |z—1i| >3},
d){z€C : Re(z) —Im(z) <1}, e) {z€C : 1<|z| <2}
Exercice 1.7.4. Résoudre les équations :
a) 2°+322+32+3=0,
b) (z—1)*=1,
Exercice 1.7.5. Donner les nombres complexes suivants sous forme x + iy.
a) (149" ) (V3—-9)% ¢ (~1+iV3)7.
Exercice 1.7.6. Calculer la somme suivante :

S = Z eike; et conclure S, = Zcos kO et Sy, = Zsin k6.
k=1

k=1 k=1

(B # km);
12

T
12

)



