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 ةالخطي اتالتطبيق
 تعريف

F: التطبيقتطبيق خطي، ، نسمي ف.ش على  Fو Eليكن E F :الذي يحقق 
     

   
1 2 1 2 1 2, ,

, ,

x x E f x x f x f x

x E K f x f x  

    

      
 

 ينتح من هذا التعريف :
(0 ) 0

, ( ) ( )

E Ff

x E f x f x



    
 

 .داخلي الدوال القابلة للاشتقاق بالاستمرار تألف ف.ش، بحيث تكون فيه عملية الاشتقاق تطبيق خطي   مثلا
  يكنلE ف.ش علىK 1، ولتكنx،2x،...،px أشعة منE التطبيقق .: pf K E    المعقرف مقن أ ق
ك   1,..., pa a منpK  :  1بالشك 1 1( ,..., ) ...p p pf a a a x a x   طيختطبيق أيضا  هو . 

 أمثلة
  التطبيقf : المعرف كما يلي 

2 3:

  ( , ) ( 2 , , )

f

x y x y x x y



  
 

 . خطيتطبيق هو 
ا كان بالفع  ، إذ  .x y، .x y  2من . 

نبرهن            
?

. . . .f x y x y f x y f x y        . 
     , , ,

2( ) ( ) , ( ) , ( ) ( )

f x y x y f x x y y

x x y y x x x x y y

         

          
 

(2 , , ) (2 , , )

( , ) ( . )

x y z x y x y x x y

f x y f x y

         

  
 

و  من   وإذا كان   2,x y . 

نبرهن      
?

, ,f x y x y 
   

 

   

, ,

2 , ,

2 , , ,

f x y f x y

x y x x y

x y x x y f x y

  

    

 

    

  

   

 

 .خطيتطبيق  fومنه 

 تمرين محلول
المزود بالأساس القانوني  3Rفي الفضاء  321 ,, eeeBبر الأشعة :، نعت 
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3 1 2 v e e   ,  2 1 2 32  v e e e   ,  1 1 2 32   v e e e 
1v قأدرس الاستقلال الخطي ل  ..11   ،2v  ،3v  1الفضاء ، واستنتج بعد 2 3V , ,  v v v. 
)عين صورة شعاع كيفي   ..22 , , )x y z  3منR  الخطيبالتطبيقh: حيث . 

3 3( ) h e v  , 2 2( ) h e v    ,      1 1( ) h e v 
) عين مجموعة الأشعة  ..33 , , )x y z )  التي تحقق :  3R من  , , ) 2 ( , , ) (0,0,0) h x y z x y z. 

 الحل
 لدينا الأشعة :   

3 , ,(1 1 0)v     ,  
2 , ,(1 2 1)v    ,  

1 , ,( 1 1 2)v   
1v دراسة الاستقلال الخطي للأشعة  ..11   ،2v  ،3v  1الفضاء ، و 2 3V , ,  v v v. 

 
31 2 3 0v v v     
R

 
, , , , , ,( 1 1 2) (1 2 1) (1 1 0)

0
3 0

2 0 0
2 0

2 0

(0,0,0)  

  
 

     
 

 

     

   
   

         
   

 

والأشعة 
3v  ،2v  ،1v  مستقلة خطيا. ومنهdim V 3 

)حساب   ..22 , , )h x y z  3منR  الخطيبالتطبيقh: 
1 2 3 1 2 3

, , , , , ,                   ( 1 1 2) (1 2 1) (1 1 0)

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )h h h h h

x y z

x y z x e y e z e x e y e z e

    

      

2        ومنه 2( , , ) ( , , )h x y z x y z x yx y z         
) الأشعة  ..33 , , )x y z )  : 3R من  , , ) 2 ( , , ) (0,0,0) h x y z x y z. 

0 0 0

2 2 0 0 0

4 2 2 0 0 0

¨ 0

4 0 0

2 2 0

( , , ) 2( , , ) ( , , )

( , , ) 2( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

h

x y z x y z x y

x y z x y z x y z

x y z

x y z y x z

x y z

x y z x y z

x y z      

      

  


         
   

 

 

 

3 , ,( 2 ) 1 0 1ker ( )h id    
R

 

 خطيةلفضاء التطبيقات ا
,E F البعد منتهيي فضائين . 

والقققذي نرمقققز لقققه بقققالرمز  Fفي  Eمجموعقققة كققق  التطبيققققان الخطيقققة مقققن  ,E FL  هقققو فضقققاء شقققعاعي علقققىK 
,بالعمليتين   :المعرفتين كما يلي 

fالمجموع:  g       :, ( )( ) ( ) ( )x E f g x f x g x     
f   :ء: الجدا , , ( ) ( )K x E f x f x       
منتهيي البعد فإن  Fو Eإذا كان  ,E FL منته البعد. ويكون dim , dim dimE F E F L 
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Fعندما حالة خاصة:   يسمى الفضاء ،( , )E F  بالفضاء الثنويdual الذي يرمز له *E. 
:f E   تطبيق خطي*f E  

dim*منته البعد. ويكون E*منتهي البعد فإن Eذا كان إ dimE E 

 تركيب تطبيقين خطيين
u:وإذا كقققان  E E   و:v E E   تطبيققققين خطيقققين، فقققإن ال كيققق:v u E E    .هقققو تطبيقققق خطقققي

u                 المخطط :  ولدينا vE E E   
v u 

يث      ح      ( ) ( )x E v u x v u x        

 محلول تمرين
f 3من  تطبيق خطيR  3فيR في الأساس القانوني معرف  321 ,, eeeB، :  بالشك 

1 , ,(8 1 1)( )f e       ،  
2 , ,(3 4 3)( )f e     ،     

3 , ,(2 2 6)( )f e  
1ليكن        2 3e y e z eu x   3من  اشعاعR احس .  )(uf  و ( )f f u . 
 الحل

,ليكن  ,( )x y zu  3من  اشعاعR .نحسب  , ,( )x y zf و  ( )f f u : 
     , , , , , , , ,(8 1 1) (3 4 3) (2 2 6)( ) ( )x y zf u f x y z      

, , , ,(8 3 2 4 2 3 6 )( )x y z x y z x y zf x y z                     
   , , , ,(8 3 2 4 2 3 6 )( ) ( )x y z x y z x y z

y zx

f f u f f f x y z    

 

    

2
, , , , , ,(8 3 2 4 2 3 6 )( ) ( )x y z x y z x y z x y zf f x y z                 

2
, , , , 17(69 42 34 14 25 22 33 44 )( )x y z x y z x y zf x y z       

 قضية
- E وF  ف.ش على ، 1 2, ,..., nv v v  أساس لقE  1إذا كانتw،2w،...،nw أشعة من F  ،

f:فإنه يو د تطبيق خطي وحيد  E F  :يحقق  ( )
i i

i f v w   
- E وF .ش على ف. 

dim dimE F  يو د تشاك  خطيf  تقابلي وخطي( بين(E وF. 
dimEو  Kف.ش على  Fوإذا كان  - n فإنه يو د تشاك  خطي بين ،n وE. 
1fفإن  تشاك ن. خ  fإذا كان -   شاكتهو أيضا.  

 صورة شعاع بتطبيق خطي
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1إذا كانت صورة أي شعاع من الشك   Fفي Eتطبيق خطي من fيكون 1 1... nu x e x e   منE  هي: 
1 1 1 1 1( ) ( ... ) ( ) .... ( )n n nf u f x e x e x f e x f e      

) صورةالأي  )f E 1هي الفضاء الجزئي المولد بق( )f e ،...، ( )nf e . 

3نعتبر التطبيق ،  3الأساس القانوني لقفي  مثلا 2:f  : المعرف بصور أشعة أساسه كما يلي 

1 2 3
( ) (1,1) , ( ) (3, 1) , ( ) (1, 0)f e f e f e    

 إذا كان هلأن . تعرف تماما fالتطبيق  1 3, , gx y z xe ye ze    فإنه يكون : 3من 
1 2 3 1 2 3

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )

                 (1,1) (3, 1) (1, 0) ( 3 , )

f x y z f x e y e z e x f e y f e z f e

x y z x y z x y

     

       
 

   تطبيق :ومنه ال
   

3 2

, , 3 ,

f

x y z x y z x y

 

  
 

  1إذا كانت الأشعة,... nx x أشعة مرتبطة فيE  1فإن صورها( ),..., ( )if x f x تكون أيضا مرتبطة فيF. 
...,1بالفع  إذا كانت الأشعة nx x منE  ،1تو د سلميان  فإنهمرتبطة, ,...,g n   ي ليست كلها معدومة ، أ

يو د على الأق  
0i

  غير معدوم  01, 2, , n i:1 1 ... 0n n Ex x    . 
1  إذن 1 1 1( ... ) ( ) ... ( ) (0 ) 0n n n n E Ff x x f x f x f          
العبارة المعدومة     

1 1( ) ... ( ) (0 ) 0n n E Ff x f x f      تحققت مع و ود أحد المعاملان غير معدوم 
0

0i  
 متباينا. fإلا إذا كان ،غير صحيح هذه القضية، عكسعموما،        

 بتطبيق خطي جزئيصورة فضاء 
    f

E F تطبيق خطي 
Eإذا كان  فضاء شعاعي  زئي منE  فإن( )f E  فضاء شعاعي  زئي منF. 

       ( ) : ( )   /f E y F y f x x E     
Eإذا كان و  E   فإن( )f E  صورة التطبيق الخطييسمىf  نرمز لهIm ( )f f E 

                       : ( )   /y F y f x x E    
Im f إذاا    غامر f ملاحظة F 

 فضاء الصورة العكسية
:f E F .تطبيق خطي 

Fإذا كان  فضاء شعاعي منF  1فإن( )f F   فضاء شعاعي  زئي منE. 
)1لدينا:                    ) ( )x f F f x F     

عندما و  0FF   ،  سمى الفضاء الشعاعي الجزئي ي 1 0f  نواة التطبيقf ونرمز له بالرمزker f. 
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  

  

 

1 1
ker 0 (0 )

                              = : ( ) 0

                              = : ( ) 0

F F

F

F

f f f

x E f x

x E f x

 
 

 

 

 

 محلول تمرين
2نعتبر التطبيق الخطي                              3:f  

                                  , 2 , ,x y x y x y x  
Imين يعت f وker f 

  
     

3

2ker , : ( , ) 0

ker , 2 , , 0,0,0

2 0

0 0

0

f x y f x y

f x y x y x y x

x y

x y x y

x

  

    

 


     
 

 

ومنه  ker (0, 0)f  . 
1 2

Im ( ), ( )f f e f e   

   

1

2

( ) (1, 0) ( 2,1,1)

( ) (0,1) ( 1,1,0)

Im 2,1,1 , 1,1,0

f e

f e

f

 

  

  

 

 التفكيك القانوني لتطبيق خطي 4.3
E وF فضائين شعاعيين علىK منتهيي البعد، و:f E F .تطبيق خطي 

ker f  فضاء شعاعي  زئي علىE وIm f  فضاء شعاعي  زئي علىF. 

ker
E

f
  : Kفضاء شعاعي على 

 ينتج من كون :
 ,

ker
Ej E

f
L  من تعريف حاص  القسمة( غامر قانونيتطبيق خطي( 

 Im ,f F L  لأن  متباين قانونيتطبيق خطي(Im F f) 
أن  , Im

ker
Ef f

f
L  تشاك  خطي . )يتم بإثبان أن التطبيق: ( )f x f x)خطي ومتباين وغامر ، 

 : لتطبيقانا هذه مخطط تركي  ومنه

Im
ker

j fEE f F
f

   

f 
fيتفكك إلى fالتطبيق الخطي j  . أي  f f j 

    ( ) ( ) ( )E x f x f j x f j x F     
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 تانخاص انحالت
 f أي في حالة رغام(Im F f)       يو د تشاك  ما بين F و

ker
E

f
رمزيا :    

ker
E F

f
 

 f أي في حالة متباين(Im E f)      يو د تشاك  ما بين E وIm f    : رمزياImE f 

 بعد فضاء حاصل القسمة
 :. فإن Eفضاء شعاعي  زئي من F، و، منته البعدKعلى افضاء شعاعي Eإذا كان

dim dim dimE E F
F

 


 

 )نظرية البعد( نتيجة
E وF على يينشعاع ئينفضاK و:f E F .تطبيق خطي 

dim فإن  ، منته البعد Eفضاءإذا كان ال dim ker rgE f f  . 
 مثال

 1 2 3, ,u u u  و 1 2,e e على ال تي . 2و 3الأساسان القانونيان لق 

f  بحيث:  2في  3تطبيق خطي من        ( , , ) ( 2 , 2 )f x y z x y z x y z      
kerالفضاء الجزئي f  : 

) الأشعة , , )x y z kerمن  f  :تحقق  ( , , ) (0 , 0)f x y z . 
0 0

0
0

0

                                           

( 2 , 2 ) ( , )

2
2

2

2z

x y z x y z

x y z
x y z

x y z

x y


  



 

     

  
 

 



 

)إذن الشعاع       , , )x y z منker f : يأخذ الشك 
( , , 2 ) (1,0,1) (0,1, 2)

a b

x y x y x y    

kerالفضاءو        f  مولد بالشعاعين المستقلينa وb  أي ،ker (1,0,1) ; (0,1, 2)f    . 
 : Imfالفضاء الجزئي

الصورة    1 2, , ,w w f x y z فضاء الصورة  تنتمي إلى 2Imf f: ومنه ، 
1 2

1
1 2 1 2

2

( , )

0

( 2 , 2 )

2

2

w w

w
w w w w

w

x y z x y z

x y z

x y z




      

 

    

  

 

 

)إذن صورة الشعاع       , , )x y z بالتطبيقf أخذ الشك :ت 
1 2 1 1 1

( , ) ( , ) (1, 1)w w w w w

c

    

Im، أي cولد بالشعاع المستق م Imfوالفضاء       (1, 1)f    . 
3dim   صحة العلاقة:    ومنه       dim ker rg 2 1 3f f     
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 بعد مجموع فضائين شعاعيين
E فضاء شعاعي منته البعد،F وG من ف.ش.جE  .بأن نعلم F G وF G من ين زئي ئينفضاE   

)dimإن                          ) dim dim dim( )F G F G F G     

 تمرين محلول

,نعتبر الفضائين الجزئيين الإضافيين:   , , ,F 2 1 0 0 1 1( ), ( )   و, ,G 1 1 1( )   3 فيR. 

fونعرف التطبيق الخطي   : بالشك   

 

3 3

1 2 1 1 2

: = F G

= F, G

 

  

f

u u u u u u

R R 

) ليكن , , )x y z ). عبقر عن   3R من   , , )f x y z   بدلالةx   وy   وz . 
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