
 

 

 

 ةالشعاعي اتالفضاء

ببنية زمرة  V. وهذه العملية تزودV" عملية داخلية في مجموعة الأشعةالشعاعي " لجمعا   بنية الفضاء الشعاعي
 . وهي تحقق:Vهي عملية خارجية في مجموعة الأشعة" شعاع بعدد سلمي " ضربوعملية   تبديلية.
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 .فضاء شعاعي على  االمزودة بهاتين العمليتين بأنه Vنقول عن مجموعة الأشعة

)مزودة بعمليتين )+( و E  ، نقول عن مجموعة غير خاليةتبديليحقل  K ليكن   تعريف ) الحقل  علىنها فضاء شعاعي إK 
     ( إذا تحقق:Kعلى  ف.ش) ,E العملية الخارجيةو      ،زمرة تبديلية   علىK : تحقق 

  yxyxEyxK   ,    
  xxxExK   ,     
   xxExK   ,    

1x E x x      
 .(سلمياتعناصر الحقل  سمىوتُ ، أشعةش  عناصر ف.مى تُس ، K*في هو عنصر الوحدة 1)

 Rلها فضاءات شعاعية علىلوف كالمأ ضاء الشعاعيالشعاعي والف والمستويالمستقيم الشعاعي  -         أمثلة
 R وRRR 2 على  هما ف شR وبصورة عامة .  

fois n

n RRRR  .ش على الحقل  هو فR  

 أجلمن  R   و nxxxx ,,, 21   ، 1 2, , , nx x x x     منnR 
 nn xxxxxxxx  ,,, 2211     و nxxxx  ,,, 21  

  E XR  مجموعة كثيرات الحدود ذات المتغيرX  الحقلوالمعاملات في R  هي فضاء شعاعي علىR :بالعمليتين  
الجمع المألوف لكثيرات الحدود من  XR   :والعملية الخارجية       , ,P X P X P X    R R 

1أن نعرف على ، فإنه بالإمكان Kف. ش على نفس الحقل 2Eو 1Eإذا كان     ملاحظة 2E E .ش  بنية ف : 
     , , ,x y x y x x y y            و   , ,x y x y   

 ة جزئية(، كل مجموعK)على الحقل Eشعاعيا جزئيا من الفضاء الشعاعي  فضاءنسمي    الفضاء الشعاعي الجزئي
F غير خالية منE .أو  تتحقق على نفسها بنية الفضاء الشعاعيF .من جزئي ش. فE :إذا تحقق 

 E F          و,  :  x F y F x y F         و,  :  K x F x F      
و E  -     أمثلة 0E فضائين شعاعيين جزئيين منE. 



 

 

 

   XR ف.ش على الحقلR .    nPdegXPPn  :R ات الحدود من كثير   مجموعة XR  التي درجتها
هي ف.ش.ج من  nعلى الأكثر  XR. 

  3فيR، المجموعة     3( , , ) : 2 0F x y z x y z    R  3ف.ش.ج منلها بنيةR. 
 0)بأن  نلاحظ, 0, 0)F   ومنه ،F . 
 ليكن ( , , )x y z و( , , )x y z   منF هل .( , , ) ( , , )x y z x y z F    ؟ 

( , , ) : 2 0

( , , ): 2 0

                           2( ) ( ( )  2 0

F x y z x y z

F x y z x y z

x x y y z z x y z

   

        

             

 

)هذا يعني أن شعاع المجموع   , , ) ( , , ) ( , , )F x y z x y z x y z           
 ليكن ( , , )x y z منF و  منR هل .( , , )x y z F  ؟ 

( , , ) : 2 0

               :

                           ( 2 ) 0 0

                           2( ) ( ) ( ) 0 2 0

F x y z x y z

x y z

x y z x y z
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) ومنه      , , ) ( , , )F x y z x y z       ذنإF .3ج من ش. فR. 
  الأشعة من الشكل:  مجموعةنعتبرa  0حيث a E   

نرمز لهذه المجموعة بـ  ,  : aD x E K x a       .إن aD شعاعي جزئي من فضاءE. 
بـ المولد( E)من بالفضاء الشعاعي الجزئي aDيسمى  aونرمز له بـ . K a . 

 ا :. لدينEمجموعة جزئية غير خالية من F. وKفضاء شعاعي على  Eليكن    قضية
F  منف.ش.جE, , , ,x y F x y F          

 .Eمن  1a،2a،...،na. ولتكن الأشعة Kش على الحقل  ف. Eليكن    العبارة الخطية

1هي كل كتابة من الشكل  ،1a،2a،...،naية للأشعةالعبارة الخط 2 2 2 n na a a     1حيث،2،...،n 
1  :بحيث Eمن  x  ما هي إلا شعاع 1a،2a،...،naللأشعة طيةالخالعبارة  .اتسلمي 2 2 2 n nx a a a                                

)الأشعة:  3Rفي نعتبر   لامث 3,1, 4)z    ،(0,1, 1)y    ،(1, 2, 3)x . 2العبارة الخطية 3x y z   هي
3R : 2من  V شعاع ال 3 2 (1, 2, 3) (0,1, 1) 3 ( 3,1, 4) ( 1, 6,19)V x y z          

 .bو aنعتبر الفضائين الشعاعيين المولدين بـ .Eمن aو K .bفضاء شعاعي على Eليكن   فضاء مولد بشعاعين
Kيسمى المجموع  a K b    المجموعةببالفضاء الشعاعي الجزئي المولد  ,a b.  ونكتب  . . ,K b K a a b  

، Eهي فضاء جزئي من  1a،2a،...،naالخطية في الأشعة العبارات، فإن كل Eأشعة من  1a،2a،...،naإذا كانت
  يسمى هذا الفضاء بالفضاء المولد بهذه الأشعة. أي 1 2 1 2, , ,n nK a K a K a a a a      



 

 

 

 .Eمجموعة جزئية من  A و. Kش على الحقل ف. Eليكن   الفضاء المنته  تعريف
A، ونرمز له بـAفي عناصر  المنتهيةالخطية  العباراتهو مجموع ، Aالمولد بـ ه الشعاعي المنت إن الفضاء   أو A   : 
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 .Eفضائين جزئيين من 2Fو 1F. وKعلى شعاعيفضاء  Eإذا كان   قاطع فضائين جزئيينت

1إن  2F F  فضاء شعاعيا منE.   1 2 1 2,F F x E x F x F      
1غـير أن الاتحـاد . زئية هـو فضـاء شـعاعي جزئـيوبصورة عامة، تقاطع عدد منته من الفضاءات الج 2F F  شـعاعيالـيس فضـاء 

 : ، إذا اعتبرنا الفضائين الجزئيين2في ،على العموم. مثلا
 2

1 ( , ) : 0F x y y    و 2

1 ( , ) : 0F x y x   ، 
,1) واخترنا على سبيل المثال الشعاعين 1من  (0,1)و (0 2F F الاتحاد.هذا ، فسيكون مجموعهما خارج 

1وبالتالي  2F F 2ليس ف.ش.ج من. 

1   قضية 2F F 1ف.ش.ج من 2F F E    2أو 1F F. 

1نعتبر المجموعة   مجموع فضائين جزئيين 2E F F  1: حيث 2,     :z E x F y F z x y        
   إذا كانz وw  منEفإنه يوجد .  1 1,x y  و 1 2,x y  1من 2F F: 

   2 2 1 1,    ,w x y z x y  
   1 1 2 2 1 2 1 2 1 2( ) ( )z w x y x y x x y y F F           

  إذا كانz منE و منK 1فإنه يوجدF x 2وF y  بحيثz x y  
  ويكون لدينا    1 2, ,z x y x y F F       

1 ومنه 2E F F  ف.ش منE. 
وعندما يكون  1 2 0F F  1، يسمى الفضاء الشعاعي الجزئي 2F F  1لـ بالمجموع المباشرF 2وF. 

1ونرمز له بالرمز  2F F. 1ونقول أيضا أنF 2لـ إضافيF فيE  1، أوF  2وF إضافيان فيE . 

 .Eمن  1a،2a،...،na. ولتكن الأشعة Kالحقل علىف.ش  Eليكن    الارتباط الخطي والاستقلال
 1تكون الأشعةa،2a،...،na  مرتبطة خطيا  وُجدn  : 1سلمي،2،...،n  ليست 

1معدومة بحيث: كلها                                                            2 2 2 0En na a a      
 1وتكون هذه للأشعةa،2a،...،na .مستقلة خطيا إن لم تكن مرتبطة خطيا 

 :الاستلزام يتحقق 1،2،...،n سلمي: nمن أجل كل مستقلة خطيا 1a،2a،...،naتكون الأشعة 



 

 

 

1 2 2 2 1 20 0En n na a a              

2Eفي -   أمثلة   ،و  (1,1)الشعاعان  يكون( 7, 3)  خطيا.مستقلين 
nEفي -  ،الأشعة  تكون 1 1, 0, , 0e   ، 2 0,1 0, 0, , 0e  ،,..، 0, 0, ,0,1ne   مستقلة

 خطيا.
 الشعاعي الفضاءفي  - x  2تكون  على 3, , , ...x x x لة خطيا.مستق 
 المزود بالأساس القانوني 3R في الفضاء الشعاعي - 321 ,, eeeB: ندرس استقلال الأشعة ، 

3 , ,(1 1 0)v     ,  
2 , ,(1 2 1)v    ,  

1 , ,( 1 1 2)v   

                       :Rمن و و من أجل كل 
1 2 3 30v v v     

R
 

           , , , , , ,( 1 1 2) (1 2 1) (1 1 0) 0 0 0( , , )        

0
3 0

2 0 0
2 0

2 0

  
 

     
 

 

   
   

         
   

 

 ومنه الأشعة
3v  ،

2v  ،
1v خطيا. لةمستق   

 : تانخاص تانحال    
0EAإذا كان  فإنA .مرتبطة 

 كل شعاع غير معدوم يكون مستقلا خطيا.
 .فضاء المولد بهذه الأشعةهو ال F و . Eمن  أشعة 1a،2a،...،na   قضية

 الشرطان الآتيان متكافئين :
 مستقلة خطيا 1a،2a،...،naالأشعة .1
 ,1a،2a،...،naالأشعة، يكُتب كعبارة خطية وحيدة في  Fمن  xكل شعاع .2

1: بحيث1،2،...،nوحيدة :  سلمياتأي توجد  2 2 2 n nx a a a      
 مجموعة مستقلة خطيا Bو Eولدتُ  Bكانتإذا   Eلـ أساسأنه  B. نقول عن EBو Kف ش على  E الأساس

 .Bيكتب بصورة وحيدة كعبارة خطية في أشعة  Eمن xى شعاعوعندئذ عل
إذا كانت المجموعة  1 2, , , na a aB أساسا لفضاء شعاعيE1شـعة، فـإن الأa،2a،...،na مسـتقلة وتولـدE .

 .Bيكتب بصورة وحيدة كعبارة خطية في أشعة  Eمن xوعندئذ على شعاع
1ية وحيدة : الكتابة الآت 2 2 2 n nx a a a      

. ونكتبBفي الأساس  xبمركبات الشعاع 1،2،...،n السلميات تسمى 1 2, , , nx   
B

 

المـــزود بالأســـاس القـــانوني  3في الفضـــاء    الث   م 1 2 3
, ,e e eB الأشـــعة ، تكـــون  :

1
e  و

1 2
e e  و

1 2 3
e e e  

 .3آخر لـ تشكل أساسا



 

 

 

 . Bيمثل عدد عناصر المجموعة  K. cardBف.ش على Eعاعيبعد فضاء ش
1ن ، فإEأساسين لـ 2Bو  1Bإذا كان  2card cardB B 
 . dimE، ونرمز له بـE بعديسمى  cardB، فإن Eأساس لـ  Bإذا كان 

 E  ف.ش بعدهE n  يقبل أساساdim card :E n B B   
2dim :، يكون R مثلا على الحقل 1, dim 2 , , dim n n   

 فضاء جزئي كلF منE يحقق، يكون بعده منته وdim dimF E . 
dim       ولدينا     dim      E F E F    

    لفضاء الجزئي :ل أساسا  لنعين     مثال 3
, ,F ( ) :x y z x y z y z    R 

, لدينا  , 2 2 0    2 2F ( ) :x y z x y z y z x y z y x z           
, , , , , , , ,

2 2
2 1 0 0 1 1( ) ( ) ( ) ( )x xx y z x z z z    

,     ومنه  , , ,F 2 1 0 0 1 1( ), ( )   

, أن لنبين - ,G 1 1 1( )    لـ فضاء إضافيهو F  3 فيR .  
أن لنثبــت  F G 0E   .التقــاطعشــعاع كيفــي مــن  لــيكن F G  فهــذا الشــعاع ســيكتب كعبــارة خطيــة وحيــدة في ،
 . فيكون: Gو Fيي كلا أساس

, (2, 1, 0) (0, 1, 1)

, (1, 1, 1)

F X X

G X X

 



  

 
 Rمن   و و  حيث       

إذن    
0 2

( 2, 1, 0) (0, 1, 1) (1, 1, 1) 0 0

0

 

        

 

 


         
  

 

 ومنه F G 0E   أيضاولدينا , , , , , ,F+G 2 1 0 0 1 1 1 1 1( ), ( ), ( )    ومنهF وG  3فيإضافيينR . 

  الأشعة  يةندرس استقلاليمكن أن, ,1 1 1( ) ،, ,0 1 1( ) ،, ,2 1 0( ): 

 ، يكون لديناRمن و و من أجل كل 

   , , , ,

2 0

( 2 ) 0 0 0 0 0

0

( )

 

            

 

 


            
  

 

, شعةلأا ومنه ,1 1 1( ) ،, ,0 1 1( ) ،, ,2 1 0(  . 3Rفيإضافيين  Gو Fوالفضائين  مستقلة خطيا. (

 . 3Rفي مباشر F+G والمجموع، 3Rفهي تشكل أساسا لـ 3Rوتولد مستقلة الثلاثة: الأشعة خلاصة

3F ومنه G R . بأن نلاحظ:      3dim F+G dim F G dimF dimG dim 3     R 

1. وnبعدهفضاء شعاعي  E الرتبةتعريف  2, ,..., pv v v أشعة منE نرمز بـF .للفضاء المولد بهذه الأشعة 



 

 

 

1لة خطيا المأخوذة من بين الأشعة العدد الأعظمي من الأشعة المستقيسمى  2, ,..., pv v v رتبة  1,..., pv v ، 
ونكتب  1rg rg ,..., pr F v v  .    إذا كانrgr F لدينا  ، فإنه يكونr n وr p. 

1ندما تكون الأشعةع حالة خاصة: 2, ,..., pv v v  مستقلة خطياrg dimF F n  

 Eف.ش.ج من F. ليكنKف.ش على Eالفضاء الإضافي
Fنقول عن الفضاء الجزئي  بأنه إضافي لـF فيE إذا كان ،E F F    و 0F F   

Eونكتب  F F   أي المجموع ،E F F   .مباشر 

1باشر لـالمموع لمجا أن نصوغيمكن  2, , , nF F F 1 بالكتابة 21

n

nii
E E E E E


    . 

 : وحيد شكلبيكتب  Eمن  xكل وعندئذ  

1 2
1

n

ni
i

x x x x x


           حيث( 1, 2, , ) j jj n x F  

dimEبفرض أن    مثال n وF  :ف.جdimF p وF  ف.ج إضافي لـF فيE :dimF p  
Eيكون    F F  ولدينا .         dim dimE F F   

dim dim dimn E F F p p     
F,إذا كان    قضية F ف.ش.ج من فضاء شعاعي منته البعدE : يكون لدينا . 

   dim dim dim dimF F F F F F       
Fالمجموع  F   مباشر dim dim dimF F F F     

   

dim dim

0 0 dim dim dimE E

E F F F E F F
E F F

F F F F E F F

        
      

          
 

 Eإضافي في Fيقبل ف.ش.ج. Eمن Fكل ف.ش.ج      اعيإكمال أساس فضاء شع
Fللســـهولة رتـــار أشـــعة أســـاس. هـــذا الفضـــاء لـــيس وحيـــداو    مـــن أشـــعة أســـاس الفضـــاءE  فيكـــونE F F   ومنـــه 

dim dim dimF E F   إذا كان.  وE F F   وB أساس لـF ،B أساس لـF  B B يكون أساس لـE 


