[hapitre I

Calcul matriciel

Pour bien aborder ce chapitre

Tout est dit dans le théoréme 24.21 page 908 du chapitre 24...si on se fixe une=bgse...,e,) de E et une base
f=(fi,...,f;) deF alors une application linéairec L (E, F) est entierement déterminée par les composantes des vecteurs
u(e;) dans la bas¢. Cespgq scalaires définissent complétement! est tentant de les représenter dans un tableau. Si on
note, pour tou € [1, p], u(e;) = £7_, a;; f; alors on peut écrire :

A A
all ............. a]_] ............. aj_p < fl
Qi a” .............. aip < fl
agL agj agp <fq

Ce tableau est la matrice dedans les basesdeE et f deG. Se posent alors des questions naturelles :

1 Sion effectue cette manipulation pour deux applications linéaiets, comment se calcule la matrice correspon-
dante axu+pv ? On verra qu'on peut définir une addition entre les matrices et une multiplication par un scalaire.
Avec ces deux lois, I'ensemble des matrices (de méme taille) posséde une struétuesuice vectoriel.

2 Siu et v sont deux endomorphismes #Hequel est le lien entre la matrice de> v et celles deu et v? Pour
I'expliciter, on définira le produit entre les matrices.

3 Peut-on calculer le rang d’une application linéaire facilement a partir de sa matrice dans des bases données? La
réponse est oui et I'outil est le pivot de Gauss.

4, Peut-on par un procédé calculatoire déterminer si un endomorphisme est inversible a partir de sa matrice dans des
bases données? La réponse est la aussi oui et I'outil consistera en le déterminant.

5 Pour un endomorphisme inversible, existe-t'il un procédé permettant de calculer la matrice de son inverse ? Cet
outil existe et il est donné par la comatrice.

6 Sion prend d’autres baseset f’ deE etF, peut-on calculer la matrice dedans ces nouvelles bases en fonction
de sa matrice dans les bases initiales ? La réponse est encore positive et on mettra en place des formules de
changement de bases.

7 Enfin, pour un endomorphismee L(E), existe-il une base de dans laquelle la matrice de prend une forme
simple et facile a manipuler ? La réponse sera donnée en spé dans le chapitre sur la réduction des endomorphismes.

Au niveau historique, on peut indiquer qu’atisiécle, le mathématicien chinois Liu Hui résolvait les systémes linéaires
ayant jusqu’a inconnues. Il représentait ces systémes grace a des tableaux et avait découvert la méthode qu’on appelle
maintenant pivot de Gauss pour les résoudre12&isiécle, toujours pour résoudre des systémes linéaires, Leibniz in-
vente le déterminant. Cette notion est approfondie par Cramer qui découvre soixante ans plus tard la méthode qui porte
maintenant son nom. Il faut attendrel&€ siécle, pour que la notation matricielle sous forme de « rectangle (ou carré) de
nombres » apparaisse. Gauss découvre le produit matriciel en diméresiamdique que la formule se généralise dans

les autres dimensions mais sans détailler. Sylvester, le premier, dénomme ces rectangles de nombres du mot « matrix ».
Dans tout ce chapitren, n, p, g, r sont des entiers positifis, désigne le corpR des réels ou le corgddes complexe®

etF sont ded-espaces vectoriels.
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25.1 Matrice a coefficients dang<
25.1.1 Définitions

/SEFINITION 25.1 © Matrice \
SoitK un corps ey, p € N*. On appellanatrice agq lignes etp colonnes a coefficients daistoute application :

af alxlinl —

(i,4) — i
gue I'on note :
colonne j
a11 1p
Qjj ligne 4
Gq1 Qgp

— Le coefficient de\ qui se trouve a I'intersection de iaéme ligne et de lg-éme colonne est not§ ; ou[A];; :
1 ireprésente l'indice de ligne.
2 jreprésente I'indice de colonne.

— On dit aussi qué est une matricg x p ou une matricéq, p) a coefficients dank.
t On noteMt,,, (K) 'ensemble des matricesalignes etp colonnes a coefficients daks /

U Notation 25.1 On notera ausgi] ij le coefficienta;; deA.

(DEFINITION 25.2 Vecteur ligne, vecteur colonne d’'une matrice
Pour toute matricé € M, ,, (K) :

ain alvp

aq,1 aq,p
on appelle, poufi, j) € [1,q] x [1,p] :
— i-emevecteur lignedeA le p—upletL; = (a;1,..., aip) € K”.
(— j-émevecteur colonneeA le g-upletC; (ay ..., aq,;) € K.

[ DEFINITION 25.3 Matrice ligne, matrice colonne

— Unematrice colonnest une matrice qui ne posséde qu’une seule colonne.
— Unematrice ligneest une matrice qui ne posséde qu’une seule ligne.

[ DEFINITION 25.4 © Matrice nulle
On dit queA € M, (K) est la matrice nulle d#, , (K) si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. On la note :
0o, , @) OU O lorsqu’aucune confusion n'est a craindre.

DEFINITION 25.5 © Matrice carrée
Une matrice possédant autant de lignes que de colonnesexsmiée On noted)t, (K) 'ensemble des matrices carrées
an lignes etn colonnes.

(DEFINITION 25.6 © Matrice identité
On appellamatrice identitéet on notd,, la matrice dent,, (K) donnée par :

1 0 0
1
I, = 0 €My (K)
o
0 0 1
§ J




Tous ses coefficients sont nuls sauf ceux situés sur la didgehqui valent.

Exemple 25.21; = (1), I, = ((1) (1)) I; =

25.1.2 L'espace vectoriedlt, , (K)

On munitdNy, , (K) d’'une addition et d’'une multiplication par un scalaire. tiplet (M1, (K),+,.) est alors urK-espace
vectoriel de dimensiopg.

(PROPOSITION25.1 © Somme de matrices, multiplication d’'une matrice par un scaire h
— SoientA = (a;,;),B = (b;,j) € My, p (K). On définitA + B comme étant la matric@ = (c;, ;) € My, (K) donnée par :
v(ij)e[Lal x[Lp]. cij=ai;+Dbi;.
— SoitA =(a;,;) € My, (K) etA € K. On définitA - A comme étant la matrice = (d;,;) € My, , (K) donnée par :
V(i j)elLal x[Lpl, dij=Aai

(Muni de ces deux l0ifl,,» (K), +,-) est unk—espace vectoriel.

Démonstration : Laissée au lecteur. On vérifie aisément les différents agsodéfinissant un espace vectoriel.
1 -1 O _9 0 2 1)_(1 -5 =2
-2 1 -3 -1 0 170 1 -5

(DEFINITION 25.7 © Matrices élémentaires )
Pour touti € [1,g] et j € [1, p| on définit lamatrice élémentairg; ; € My, (K) par :

Exemple 25.3

colonnej

Tous les coefficients de la matrice élémentaige sont nuls sauf celui & l'intersection de#8M€ligne et de 1aj¢M€
\colonne qui vaut. )

Exemple 25.4Les matrices élémentaires ¥, 5 (K) sont

1 00 01 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E1,1—(0 0 o)’ELZ‘(o 0 0)’E1’3‘(0 0 o)’EZ'I‘(1 0 0)’E2’2‘(0 1 o)’EZB‘(o 0 1)'

A titre d’exercice, et pour préparer le théoréme suivantimer que cette famille de matrices constitue une base de
My 3 (K).

THEOREME25.2 © Base canonigque dét, , (K)

La famille formée par les matrices élémenta(rlég,j)(l. Helnal<[1,p] EStUNe base dBl, , (K) appeléease canoniqu
deMNi, p (K). On en déduit que :

\1”4

|dim9ﬁq,p K)=¢gp

Démonstration
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 Prouvons que cette famille est libre. Soiém;j j)
Alors on a I'égalité :

ie[Lql.je[,py UNE famille de scalaires detels que X aiE =0
a1,1 O(Lp
S s
O(qJ O(q,p
Par identification des coefficients de ces deux matrices,:afia [1,q], Vje[l,p], «; ;=0 ce quiprouve laliberté de la
famille (E; ;-

« Montrons que cette famille est génératrice g, p (K). Soit A = [a,-, j) € My,p (K). On a clairement A =

i€[1,q],j€[1,p]
>, Z?Zl a;,jE; j. Ce qui prouve que la familIEfEi, j) est génératrice dlg, p, (K).

25.1.3 Produit matriciel

On définit maintenant, quand c’est possible, le produit dexaeatrices. Le théoréme 25.10 page 957 explicite le sens de
ce produit, il correspond en fait a la composition des apgibos linéaires.

/D/EFINITION 25.8 © Produit matriciel \

SoitA e M, 4 (K) etBe My , (K). On définitAB comme la matric€ de,,, (K) définie par :
q
Viel[l,r] Vje Hl,pﬂ ¢ij=I[AB];j= Zai,kbk,j
k=1

colonne |
bip
bip
bqp
aiy Cip
lignei|| ait Cip
a’l‘l c'r'p

\_ /

/\ Attention 25.5 On ne peut effectuer le produit des M4 (K) etBe My, (K) que sig=q'!

1 -1 11 0 -1 -1 -1 1 3
Exemple 25.6 SiA=(0 2 |etB= ( ) alorsAB=| 0 4 2 |etBA= ( ) Remarquons qu’en
1 -3 0 2 1 -1 -5 _3 1 1

général, le produidB peut exister sans que ce ne soit forcément le cas pour leipialu

Il est souvent utile dans les exercices de savoir multipfiematrices élémentaires. Pour ce faire introduisonstisie
de Kronecker.
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(DEFINITION 25.9 © Symbole de Kronecker
Pour touti, j € N, on définit lesymbole de Kroneckey; ; par :

N 1 sii=j
"7 1o sinon

THEOREME25.3 QOO Produit de matrices élémentaires
Pour deux matrices élémentairesidig, (i), on a la formule importante suivante qui donne leur produit :

EtiBpg = d1pErq

Démonstration Par un calcul direct.

(PROPOSITION25.4 Regles de calculs avec les matrices
Quant les produit suivants sont possibles, pour des mati@&C et des scalaires,f :

1 Le produit matriciel est distributif a gauche parrap- 3 Le produit matriciel est associatifAB) C = A (BC).
port & I'addition :C (aA + $B) = «CA + BCB.

2 Le produit matriciel est distributif a droite par rap- 4 Le produit matriciel admet la matricg, comme]
port & 'addition (aA +BB) C = aAC + BBC. élément neutreAl, =1,A = A.

Démonstration Laissée au lecteur.

25.1.4 Transposition

DEFINITION 25.10 © Transposée d’'une matrice
On appelle transposée de= M, (K) la matrice notéA € 91, , (K) dont les colonnes sont formées par les ligneg de
A. Autrement dit :

vie[l,p], Vje[lgq], [[A]i,j =aj;

| Remarque 25.1 Transposer revient & échanger les lignes et les colonnas diatrice.

13 1 2 0
Exemple 25.7SiA=|2 7 |alors’A= ( )
-3 7 -4
0 -4
(PROPOSITION25.5 © La transposition est une symétrie delt,, 4 (K) )
L'application :
@:] Pap @) — Mg
’ A — A
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particsiiesB € 9, , (K) et sia,p € K. Alors :
‘‘’A)=A] et |/(cA+pB)=a’A+pB|.
- J

Démonstration : La linéarité ainsi que la relatioff’A) = A sont faciles a prouver. Pour la bijectivité, on propose deéthodes :

— On montre facilement que, &ie Ker®, on a(’A) = 0 et doncA = /(*A) = 0 etKer ® = {0}, 6 est injective. Grace a la formule du rang,
on en déduit gu’elle est aussi surjective et donc bijective.

— On peut aussi remarquer g@e @ = id ce qui prouve que est bijective et égale a sa fonction réciproque.

Remarque 25.2 En prenant un peu d’avance sur le paragraphe 25.3.4, L'tipémde transposition est une symétrie
par rapport Ker ® —id = %, (K) parallelement & er ® +id = <7, (K).
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PROPOSITION25.6 © Transposée d’'un produit
Pour toutA e M, 4 (K) etB e Ny, (K) :

'(AB) = 'B'A I

Démonstration  On suppose qué = (a; ) € Mg (), queB = by ;) € Mg, (), €= AB = (1) € My (1) 0l 1 =
ZZ:1 a; k by, j- On note aussi :

e Al=IA= (“;,k) €My, (K) avec pour tout € [1,4q] et toutk € [1,r1], “;',k =ay,;.
e B =1B= (b;w.) € My,q (K) avec pour touk € [1,p] et toutj e [1,4], b;c,j =bj -

. /= IBiA = (c;.,j) €My r ().
Pour touti € [1,p] etje(l,r] :

q q
U Y ! = . =
Cij= 1;1 bj k= kzl aj icbk,i = cj,i

et par conséquent, = 'B'A =C = 'AB.
/I\ Attention 25.8 Attention au retournement dans le produit.

25.1.5 Avec Maple

Voici une feuille de calcul Maple sur les matrices. On notera

— la premiere ligne qui sert a charger en mémoire les instngeMmaple pour faire du calcul matriciel.

— la commande pour le produit de deux matric&s:: Pour I'addition de deux matrices, on utilisera + et pour latm
plication par un scalaire *.

— la commande pour évaluer les matrices : evalm.
MAPLE
with(linalg): #On charge la librairie de calcul matriciel
A:matrlx([[]'!-l]1[012]1[11-3]])1

vV Vv

[1 -1
[ ]
A:=1[0 2
[ ]
1 -3]

\%

B:=matrix([[2,0],[1,-3],[-1,1]]);

\

C:=matrix([[-1,1,0],[0,2,1]]);
[(1 1 0]
C =1 ]
[0 2 1]

\%

evalm(2 *A-B); #on calcule 2A-B
[0 -2
[ ]
-1 7]
[ ]
[3 -7]

\

evalm(A& *C); #on calcule AC
[1 -1 -1]
[ ]
[0 4 2]
[ ]
[(1 -5 -3]
transpose(A); #on transpose A

\

954



25.2 Matrices d’'une famille de vecteurs, d’'une applicatiorinéaire

25.2.1 Matrice d’'une famille de vecteurs relativement & undase

(DEFINITION 25.11 © Matrice d’un vecteur relativement a une base A

SoientE un K-espace vectoriel de dimension finieet e = (ey,...,e,) une base d&. Soit x € E un vecteur qui s
décompose sur la baseen :

1%

XxX=x1ey1+---+Xxpep
On appellematrice dex relativement a la base et on note Mat(x) la matrice colonne donnée par :
X1

Mate (x) =| & [€DMy (K)

Xn

n
olx= Zx,-el-

(& =1 J

1
Exemple 25.90n considér@&?® muni de sa base canonigele (ey, e, e3). Soitv = (1,-2,3) e R3. Alors Mat, (v) = (—2).
3

Remarque 25.3 Mat, (x) représente les coordonnées du vectedans la base. Il y a bien sr une correspondance
biunivoque entre les vecteurs Heet les matrices colonnes de taillgqui contiennent les composantes de ces vecteurs
dans une base fixée). De plus, « effectuer des calculs aveecesirs » correspond a « effectuer des calculs avec ces

matrices ». C'est le sens de la proposition suivante.

(PrOPOSITION25.7 Tout K-espace vectoriel de dimension est isomorphe &t ; (K)
SoitE unK-espace vectoriel de dimensiaret soite une base d&. L'application : { ljc : ?Atgt: ((;'f)) qui a un

vecteur associe la matrice colonne de ses coordonnéesadaaseE est un isomorphisme de—espaces vectoriels.

Démonstration Six=Y! | x;e; etsiy=3Y1_, y;e; alors pour tout,p € K, ax+py =¥, (ax; +Py;) e; donc il est clair que
Mate (ax +py) = aMat, (x) + PMate (y) etB est linéaire. Sk € Ker6 alorsd (x) = 0 et les composantes dedans la base valent
toutesy. Doncx = 0 et0 est injective. De plusjimE = dimt,, 1 (K) donce est bijective.

/DEFINITION 25.12 © Matrice d’une famille de vecteurs relativement & une base )
SoientE unk-espace vectoriel de dimensigrete = (e;,...,e;) une base d&. On consideréuv,,...,v,) une famille
de p vecteurs d& qui se décomposent dans la bas®us la forme :

q
VjE[[l,pH W:Zai’jei.
i=1

On appellematrice de la famillgv,, ..., v,) relativement & la base et on note Mat(vy,..., vp) la matrice :

T/ Vi Vp
N Y Y

a;l.l ......... agj . aip <e_1
Matg(va, .. ., Vp) = all ......... aij o a,p (a

R A

\La j-éme colonne de cette matrice est constituée des coordodnéecteur; dans la base. )

Exemple 25.10 On se place a nouveau daRsmuni de sa base canoniqae: (1, e-, e3). Soienty; = (=1,3,0), v, =

-1 0 -3 1
(0,—-1,5),v3 =(=3,2,1),v4 = (1,0,—1) € R? et soitv = (vy, v, v3, v4) alors Mat (v) = ( 3 -1 2 0 )
0 5 1 -1
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25.2.2 Matrice d’'une application linéaire relativement a ceux bases

(6EF|N|T|0N 25.13 © Matrice d’'une application linéaire relativement a deux bases \
Soient :

1 Eunk-espace vectoriel de dimensiprete = (ey,...,e,) une base d&.
2 FunkK-espace vectoriel de dimensigret f = (f1,..., f;) une base d&.
3 ueZ(EF).

On appellematrice deu relativement aux baseg et e et on note Mat._, (1) (ou Mat, (1)) la matriceq x p donneée
par :

\i Y Y
all ............. a]_J ............. a]_p < fl
Matree(W =| ay o aj ap <f
agL adj ............. agp <fq

ol(aij,...,aqj) sontles composantes du vectefe;) dans la bas¢.
Autrement dit : Maf._, (1) est la matrice de la famille de vecteltse,), ..., u(ep)) relativement a la basg:

Mats._, (1) = Mats (u(er),..., u(ep)).

N j

Remarque 25.4 Les notations utilisées sont un peu lourdes mais elles oemthes simples a retenir les formules de
changement de base.

Exemple 25.11Donnons deux exemples :
— Soit E = R® muni de sa base canonique et F = R> muni de sa base canoniqug. Soit u :

E — F
{ (x,y,z) . (x+y_Z’2x_y+3Z) alorscommeu (e;) = (1,2), u(ez) = (1,-1) etu(es) =(-1,3), Matr._, (u) =
1 1 -1
2 -1 3)
— SoitE = Rs [X] muni de sa base canoniqmetu:{ E — SP—P’ alorsu(1) =2, u(X) =2X-1, u(X?) =2Xx?-2X
2 -1 0 0
. 0o 2 -2 0
3) — 3 _ 2 =
etu(X3) =2x* -3X?. Il vient alors Maf (u) o o 2 -3l
0 0 0 2

N

(DEFINITION 25.14 © Matrice d’une forme linéaire relativement & une base
Soit E un K-espace vectoriel de dimensianet e = (ey,...,e,) une base d&. Si ¢ est une forme linéaire s, on
appellematrice dey relativement a la base la matrice lignel x n donnée par :

Mat, (@) = (@ (e1),..., 9 (en))

\ J

(PROPOSITION25.8 © Une application linéaire est entierement déterminée par senatrice dans deux bases )

Soient:

1 EunkK-espace vectoriel de dimensiprete = (ey, ..., e,) une base dé.

2 FunkK-espace vectoriel de dimensigret f = (f1,..., f;) une base dé.
I'application :

e;{ LEFH — Mgy K)
u — Matf_e ()

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particudiey] € M, , (K), il existe une unique application linéajre
ue £ (E,F) telle qued~! (M) = u. On dit queu est I'application linéaire d&& dansF représentée pa¥ dans les basegs
(¢ deE et f deF. J
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Démonstration

+ On vérifie tout d'abord qué est linéaire. Soiend,p € K et soientu,v € £ (E,F). On suppose que(u) = Maty._,(w) =
A= (ay) € Mgp 1), qued ) = Maty._o (1) =B = (b; ;) € Mg, (<) et qued (au+Pu) = Maty._, (au+pv) = C = ;) €
Mg, p (K). Par conséquent :

vie[p], u(ej)=]§:1ak,jfk et u(ej)zk

Q

by j fr-
1

Par suite, pour toute [1,p] :

(au+pv) (ej)z i ck,jsz(xu(ej)+ﬁy(ej)= i ((X&lkj+ﬁbkj)fk-

k=1 k=1

Par identification, la famillg formant une base d& on a :

Vke[l,p], Vje[lLp], cxj=aag;j+pby;

ce qui prouve queC = oA +PB et qued est linéaire.

« 0 est injective. En effet, si € & (E,F) est telle qued (u) =0 alorsVj € [1,p], u(ej) = ZZZIO-fk =0. u S’annulant sur une
base d& ne peut que s’annuler sBrtout entier et dona: = 0. On en déduit quEer 6 = {0} et qued est injective.

e 0 est surjective. Soik = [a,-, j) €My p (K). Considérons I'application linéainee £ (E,F) donnée par¥j e [1,p], u(e j) =
22:1 ar,j [ (Rappelons qu’une application linéaire est complétemeterchinées par les valeurs qu’elle prend sur une base de
I'espace vectoriel sur lequel elle est définie). On a cla@ei®i(u) = A ce qui prouve qué est surjective.

PLAN 25.1 :| Autrement dit !

Avec les notations précédentes, se fixant une batsssE et une bas¢ danst.
» Toute matrice d&l,, , (K) est celle d’'une application linéairec £ (E,F) dans les baseset f .
» Réciproquement, a toute application linéairel€E, F) correspond une et une seule matricé€llg, (K) qui
la représente dans les baset f .

En utilisant ces deux derniéres propositions, on obtient :

COROLLAIRE 25.9 ©
SoientE et F deuxk-espace vectoriel de dimension finie, soiergt f des bases respectives Heet F. Si on not
p=dimE etg=dimF, ona:

dim £ (E,F) =dim9M, , (K) = gp

Démonstration : En effet, deuxX<-espaces vectoriels isomorphes ont la méme dimension.
Le théoréme suivant justifie la définition du produit ma&icComposer des applications linéaires revient a mudiipdis
matrices correspondantes.

THEOREME25.10 © Fondamental! Matrice de la composée de deux applicationgiéaires
Soient:

1 Eunk-espace vectoriel de dimensiprete = (ey,..., e,) une base d&.
2 FunkK-espace vectoriel de dimensigret f = (f1,..., f;) une base dé.
3 Gunk-espace vectoriel de dimensioetg = (g,..., ) une base dé.
4 ueZEFetve ZEQ.

alors :

| Matg._. (vou) =Matg_; (v) x Maty_ (u)

Démonstration Notons :A = [ai/,j/) =Maty_,(w) B= [birr'jrr) =Mat,.s(v) et C= (ci,j) = Matg._. (vou). Soientj e

[Lp]etien,rl.Onawou (ej) =v [u[ej)) = V(ZZ:1 “k,jfk) =Y arv(f) =T ak i bikgi =X _ T bikar,jgi =
=1 [2221 bi,kak,j)gi

Et par identification ¢; ; = ZZ:I bj rax,; ce qui prouve le résultat.

Enfin, on écrit le calcul de I'image d’un vecteur par une aggilon linéaire peut s’effectuer, en dimension finie, au emy
des matrices.
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PROPOSITION25.11 © Ecriture matricielle de 'image d’'un vecteur par une application linéaire
Soient:

1 Eunk-espace vectoriel de dimensiprete = (e,..., e,) une base d&.
2 FunkK-espace vectoriel de dimensigret f = (fi,..., f;) une base de.
3 ueZ(EBF.

alors :

| Maty (u(x)) = Maty.— () x Mate (x)

\Autrement dit, siy = Maty (u(x)), A=Maty_, (u) etX =Mat, (x), on a :.

J

Démonstration PosonsA = (a,-,j) € My,p (K), X = (xj) €My (K) ety = (y;) € My1(K). Ona :u(x) = U(Z?:lxjej) =

zp

. N=y? .59 4. . =9 YP 4 . x.F:=Y9 4.1 i ien :
1% u(e]) = Zj:lx] Yiqaijfi=X, Zj:l a;,jxjfi =¥;_, yifi- Par identification, on a bien :

14
vie[lq]l, yi=) aijx;
=1

ce qui prouve le résultat.

Exemple 25.12
— Soit deux applications linéaires

[R3 N RZ [RZ . RS
:{ (xX,,2) — (x—-y, x+y+2) v:{ x,y) — (x+y, x+2y, x-y)
On notee la base canonique d® et f la base canonique .
1 -1 0 b1
1. On écrit Maj_, (u) = etMat_¢s(v)=(1 2 |.
1 1 1 L 1

2. On écrit maintenant Mat . (vo u) et Mat;_ ¢ (uo v). On sait que
1Y ;oo (20 1
Mate—e (o u) = Mate—f (v) x Maty_o ()= |1 2 x(l ) 1)= 3 1 2
1 -1 0
et que

1 1
1 -1 0 0 -1
Matf_f(uo V) = Matf_e(u) X Mate_f(v) X = (1 1 1) X (i _21) = (3 9 )
3. Donnons I'expression analytique de v et vo u. On utilise le théoréme 25.11.

2 0 1 X 2x+z
Dunepart|3 1 2 ||y|=|3x+y+2z|doncucv(x,yz)=(2x+23x+y+2z,-2y-2z).
0 -2 -1)\z -2y—-z

, 0 -1)(x) _
D’autre part(3 9 )(y) =

-y
3x+2y

) etvou(x,y)=(-y3x+2y).

25.3 Matrices carrées
25.3.1 Définitions

Rappelons qu’'une matrice est carrée si et seulement si @ligéde autant de lignes que de colonnes. L'ensemble des

matrices carrées de tailleest noté,, (K).

PROPOSITION25.12 ©

— (M, (K),+,-) posséde une structure d’espace vectoriel de dimensionfinie
— M, (K),+, x) posseéde une structure d’anneau unitaire (non commutatif).

Démonstration Le premier point est un corollaire inmédiat des propos&ig8.1 et 25.2. On vérifie facilement les axiomes d’'un

anneau poun, (K),+, x).
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Remarque 25.5 Comme(®i, (K), +, x) est un anneau, pour deux matriée8 € 0, (K), on pourra utiliser la formule
du bindbme de Newton (voir le théoréme 19.17 page 725) dea @8 commutent, c’est-a-dire des qas = BA.

1 -1 1 0 -1 1
Exemple 25.13 Calculons les puissance de= (0 1 —1). On remarque quéa =13 + B avecB = (0 0 —1).
0 0 1 0 O 0

o O O

0 1
On remarque aussi qB2 = ( 0 0) et queB® = 0. Commel;B = Bl; = B, on peut appliquer la formule du binéme et
0 0

écrire poum =2 :

n(n+1)
n = (n n—-knk nn-1) 2 Lo-n 2
A"=) k13 B =I3+nB+TB ={o 1 -n
k=0 0 o0 1

Par un calcul direct, on montre que cette égalité reste ciereen = 0,1 d’ou le résultat.

N

(DEFINITION 25.15 © Matrice d’un endomorphisme dans une base

SoientE unK-espace vectoriel de dimensiaret e une base d&. Soitu € £ (E) un endomorphisme d& On appellg

matrice de I'endomorphismedans la base la matrice notée Ma{u) et donnée par :
Mat, (1) = Mate— (u)

| Remarquons que Matu) est une matrice carrée : Mat) € M, (K).

(PROPOSITION25.13 © Un endomorphisme est entierement déterminé par sa matriceahs une base
SoientE unk-espace vectoriel de dimensiaret e une base dg&. Alors, I'application

9- ZE) — MK
’ u —  Mat, (v)

est un isomorphisme d’anneaux et d’espaces vectoriels.
En particulier, siM € 9, (K), il existe un unique endomorphismec £ (E) tel qued=! (M) = u. On dit queu est
|'endomorphisme d& représenté paM dans la base.

J

Démonstration Le fait queb est un isomorphisme d’espaces vectoriels est un cas gantidu théoréme 25.8. Par ailleurs, si
u,v e ¥ (E) alors6 (uov) = Mat (uo v) = Mat, (1) Mat, (v) = 0 (1) 0 (v) ce qui prouve qué est un morphisme d’anneaux.

PLAN 25.2 :| Autrement dit

Avec les notations de la proposition précédente, se fixanbase: deE :
« A toute matriceA dedt,, (K) correspond un et un seul endomorphism#eE dont la matrice dans la base
estA.
» Réciproquement, & tout endomorphism&dm®rrespond une et une seule matric@lg(K) qui le représent
dans la base.

[4)

25.3.2 Eléments inversibles dan®t, (K), groupe GL, (K)

(DEFINITION 25.16 © Matrice inversible
On dit qu'une matricearréeA € M, (K) estinversiblesi et seulement si il exis® e M, (K) tel que :

AB=I, et BA=I,

Si tel est le ca® est unique et est appeléetrice inversale la matriceA ; on la noteA~!. L'ensemble des matrices (le
taille n est notéGL,, (K).

J

Démonstration : SoitB etB’ deux matrices d&i,, (K) telles queAB = BA =1, etAB' =B’A=1,. On a donc

B=BI,=B(AB')=(BA)B =1,B'=B.

| Exemple 25.14
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. 1 1 . . .
La matriceA = 0 1) est inversible. En effet, cherchons son inverse sous Iae‘tBrm()ZC J;) CommeAB=1,o0nale
x+z=1

N y t=0 , , 1 -1 P -1
systéme 0 qu’on résout et on trouve = o 1) On vérifie queAB=BA =13 doncB=A"".
z

Remarque 25.6 On comprend grace a cet exemple qu’il va falloir développes dutils plus sophistiqués si on
veut montrer sans trop de calculs qu’'une matrice est ifvlersCes outils seront le rang (voir paragraphe 25.5) et
le déterminant (voir paragraphe 25.6). On montrera auss da dernier paragraphe comment, grace a la notion de
comatrice, on pourra calculer I'inverse de matrices irbpées de taille pas trop grande.

La proposition suivante permet de traduire la notion d'isik&lité entre les matrices et les applications linéaires

PROPOSITION25.14 © Une application linéaire est inversible si et seulement sesmatrice est inversible
Soiente et f des bases respectives desspace vectorielE et F tous deux de dimension, u € £ (E,F) etA =
Mat;_, (u). Alors A est inversible si et seulementisest un isomorphisme.

Démonstration
Supposons qua est inversible. Alors il exist® € M, (K) tel queAB = BA =1,,. Soitv élément de¥ (E,F) tel queB =
Mate,_f (v).Ona:
Mate—, (Idg) =1, =BA= Mate<_f (v) Matf<_e (u) =Mate—p (vou).

Par conséquentvo u =1dg. De méme, ona:
Matf<_f (Idg) =1, =AB= Matf_e () Mate_f (v) = Matf_f (uov).

Par conséquentuo v =1dg. On a ainsi prouvé que est un isomorphisme dedansF d'application réciproque.
Réciproquement sit est un isomorphisme de dansF alors notonsv : F — E son application réciproque. PosoRs=
Mat,. s (v). Ona:

AB = Matf,_e (u) Mate,_f (v) = Matf,_f (uov)= Matf_f (Idp) =15

et
BA = Mat,_ ¢ (v)Mat._, (1) = Mate—e (vo 1) = Mate—, (Idg) =1,

et doncA est inversible de matrice inverBe

(PROPOSITION25.15 Q SiE est de dimension, GL,, () et GL (E) sont des groupes isomorphes
1 (GL,(K), x) est un groupe (en général non abélien).

2 SiE est unk-espace vectoriel de dimensiaret sie est une base d& 'application

0 GL(E) — GL,K)
’ u — Mat, (1)

est un isomorphisme de groupe.

Démonstration

« 0 est bien définie car si est un automorphisme dealorsMat, (1) est inversible.

« 0 est un morphisme de groupe 18jv) € (GL (E))2, alorsd (1o v) = Mat, (10 v) = Mate (1) Mate (v) = 6 (1) 0 (v).
e 0 estinjective car 98 (u) =1,, alorsMat, (1) =1, et doncu = Idg.

« Enfin, 6 est surjective car toute matrice @&, (K) représente un automorphismekle

Remarque 25.7 Les deux démonstrations qui viennent sont typiques de gatobaPour démontrer une propriété sur
les matrices, on la transcrit en terme d’application linéa¥ous devez vous familiariser avec cette gymnastique.

(1) i) de I'exemple 25.14 p. 959.

A est la matrice, dans la baggX), de 'endomorphisme del; [X] dans lui-méme défini pat(P) = P(X + 1).

Il est clair que 'endomorphisme delk; [X] dans lui-méme défini par(P) = P(X — 1) "défait ce que fait." et donc que
u et v sont inverses I'un de l'autre. Dorcest inversible d’aprés la proposition 25.14 p. 960. De pltlsest la matrice

Exemple 25.150n reprend la matrica = (

0 1

de v dans la basél, X), a savoir(1 _1).
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THEOREME25.16 OO Une premiére caractérisation des matrices inversibles
SoientA, B € M, (K). On suppose que :

@ AxB=I,

alorsA etB sont inversibles et inverses I'une de l'auti@= A~ etA=B"1.

Démonstration SoientE un espace vectoriel de dimensiane une base dE et soitu I'endomorphisme d& représenté pax
dans la base etv I'endomorphisme d& représenté pas dans la base. CommeAB =1, on a :1,, = AB = Mat, (1) Mat, (v) =
Mat, (1o v) = Mat, (Idg). Par conséquentuo v =1dg. On en déduit que d’apres le théoréme 24.30 page 912 @s¢ inversible
d’inversev et donc que\ est inversible d’'inversB.

PROPOSITION25.17 Une seconde caractérisation des matrices inversibles

AeGL, (K) < [VXeM,1 (K), AX=0 = X=0].

Démonstration SoientE un espace vectoriel de dimensiane une base dE et soitu I'endomorphisme d& représenté pax
dans la base : A= Mat, (u). SoientX € M, 1 (K) etx le vecteur dé& tel queMat, (x) =X. Ona:

AX = 0 < Mat, (1) Mat, (x) = 0 < Mat, (1 (x)) = 0.

Si A est inversible alors est un isomorphisme. DoXX = 0 n’est possible que 38i(x) = 0 c’est-a-dire sik = 0. Par conséquent
X =0. Réciproquement, $iX = 0 entraineX = 0, alorsu(x) = 0 entrainex = 0 et doncKer u = {0} par suiteu est injectif. Comme

u est un endomorphismey, est donc aussi surjectif d’aprés le corollaire 24.29 page éx1définit bien un isomorphisme. Par
conséquenk est inversible.

PROPOSITION25.18 QO©
Si A, Be M, (K) sont inversibles, il en est de méme pamlet :

(AB)' =B~ AL |

Démonstration Supposons quk etB soient inversibles. Il existe aloAs, B’ e M, (K) telles que AA’ =1,, etBB' =1,,. Montrons
que :B'A’ est la matrice inverse deB ce qui prouvera le résultat. Il suffit pour ce faire de remearqque :

ABB'A’ = AEI’S_LA' =AA =1,

=1,

PROPOSITION25.19 ©
Si A e M, (K), ‘A est inversible si et seulementsi’est. De plus, si tel est le cas :

(4" =" |

Démonstration : On a la série d’équivalences :

A€GLy, (K) <= IBeM, (K): AB=1, < IBeIM,, (K): (AB) =1, < IBe M, K): BA=1, <= 'AcGL;, (K).

Exemple 25.160n a vu au chapitre 2 que i est un vecteur du plan de coordonnées) dans une base orthonormale
directee = (7, J) et siRg est la rotation vectorielle d’ange R alors les coordonnées &g () danse sont :(x',y') =
(cosBx+sinBy,—sin6x+cosBy) . Onadonc:

—sin® cosO

Mat, (Rg) :( cos® sin0 )

Remarquons quRy est un automorphisme du plan, de bijection réciproqtigy: On a par ailleurs bien :

Mate(Re)Mate(R_e)z( cosO sin0 )( cos® —sin0 )=Iz.

—sin® cosO sin® cosO

Remarquons quéMat, (Rg)) ™' = ‘Mat, (Rg). Les matrices inversibles dont la matrice inverse est égale a leur trans-
posée ‘A sont dites orthogonales.
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Bio 22| Camille Jordan, né le 5 janvier 1838 & Lyon, mort le 22 jan{B22 a Paridl)

Mathématicien Francais. Camille Jordan est issu d'un mftiworisé. Son pére
était polytechnicien et sa mére était la soeur du peintrerd’ieuvis de Cha-
vannes. |l fait des études brillantes et integre Polytepma la premiére place
Il devientingénieur du corps des mines et mene en parakslestherches math
ématiques. En 1876, il succeéde a Cauchy comme enseignaeodel’Polytech-
nique.

Ses travaux mathématiques portent sur la géométrie, (eswd Jordan), maisi®
également sur I'étude du groupe des permutations, et lesss#e Fourier. Il [~
est aussi l'auteur d'un procédé de réduction des endonms tellement utile
gu’il est parfois nommé « jordanisation des endomorphismé&gduire un en-
domorphisme consiste a trouver une base dans laquelle secenatend une
« forme simple ». Dans le cas de la jordanisation, il s’agiing@’ matrice diago-
nale par blocs dont les blocs sont des matrices de Jordar'éxarcice 25.58).
Ce procédé est en particulier important pour résoudreinega@quations dif-
férentielles. Ajoutons que Jordan était réputé pour I'exceité de ses notations.
Il prend sa retraite en 1912. Celle ci est marquée par le diicrsis de ses huit
enfants durant la premiére guerre mondiale.

25.3.3 Trace d’'une matrice

DEFINITION 25.17 © Trace d’'une matrice carrée
SoitA = (a; ;) € M, (K) une matrice carrée. On appelle traceAdet on notelr (A), le scalaire :

n
Tr (A) = Z ai
i=1

| Remarque 25.8 Latrace deA € 90t, (K) est égale a la somme des éléments diagonaux de

(PROPOSITION25.20 © Propriétés de la trace

My K) — K
A — Tr(A)

Tr (@A +BB) = aTr (A) +BTr (B) |-

— LapplicationTr : { est un forme linéaire. En particulier,sip € K et siA,B € 9, (K) alors

— VA, BeM, K), | Tr (AB) = Tr (BA) |

- J

Démonstration

— Lalinéarité de la trace est laissée en exercice.
— Soient, B € My (). On suppose que= (a; ;) etB = (b; ;). OnaTr AB) = XL, (T2_, @ iby,;) etTe BN =X7 | (£7_ agibi)
et ces deux quantités sont bien égales.

PLAN 25.3 :| En résumé : Opérations sur les matrill“m

1 SiABeM,, K) et siap ek, alors : (‘A =4A™Y)
It —
(a)=A 3 SiABeM, (K) et sia,p ek, alors :
'(aA+pB) =a’A+p'B
{(AB) = 'B'A Tr (aA +BB) = aTr (A) +pTr (B)

2 SiABeGL,K),
(AB) ' =B !A7!

Tr (AB) =Tr (BA)
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25.3.4 Matrices carrées remarquables

Matrices scalaires, diagonales, triangulaires

Nous allons nous intéresser a deux types particuliers deamaians cette section : les matrices diagonales et lescastr
triangulaires. Les premieres se multiplient et s'invetdeds facilement (quand c’est possible évidemment). Aesc |

secondes, les calculs sont plus difficiles mais moins qus ldaras de matrices quelconques.

(DEFINITION 25.18 © Matrices scalaires, diagonales )

— Une matriceD € M, (K) estdiagonalesi et seulement si :

Vi,jell,n] i#j:)dw':()

A0 ... 0
D= 0 A
: . -0
0 ... 0 A,
On noteraD = Diag(A1,...,A2) ainsi quez,, (K) I'ensemble des matrices diagonales de taille

\— Les matrices diagonales de la foriag (A, ..., A) oUA € K sont appeléematrices scalaires )

| Remarque 25.9 Une matriceA € M1, (K) est scalaire si et seulement si il exiate K tel queA = Al,,.

(DEFINITION 25.19 © Matrice triangulaire supérieure
On dit queT € M, (K) esttriangulaire supérieurdorsque :

Vi,jElIl,n]] i>j - t,',j=0

T est de la forme :
381 ... lhn

0 ... 0 it

(On noteT, (K) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures de tail )

(PROPOSITION25.21 Dimension du sous-espace des matrices diagonales et du seapace des matrices trianga
laires

1 Le sous-ensemble des matrices scalair@gglk) est un sous-espace vectorieldg, (K) de dimension.
2 Le sous-ensemble des matrices diagonaled<) det, (K) est un sous-espace vectorielt, (K) de dimen-

sionn.
3 Le sous-ensemble des matrices triangulaires supériemyés) de 9t, (K) est un sous-espace vectoriel
. . nn+1)
M, (K) de dlmen5|onT.
_ J
Démonstration
« Le fait que chacun de ces quatre sous-ensemblgg,dé<) sont des sous-espaces vectoriel9tg(KK) est laissé en exercice
lecteur.

de

au

— La matrice identité engendre clairement le sous-ensed@slenatrices scalaire 88, (K). Par conséquent ce sous-ensemble est

de dimension.

— Les matrices élémentairéEl-',-) engendrent clairement le sous-ensemble des matricesndi@s®,, (K) de M, (K).

ie[[l,n}]

Comme cette famille est une sous-famille d’une familledjtelle est libre et forme donc une base#lg(K). Par conséquent :

dim2;, (K) = n.

— De méme les matrices élémenta@g j)i jelLnl,j>i engendrent le sous-ensemble des matrices triangulapéssuresT,, (K)
deM, (K). Comme cette famille est uné so'us'-famille d’une familledjtelle est libre et forme donc une basegK). Il y a
nn+1) n(n+1)

2

de telles matrices et dondim 9, (K) =

ProOPOSITION 25.22 © Opérations algébriques avec les matrices diagonales et lesatrices triangulaires
supérieures
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— SiD; etD; sont deux matrices diagonales dont les coefficients diagosent respectivemeny, ..., A, etyy,..., Wy,
D, D; est diagonale et ses coefficients diagonaux &ppt, ..., A, y.

— SiT; etT, sont deux matrices triangulaires supérieures dont lediciegits diagonaux sont respectivemgnpt..., A,
etyy,...,un, T1 T2 est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaubdsyy, ..., A, Wy.

— SiNe M, (K) est une matrice triangulaire supérieure dont tous les caaffs diagonaux sont nuls, ald¥é =0; on
dit queN est nilpotente.

Démonstration Exercice.

(COROLLAIRE 25.23 © Inverse d’une matrice diagonale et d’'une matrice triangulare 1
no

» Une matrice diagonalb = Diag(A1,...,A,) est inversible si et seulement si tous ses coefficients degosont
nuls. Dans ce cas :
D! =Diag(A; 7%, .. A7)

« Une matrice triangulaire supérieure 91, (K) de la forme :

1381 * *
0 1

T=
0 ... 0 tyn

est inversible si et seulement si tous ses coefficients degosont non nuls. Dans ce c@s; est de la forme :

1‘1‘11 *1 ... *
0 .
T= .22 .
0 ... 0 1,
\ )

Démonstration

« SoitD = Diag(Ay,...,A) Une matrice diagonale. Supposons qug ¢ [1,n], Ay # 0 alors clairement la matrideiag(A\1~1,..., A, 1)

est la matrice inverse de. Réciproquement, si un des coefficierts, par exemple est nul. Alors, posast= 1(1,0,...,0) €
My,1 (K), on aAX =0 etX # 0 donc,appliquant la proposition 25.17 n’est pas inversible.

« De méme siT est une matrice triangulaire supérieure telle que ses cigelfs diagonaux sont non nuls, alors en po3aat
Uxl,...,xp) € My,1 (K), on a . TX =0 si et seulement si :

Axi+aipxp+aj3xz+...+aypxp =0

Apxp +ap3x3+...+az pXp =0

Anxp =0

comme les\;, pouri € [1,n] sont non nuls, ce systéme posséde comme unique solutivopéet nul don = 0 et appliquant
a nouveau la proposition 25.1X,n’est pas inversible. Réciproquement, si un des coefficlgnpar exemple est nul, alors en
posaniX = (1,0,...,0) € My,1 (K), on aAX = 0 etX # 0 donc, appliquant la proposition 25.1¥ n’est pas inversible.

Matrices symétriques, antisymétriques

(DEFINITION 25.20 © Matrices symétriques, antisymétriques h
SoitA e M, (K).
— On dit queA estsymétriquesi et seulement SiA = A c’est-a-dire si et seulement si :
Vi,jell,nl aj;=ai;
L'ensemble des matrices symétriques de taillest notés, ().

— On dit queA estantisymétriquesi et seulement A = —A c’est-a-dire si et seulement si :

Vi,jEﬂl,l/l]] aj',-z—al-'j
\_ L'ensemble des matrices antisymétriques de tailésst noté«/, (K) a n lignes etn colonnes. )
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Remarque 25.10 Par définition, siA = (a;,;) € M, (K) est antisymétrique, et gie [1,n] alorsa;; = —a;,; et donc
a; ; = 0. Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrigquret donc nuls.

(PROPOSITION25.24
S (K) etet, (K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaif®s,di). De plus :

dimyn(K):@ et dimdﬂﬂ«):@

(. J

Démonstration  Posons, pour tout j € [1,n], i < j posonsF; j =E; ; +E;; etH; ; =E; ; —E;; OUE; ; désigne la matrice
élémentairdi, j). Ona:

Fn (K) =Vect{Fl~,j,E,-,l~ li,je [[l,n]],i<j}
et

oty (K) =Vect({Hl-'j li,je [[1,n]],i<j})

ce qui prouve que ces deux ensembles sont des sous-espetteeigededt, (K). De plus, on vérifie facilement que les familles
n+1) nn-1)
et

(F,-,j,E,-,i li,je [[1,n]],i<j) et (H,-,j li,jell,n],i <j) sont libres de cardinal respectr.'lf( . Elles constituent
donc des bases de, respectivemefat(KK) ety (K) ce qui donne leur dimension. On vérifie de plus facilementsjuee matrice
est a la fois symétrique et antisymétrique, elle est nulloat.#;, (K) N <y, (K) = {0}. Comme de plusdim %, (K) + dim «fj, (K) =
dim9,, (K) = n? on peut affirmer que ces deux sous-espaces sont supplérasmtans)i,, (K).

Matrices de changement de base

Comme leur nom l'indique, les matrices de changement demagenous permettre de calculer la matrice d'une appli-
cation linéaire dans des bases données quand on conneitneztice pour d’autres bases.

DEFINITION 25.21 © Matrice de changement de base
Soiente = (ey,...,en) €t f = (f1,..., fn) deux bases dik—espace vectorieE de dimensiom. On appellematrice d
passage de & f (oumatrice de changement de bise on noteP,_. ; la matrice de la familléfi, ..., f,) relativemen
alabase :

Pe_y=Mat, (fi,..., fn)

| Remarque 25.11 P,_. s € M, (K).

(PROPOSITION25.25 © Propriétés des matrices de changement de base )
Soiente, f et g trois bases dik-espace vectoridl de dimensiom. On a :
1
| P, =Mat,._; (idg)
2
| Pe—g=PopxPrg
3 P..yestinversible et:
-1
[Pes] =Ppc
(. J

Démonstration
1 Lapremiere égalité est laissée en exercice.
2 Ona, par application du théoreme 25.2Q. pxPr_ o =Mate_ ¢ (idpg)xMaty_g (idp) = Mate—g (idg o idg) = Mate—g (idg) =
Pe_g.
8 Par application de la proposition précédente, ORA.f xPf_.o =Pe—e =1y €tPy_,xP,_.r =P;_ p =1, Parconséquent,

-1
P, r estinversible et ['Peﬂf] =P e

COROLLAIRE 25.26 QQ Caractérisation matricielle de la liberté d’'une famille de vecteurs
SoientE unK-espace vectoriel de dimensiane une base d& et x une famille den vecteurs dé&. Alors, la famillex
est libre si et seulement si la matrice degecteurs de la famille dans la base : Mat, (x;,..., x,) est inversible.

Démonstration
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Supposons que la famillesoit libre. Comme elle est de cardinalelle forme une base deet donc, appliquant la propriété
précédenteWat, (x1,...,x,) = Pe—x €St une matrice de passage de la kadéa basec et est donc inversible.

Réciproquement, at, (x1,...,x,) est inversible alors cette matrice représente un autorismneu deE dans la base
et comme l'image d’'une base &epar un automorphisme deest une base dé, on en déduit qua est une base dé. En
particulierx est libre.

PROPOSITION25.27 © Toute matrice inversible s'interprete comme une matrice dechangement de base
Soit E un K-espace vectoriel de dimensianet e une base d&. Alors pour toute matrice inversible e GL;, (K), il
existe une unique bagtdeE telle queA =P,_. ..

Démonstration SoitA € GL; (K). Les vecteurs colonnes desont les coordonnées d’une famille de vecteudans la base :
A=Mate (f1,..., fn). Par application de la proposition précédente, la fanfiléest libre et done = Mate (f) = Pe_. 5.
Matrices de transvection et de dilatation, opérations élémntaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice
On considére dans tout ce paragraphe une matrice
an v al,p
A= : : € Mn,p K).

ap1 ... Qnp

N

(= P 1< - - ; -
DEFINITION 25.22 © Opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes damatrice
On appelleopération élémentaire sur les lignegrespectivemergur les colonne¥de la matriceA une des opératiorns
suivantes :

1 Addition d’'une ligne (respectivement d’'une colonne) a uniealigne (respectivement a une autre colonne).

2 Multiplication d’une ligne (respectivement d’une colofper un scalairenon nul |.

3 Echange de deux lignes (respectivement de deux colonnes)
\\ J

"' Notation 25.17 On note, pour tous, j € [1,n] et toutA e K* :

— L; — AL; la multiplication de la ligng par le scalaira.

— L; —L; +AL; I'addition de la ligneAL; a la ligneL;.

— L; < L; I'échange des ligneset j.

On a des notations analogues avec les colonnes.

Nous noterons, pour tou [1, 7] et toutj € [1, p], E;; la matrice élémentaire d8t,, , () dont tous les coefficients sont
nuls sauf celui a I'intersection de laéme ligne et de lg-éme colonne et qui vaut

(PROPOSITION25.28 © Traduction des oel en termes matriciels
On a le tableau de correspondance :

[ k|| oel | matriceP |
1 || Li =L +AL; I, +AE;; Matrice de transvectior
2 L; —AL; I, —E;j; + AE;; Matrice de dilatation
3 LiHLj In_Eii_Ejj+Eij+Eji

qui se lit ainsi :

Effectuer 'opération élémentaire h3ur les lignes dé revient a multiplierA | a gauchepar la matrice inversiblg

Démonstration Par un calcul direct.

(PROPOSITION25.29 © Traduction des oec en termes matriciels
On a le tableau de correspondance :

[ & || oec | matriceP |
1 || Ci = AC;+AC; I, + AE;; Matrice de transvectiot]
2 Ci — AC; I, —E;; +AEj; Matrice de dilatation
3 Cl'<—>c]' Ip_Eii_Ejj+Eij+Eji

qui se lit ainsi :
\Effectuer I'opération élémentaire hur les colonnes d& revient a multiplierA | & droite| par la matrice inversible )

Démonstration Par un calcul direct.
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25.4 Changement de base

25.4.1 Pour un vecteur

PROPOSITION25.30 © Formule de changement de base pour un vecteur
SoientE unK-espace vectoriel de dimensianConsidérong et f deux bases de et x € E. Alors :

| Maty (x) = P, x Mat, (x) |

Démonstration PosondMaty (x) = [X;) €Mp,1 (K), Mate () = (X;) € Mp,1 (K) €tPr_, = (a,;j) eMun(K). Ona:

n n
X = ZX;fiZ ZX]e] et Viel[l,n], ej=zial"jfi.
i=

i=1 j=1
Par conséquent :
X = ZXJe]

j=1
n n

= XXj| X aijfi
j=1 ~\i=1
n n

= Z Zaiijf fi
i=1\j=1
L !

= Y Xif;

1

Donc, par identification, on a biervi € [1,n], X;. = Z]’.‘:l a;,jX;.

On peut aussi prouver ce résultat de la fagon suivante :

Matf (x)

Matf (Idg (x))
Matr. . (Idg) x Mate (x) par application de 25.11

Pf—’e x Mate (x)

25.4.2 Pour une application linéaire

(PROPOSITION25.31 © Formule de changement de base pour une application linéaire )
On consideére :
o e ete’ deux bases did-espace vectoridl
o fetf’ deux bases dii-espace vectoridl
etue £ (E,F). On alaformule de changement de base :
Matf/,_e/ (u) = Pfr_,f X Matf_e (u) x Pe—’e’
& J

Démonstration ~ Soitx € E ety = u(x). SoitX = Mate (x), Y = Maty (y), X' = Mat, (x), Y = Matg (y), A = Maty._, () et
A = Mat_ (u). On a, par application du théoréme 25.11 = AX etY = A’X'. De plus, par application de la proposition
précédenteX =P,_ X' etY=P;_ Y'. Onadonc:

Y =Pp_;Y=Pp_AX et Y =AX'=APy_.X
Par conséquent\'Py_., = Ppr_ rA ce qui donne bienA’ =Ppi_ p x Mats_, (1) x Pp_ o
On peut aussi démontrer cette formule ainsi :
A= Matfr_e/ (u) = Matfr_e/ (Idg o uoldg)

= Matfr,_f (Idp) X Matf,_e (u) x Mate,_e/ (IdE)
= Pf’—'f X Matf,_e (u) x Pe_,el

25.4.3 Pour un endomorphisme
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(PROPOSITION25.32 © Formule de changement de base pour un endomorphisme
On considere ete’ deux bases did-espace vectoridl et u € £ (E). On a la formule de changement de base :

| Mat, (1) =Py, x Mat, (1) x Pp_. o

qui s’écrit aussi aveB = P,_.,A = Mat, (1) etA’ = Maty (u) :

A =P AP |

- J

Démonstration : C’est un corollaire immédiat de la proposition précédente.

| Remarque 25.12 Avec les notations précédentesaSi= P~'AP alorsA” = P~1A"P.

25.4.4 Pour une forme linéaire

PROPOSITION25.33 © Formule de changement de base pour une forme linéaire
Soiente et e’ deux bases dif-espace vectoridl. Si ¢ est une forme linéaire s, on a :

Mat,/ ((P) = Mat, ((P) xPee ||

Démonstration : C’est encore un corollaire immédiat de la proposition pdécée.

25.4.5 Unexemple

Soit I'espace vectoridl = R? muni de sa base canoniqeet les deux vecteur§ = (1,2), f> = (1,3).
1. Montrons que le systéme= (f1, f») est une base d& Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment donc

une famille libre deR?. CommedimR? =2, f est forcément une base HeOn écrit Mat (f) = (; 313)

2. On écrit la matrice de passapg. ; = (; ;)

3. On inverse cette matrice en cherchant une mamceéz Y

t) telle queP,_. ; x B =1. On obtient un systeme et on

3 -1
trouveP;_.,=B= (_2 ) )
4. Soit le vecteurr = (4,1). On cherche matriciellement les coordonnées du vectedsns la basg. On trouve

3 —1\(4) (11

— E

. On écrit les matrices de cet endomorphisme dans les
(xy) — QCx+yx-y)

5. Soit 'endomorphismex : {

2 1 3 -1I)(2 1)\(1 1 13 17
base@etf:Mate(u)z(l _l)etMatf(u)=Pf_,eMate(u)Pe_,f=(_2 1)(1 —1)(2 3)=(_9 _12).

25.5 Rang d’'une matrice

On va développer dans cette section des méthodes pratiques p
1. calculer le rang d’une application linéaire a partir densdrice dans des bases données.
2. tester si une matrice (et donc si I'endomophisme assestéhversible.

25.5.1 Deéfinition et propriétés

DEFINITION 25.23 OO0 Rang d’'une matrice
On appelleangdeA € M, , (K), et on notargA, le rang de la famille constituée des vecteurs colorhes. C, deA
dansk?.
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(PROPOSITION25.34 Q00 Le rang d’'une matrice est égal au rang de I'application linédre qu’elle représente
Soient :

On sait qu'il existe une unique application linéaire £ (E, F) telle queA = Mat;._, (u) alorson a | rgu =1gA|J.

1 E unk-espace vectoriel de dimensiprmuni d’'une base.
2 FunkK-espace vectoriel de dimensigmmuni d’'une basef.
3 AeMy, K).

-

J

Démonstration Rappelons quegu = dimVect (u(e1),...,u(ep)). Pour tout € [1, p], notonsC; le vecteur colonne d#t, ; (K)
donné par C; =Maty (u(e;)). Les vecteurs colonnes de- (ai j) sont exactement les vected@s,...,Cp. Notons aussi :

F =Vect(u(e),...,u(ep)) cF et & =Vect(Cy,...,Cp) c K.

Utilisant le lemme de réduction d’'une famille liée, on pexiraire de la famille{u (e1),...,u(ep)) une sous-famille libré» qui
engendre encor& . Quitte a re-numéroter les vecteurs de la fan{idleel) ey U (ep)), supposons que la sous-famille en question
est :b=(u(er),...,u(e;)) ol e[1,p]. b est donc une base d& etrgu = I. Montrons que = (Cy,...,C;) est une base dé.
On aura ainsi bien prouvé qugA = [ = rgu. Supposons que,...,a; sontl scalaires déx tels quezj.:la jCj=0. Alors :

vie[l,q], X!

j=1%j4ij =0 Par ailleurs :

I l p p |1
Zaju[e])z O‘jzaijfizz Zajaij fi=0
j=1 j=1 "i=1 i=1| j=1
N —
=0
La famille b étant libre, ceci n’est possible queosi= ... = «; = 0. Doncc est libre. Montrons que est génératrice dé. Il suffit

de montrer que chacun des vectetifgoour j € [I+1,p] est combinaison linéaire des vecteass...,C;. Mais ceci est clairement

conséquence du fait que chaque vecte(wrj) pourj € [l +1,p] estcombinaison linéaire des vecteurs,),...,u(e;). La famille
¢ est donc bien une base #eet la proposition est alors démontrée.

THEOREME 25.35 QOO0 Une matrice carrée est inversible si et seulement si son raregt égal a sa taille
A e, (K) estinversible si et seulementrgi(A) = n.

Démonstration Soiente une base d’'ufik-espace vectoridl de dimensiom et soitu I'unique endomorphisme dé tel que :
Mat, (1) = A. On a A inversible< u est un automorphisme e rgA =rgu = n.

PROPOSITION25.36 QOO

Soit E un K-espace vectoriel de dimensien e une base d& et (x1,...,x;) une famille den vecteurs deE. Alors
Mat, (x1,..., x,) estinversible si et seulement(si,..., x;) est une base d&

Démonstration Soit u 'endomorphisme d& défini par :¥i€ [1,n], u(ei) = x;. NotonsA = Mat, (x1,...,x,) = Mate (1). On
a A estinversible—= u est un automorphisme de< I'image d’'une base de paru est une base d&

THEOREME25.37 ©
SoitAe M, , (K). On a : A est une matrice de ramgsi et seulement si il exist@ € GL, (K) etP € GL, (K) telles que
A=QJ,Pou
1
0"
0ol OB
Démonstration
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SoitE unK-espace vectoriel de dimensign e une base d&, F unK-espace vectoriel de dimensignet f une base de
F. Soitu € £ (E,F) I'unique application linéaire de dansF telle queMat;_, (u) = A. On a ‘rgu =1gA = r. Faisant comme
dans la démonstration du théoréme 24.27, on peut décompameia somme E = Keru ® G ou G est un sous-espace He
tel quewg : G — Imu est un isomorphisme. Par conséqueliin G = dim Imu = rgu = r. Soit(e},...,e}) une base d& et

(e'rﬂ,...,e;g) une base dger f. e’ = (e},...,e}, el ,,...,e,) est donc une base @eet 'image d’une base d'un espace vectoriel
par un isomorphisme étant une base de I'espace vectorieiée, (i (e, ),..., u(e,)) est une base den f qu'on peut compléter

en une bas¢’ = [u(e’l) ,,,,,u(e’r),fr'+1,...,f£]) deF. On a .'Matf/_e/ (u) =7, et utilisant les formule de changement de base,
ona:

A= Matf_e (u) = Pf—*f’ X Matf/_e/ () xPy_ e

qui est de la forme voulue.

SoitE unkk-espace vectoriel de dimensipretF unlk-espace vectoriel de dimensignSoite une base dg, f une base de
Fet:
— ¢’ une autre base detelle queP,_., =P.
— f" une autre base detelle quep - =Q.
Soitue ¥ (E,F) tel que .'Matfu_ o (W) =Jy. Interprétant la formuld = QJ P comme une formule de changement de base, on a :
A=Maty_, (). Par conséquentgA =rgu=rglr.

COROLLAIRE 25.38 © Le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée
Pour toutA € My, (K), rg(‘A) =1g(A).

Démonstration  Posons =rgA. En appliquant la proposition précédente, il ex@te GL4 (K) etP € GLp (K) telles queA =
QJ,P. Par conséquent'A = 'P'],'Q = 'P],'Q et 'P € GL,, (K), 'Q € GLq (K). Par conséquent, appliquant & nouveau la proposition
précédenterg'A=r.

DEFINITION 25.24 Matrices équivalentes
Deux matrices\, B € M, , (K) sont ditestquivalentesi et seulement s'il existe deux matrices inversilesGL, ()
etP € GL, (K) telles queA = QBP 1.

Remarque 25.13 Un corollaire du théoréeme précédent est que deux matrice®gaoivalentes si et seulement si elles
ont méme rang.

DEFINITION 25.25 Matrices semblables
Deux matrices carrées B € M, (K) sont ditessemblables'il existe une matrice inversible P telle qie- PBP~!.

| Remarque 25.14 Deux matrices semblables sanfortiori équivalentes.

| Remarque 25.15 Deux matrices semblables ont méme trace.

25.5.2 Calcul pratique du rang d’une matrice

PrROPOSITION25.39 © Deux matrices déduites I'une de I'autre par une oel ou une oeent méme rang
Deux matrices obtenues 'une de I'autre par une oel ou unsaaicde méme rang.

Démonstration SoitA e My p (K) etP une matrice correspondant a une oel ou une®est donc inversible. PosoBs- PA. Soit
r =1g(A). On applique le théoréme 25.37. Il existe des matiiges GL, (K) etQa € GL), (K) telles queA = Q11,Q2. On a donc :
B=PQ;1,Q2 = QoI Q2 avecQq = PQ; qui est une matrice inversible @a.,, (K). Par conséquenB étant de la form&yl,Q, ou
Qo etQ, sont inversibles. On applique a nouveau la propositionZ26t®n peut affirmer que est de rang .

(LEMME 25.40 Q
SoitaeK*.Ona:
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Démonstration Soit

Par définition,rgA = dimVect (Ly,...,Ly) o0 Ly,...,L, représentent les vecteurs colonnesAdéPosonst = Vect(L1) etG =
Vect(Ly,...,Ly). Montrons que ces deux sous-espaces vectoriéid’dmnt en somme directe. Sbi (¢1,...,Lp) € FnG. Comme
LeF, ona:L=AL;. CommeLe G, on a aussi, = 0. Par conséquent, en regardant la premiére coordoinée(), d'ou A =0 et
doncL = 0. DoncF etG sont en somme directe. On a datimVect(Ly,...,Ly) = dimF+dim G ce qui s'écrit ausaigA = 1+rgA’.

PLAN 25.4 :| Application au calcul du rang d’'une matr'utJ;

Pour calculer le rang d’une matrice, on applique le planastiv
1 SiA=0alorsrgA=0.

2. SinonA posséde un coefficientnon nul. Par des permutations de lignes et de colonnes, drsppposer
quea est en positiofil, 1). En retranchant aux— 1 derniéres lignes un multiple judicieusement choisi de la
premiéere ligne, on obtient une matrice du type :

etdonagA=1+rgA’
3 On se ramene ainsi & une matrice de taitle 1) x (p — 1) sur laquelle il suffit de réitérer le procédé jusqu’a
obtenir une matrice de taille nulle.

1 -1 2 0
Exemple 25.18Calculons le rang de lamatriege={0 2 1 -1|.0Ona
1 -1 2 0
1 -1 2 0 il 1 -1 2 0 1 -
rgA)=rglo 2 1 -1|=2=2= 2 1 -1f=1+rg(, o 0)=2+rg(0 0)=2
1 -1 2 0 0 0 0 O

PROPOSITION25.41 © Méthode du pivot de Gauss
Par une suite d’'oel, on peut transformer une matrice inbkrsin une matrice triangulaire supérieure (inversible!).

Démonstration On va démontrer cette proposition en effectuant une réecersur la tailler de cette matrice.
1 Sin=1 laproposition est évidente.
2 SoitneN, n>1.

3 Supposons la proposition vraie au rang1 et prouvons la au rang. SoitA = (a,- j) € GL, (K). Quitte a permuter les lignes
deA, cette matrice étant inversible, on peut supposeraqye: 0. Par des oel, en utilisant comme pivot le coefficiefit,
on peut alors transforméren une matric® de la forme :

AI

et on a, par application du lemme précédergA = rgB = 1 +rgA’. On applique I'hypothése de récurrenca’aon peut
transformen\’, via une suite finie d’oel, en une matrice triangulaire. Gaddtie les oel correspondantes sur la maBies
on la transforme en une matrice triangulaire.

4 La proposition est alors démontrée par application du jpénde récurrence.

Remarque 25.16 Grace aux opérations élémentaires sur les lignes et epsans de I'algorithme précédent, on peut
calculer I'inverse d’'une matric& € GL,, (K) donnée. Il suffit de suivre les étapes suivantes.

1 On juxtapose\ etl,.
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2. Grace a des oel de type 1 et 3 suk on se raméne a une matrice triangulaire supérieureCeci correspond a
multiplier successivement a gauch@ar des matriceBy, ...,P, de type 1 ou 3. La matrice triangulaire obtenue
estP,.....P;.A. On effectue ces mémes oel $yr La matrice obtenue eBt.....P;.

3 On effectue des oel de type 2 sup,.....P;.A afin d’obtenir une matrice triangulaire dont la diagonale ne
comporte que des 1Ceci correspond a multiplier successivement a gauchar des matrice, ..., Q; de
type 2. La matrice triangulaire obtenue €st....Q;.P;.....P;.A. On effectue ces mémes oel gyr La matrice
obtenue esf.....Q;.P;.....P;.

4 Enfin, & nouveawgrace a des oel de type 1, on se raméne a la matriég. Ceci correspond a multiplier
successivement a gauckg.....Q;.P,.....P;.A par des matrice®,, ..., R; de type 1. La matrice triangu-
laire obtenue esR;.....R;.Qs.....Q:1.P,.....P1.A. On effectue ces mémes oel diy La matrice obtenue est

5 Au final, on a don@,.....R;.Q;.....Q1.P,.....P1.A=1,. La matriceR,.....R;.Qs.....Q:1.P,.....P; est donc I'in-

verse dea.
1 1 -1
Exemple 25.19.amatriceA=|-1 1 0 | estderang comme on le vérifie en appliquant la méthode 70. Calculons
0o -1 1
son inverse :
1 -1 1 0
- 1 0 0 1
0 -1 1 0 1
1 1 -1 1 0
0 2 -1 L, < Lo+L; 1 1
0 -1 1 0 1
1 1 -1 1 0
0 2 -1 1 0
0 0 1/2 L3 <« L3+Lp/2 1/2 1/2 1
1 1 1 1 0 0
0 1 -1/2 L, < Ly/2 1/2 1/2 0
0 0 1 Ly < 213 1 1 2
1 1 0 Ly < Li+Lg 2 1
1 0 L, < Lp+L3/2 1 1 1
0 1 1 1
1 0 0 Ly « Li-L 1 1
0 1 0 1 1 1
0 1 1 1
1 0 1
etonendéduitqual=|1 1 1
1 1 2

25.6 Déterminant d’'une matrice carrée de taille2 ou 3

Grace a la notion de déterminant nous disposerons d’'un pertibrmant pour prouver qu'une matrice est inversible.
Cette notion a néanmoins d’'autres applications comme &ikde I'inverse d’une matrice inversible via le calcul de la
comatrice, la résolution de certains systémes linéasgproblemes d’orientation du plan ou de I'espace...

Comme stipulé dans les programmes des filieres PCSI, PT§Ind$s nous bornerons a travailler en dimengau 3.
Néanmoins, la plupart des démonstrations que nous allamsadsont valables en dimensiarguelconque.

Les étudiants de la filiere MPSI devront compléter ce chaypiair la lecture du chapitre 26 sur le groupe symétrique.
Dans toute la suite, on pourra considérer guest un entier égal2ou3 et queE est unk-espace vectoriel de dimension

n. On commencera par expliquer ce gu’est le déterminant duaiteice, d’'une famille de vecteurs puis d’'un endomor-
phisme. Nous nous intéresserons ensuite a des méthodigsipsade calcul du déterminant. Enfin, nous donnerons des
applications.
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25.6.1 Définitions

/DEFINITION 25.26 © Déterminant d’une matrice de taille 2 ou 3 )

an  az

— On appelleéterminant de la matrica = (
azy  azz

) € My (K) le scalaire dé, notédet (A) et donné par :

a;  ap

det(8) = az  az

= a1 aze — drzazi

an a2 ais
— On appelladéterminant de la matrica = ( ax apy a3 ) € M3 (K) le scalaire dé, notédet (A) et donné par :
asy dsx dss

an  aiz ds
det(A)=| ap1 dp2 a2z |=an
asy dsz a4ss

aiz a3
azz ass

dazp  azs

+ as;
azz ass

ap a3 ‘

—az1
' azy azs

a1 dazeazs + ajpaz3asl + aijzaz1 azz — a1 dz2a13 — az2d3dl] — aszaz1 a2

\_ qui se calcule avec legle de SarrusVoir remarque 3.14 p. 125. )

N

:?§§<

Exemple 25.20
— detl, =1, detlg=1.
— Plus généralement, le déterminant d’'une matrice triamiguést égal au produit de ses coefficients diagonaux.

25.6.2 Propriétés

THEOREME25.42 © Propriétés du déterminant d’'une matrice
SoientA, B € M1, (K)

1 |det(0Ogn,a)=0f Autrement dit : le déterminant d’'une matrice |-
versible est inversible

2 |det@,) =1 I 6 SiAestinversible alor| det(A™) = gz

| det(AA) = A" det (4) JouiA € K.

w

7 |det(‘A) =det(A)

~

| det(AB) = det(A) x det (B) |

5 Caractérisation des matrices inversibles :
| A€GL, (K) < det(A) #0 |,

Démonstration Ces propriétés se démontrent pour la plupart par des calieists. Prouvons par exemple les po’5€t6
. SoitA € GL, (IK) une matrice inversible. Alors x A=' =1,, et d’aprés les poini2 et4, det(A)det(A™') = 1 doncdet (A) # 0
etdet (A‘ )= TJetA) et( A La réciproque sera une conséquence du corollaire 25.46ff&inA peut étre vue comme la matrice d’'une
certaine famille der vecteurs dans un espace de dimensiafans une base fixée. Dire queadet (A) # 0 revient a dire que cette
famille est libre et donc que la matrieequi les représente dans la basest inversible.

25.7 Déterminants d’ordre2 ou 3 d’'une famille de vecteurs
25.7.1 Définition
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(SEFINITION 25.27 © Déterminant d'ordre 2 et3 d'une famille de vecteurs \

SoitE unK-espace vectoriel de dimensiarmuni d’'une base = (e, ..., e5).

— Sin =2, on appelladéterminant dans la basedes vecteur¥; etV, deE et on notedet, (V1,V>), le déterminantd
la matrice formée par la famill@/;, V2) dans la base : Mat, (V1,V2) :

D

dgt (V1,V2) = detMat, (V1,V3)

En particulier, sSi Vi =x1161+x12€2, Vo = X211 + X20€2 alors :

X11 X1

= X11X22 — X12X21
X12  X22

dgt (V1,Vp) =

— Sin =3, on appelladéterminant dans la basedes vecteur¥;, V, etV; deE et on notadet, (V1,V,Vs), le détermi
nant de la matrice formée par la famiflé,, V,,Vs) dans la base : Mat, (V1,V2,V3) :

dg:t (V1,V2,V3) = detMat, (V1,V3,V3)

En particulier, Si Vi =x1161+ X122+ X13€3, Vo = X21€1 + Xp0€0 + X303 €1 V3 = X311 + X3202 + X33€3 alors :

X11 X211  X31
dgt (V1,Vo,V3) =| X12 X22 X32
X13 X23 X33

= X11X22X33 + X12X23X3] + X13X2]1 X32 — X31 X22X13 — X32X23X1] — X33X21 X12

Kqui se calcule avec lagle de Sarrus j

Remarque 25.17

— Le déterminant introduit dans les chapitres 2 et 3 est delns les bases canoniques respective® dgR>.

— Le déterminant d’'une matrice carrée définie dans le paphgrprécédent est le déterminant de ses vecteurs colonnes
dans la base canonique Hé&.

25.7.2 Propriétés

ROPOSITION25.43 © Le déterminant de deux ou trois vecteurs est une forme multihéaire alternée \
Soite une base dik-espace vectoridl.
— Sin =2, le déterminant est urferme bilinéaire et alternéepour toutu, u;, us, v, v1, vz € E et pour tous scalairgs
A1, Az,0na:

1 Le déterminant est urferme bilinéaire:

dgt(u, AMvi+A200) =A; dgt(u, V1) + A2 dgt(u, v2)

det(Aju; +A2up, v) = A det(uy, v) + Ao det(up, v)
e e e

2 Le déterminant estlterné:

det (v, u) = —det(u, v)
e e

— Sin =3, Le déterminant est urferme trilinéaire et alternée : pour toutu, u;, uz, v, v1, v2, w, wy, w; € E et pour|
tous scalaire3;, A,, ona:

1 Le déterminant est urferme trilinéaire:

dgt()\l U +Aup, v, W) =\ dgt(ul, v, W)+ Ay dgt(ug, v, W)

dgt(u, A +A00, w) =N dgt(u, V1, W)+ Ao dgt(u, Vo, W)

dg:t(u, v,A\ivwy + A ws) =\ dgt(u, v, w1) + Ao dgt(u, v, W)

2 Le déterminant estlterné:

dgt(u, v, w) = —dgt(v, u,w) = dgt(v, w,u) = —dgt(w, v,u) |l

\ )
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Démonstration Par un calcul direct.
Remarque 25.18

On suppose que = 2 ou3. Soientx;,..., x, € E. Si deux des vecteurs de cette famille sont égaux detggx1, ..., x,) =
0.

25.7.3 Formule de changement de base

(PROPOSITION25.44 © Formule de changement de base h
Soient :
— E unk-espace vectoriel de dimensian
— e=(ey,...,e,) Une base d&.
— ¢ =(e},...,e,) une autre base de
- . =(x1,...,x,) une famille den vecteurs dé.
Alors :

det(x1,...,x,) =det(ey,...,e,) X dgt(xl,...,xn)

e e

S J

Démonstration Ona:

det(Maty (x1,...,%n))

det(xy,...,Xxn)
e!

(
= det(Pp_o x Mate (x1,...,Xn))
= det(Maty () x Mate (x1, ..., %xn))
= det(Maty (¢)) x det (Mat (x1,...,%n))

= det(e) xdet(xy,...,Xn)
4 e

Remarque 25.19 En remplagank pare’ dans cette derniére formule, on obtient :

1 =det(e’) = det(e) x det(e')
e’ e’ e

(COROLLAIRE 25.45 QOO Caractérisation des familles libres via le déterminant
Soient :

— E unk-espace vectoriel de dimensian

— e=(ey,...,ey) UNe base d&e.

- . =(x1,...,x,) une famille den vecteurs dé.

\Alors < est libre si et seulement det, (x1,...,x,) Z0.

Démonstration

Supposons que” soit libre. Alors comme? est de cardinah = dimE, . forme une base deé. Par conséqueniflat, (.)
est inversible edet, (.¥) = detMat, (.¥) #0.

Réciproquement, supposons giesoit liée, alors, quitte a re-numéroter les vecteurs denfdlita., on peut supposer que
x1 est combinaison linéaire des vecteurs,...,xy,, c'est-a-dire qu'il existexo,...,ay tels que x; = axxp +...+apxy. On a
donc

dgt(xl,xg,...,xn) =dgt((x2x2 +...+QpXp,X2,...,Xp) =02 dgt(xz,xg...,xn)+...+and§t(xn,x2,...,xn) =0

par application de la remarque 25.18 p.975. Daerg () est nul.

PROPOSITION25.46 QOO Caractérisation des familles liées via le déterminant
Soient :

— E unkK-espace vectoriel de dimensien

— e=(ey,...,e,) Une base d&.

— % =(x1,...,x,) une famille den vecteurs dé.

Alors .7 est liée si et seulementéét, (x1,...,x,) =0.

Démonstration Par contraposée de la proposition précédente.
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25.8 Deéterminant d’'un endomorphisme

25.8.1 Définition

(PROPOSITION25.47 © Déterminant d'un endomorphisme
Soient :
— E unk-espace vectoriel de dimensien
— e=(ey,...,e,) Une base d&.
— u un endomorphisme de
Le scalairedet, (u(e1), ..., u(ey)) est indépendant deet est appelééterminant de I'endomorphismeu. On le notg
\det(u).. )

Démonstration Soit f une autre base de On a .'Matf (W) =Pp_qx Mate (1) x P,_, £ Par conséquent,

djgt(u(fl) v t(fn)) = det(Matf (u)) = det(Pf_,e x Mate (u) x Pe_,f)

= det (Pfﬁe) det (Mat, (1)) det (Peﬂf) = det (Mate ()

carP,_.r= [Pf_,e] ! et doncdet (Pe_,f) = (det (Pf_,e))

| Remarque 25.20 Si u est un endomorphisme @eet quee est une base d& on a :det (u) = det (Mat, (u)).

25.8.2 Propriétés

THEOREME25.48 OO0 Propriétés du déterminant d’'un endomorphisme
SoientE unK-espace vectoriel de dimensianhu, v des endomorphismes #eOn a :

1 |det(0gwE) =0k | 5 Caractérisation des automorphismegde

2 |det(Idp) = 1k I 1€ GL(E) < det (1) #0

3 | det(Au) = A" det(u) j oUA € K est un scalaire.

4 | det (1o v) = det (u) x det(v) I 6 SiueGL (E) alors| det(u‘l) = —detl(u)

Démonstration C’est un corollaire immédiat du théoréme 25.42 et de la rqaeprécédente.

25.9 Méthodes de calcul du déterminant

On se restreindra dans cette section aux déterminants deseaa&arrées, le déterminant d’'une famille de vecteurs ou
d’'un endomorphisme s’en déduisant.

25.9.1 Opération sur les lignes et les colonnes

Les propriétés qui suivent découlent directement des f#t@srdes formes-linéaires alternées :

THEOREME25.49 © Calcul d'un déterminant par des oel et des oec

1 Un déterminant qui a dewolonnesidentiques est nul.
2 Un déterminant qui a uneolonnecombinaison linéaire des autreslonnesest nul.
3 Un déterminant dont uneplonneest formée dé est nul.
4

On ne change pas la valeur d'un déterminant en ajoutant &alpaneune combinaison linéaire des autfes
colonnes

Si on multiplie parA unecolonned’un déterminant, on multiplie parla valeur de ce déterminant.
6 Quand on permute dewolonnesd’un déterminant, on change son signe.

7 Comme le déterminant d’'une matrice est égale a celui desspwaée, les phrases précédentes restent vrgies
si on remplace le motcblonné' par le mot 'ligne".

al
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Démonstration Démontrons par exemple le pomtOn suppose que la matriée= M, (K) est composée des vecteurs colonnes
Ci,...,Cy Soienti € [1,n], ay,...,0;-1,%;+1,--.,q, des scalaires deé. On a:

,Cn)+det(C1,...,Cl~_1,

n

>

(Xka,Ci+1,...,Cn)
k=1,k#i

det(A) =det(Cy,...,Cy) = det(Cy,...
= det(Cl,...,C,-_l,C,-+

Exemple 25.21Calculons

1 3 1 3 1 1 3 1
—l1 2 o= 2 ol=|0 -1 -1|=-1

01 2 01 2 0 1 2

1 1 2
—| 2 3 1 |[=0carlatroisieme ligne est nulle.

0 0 0

2 1 4
— 1 1 2 |=0carLs3=L;+L,.

3 2 6

=0 en raison du second point

n

)3

(xkck,C,-+1,...,Cn)
k=1,k#i

25.9.2 Développement d’'un déterminant suivant une rangée

(PROPOSITION25.50 © h
SoitA e M, (K) une matrice de la forme :
0
OUA’ € M, (K). Alors| det (A) = adet (A') |.
J

-

Démonstration Par un calcul immédiat en utilisant la définition d

‘'un madrde taille2 ou3.

DEFINITION 25.28 © matrices triangulaires

On appelle matrice triangulaire inférieure toute matfieedt, (K) vérifiantVi < j,a;; = 0.
On appelle matrice triangulaire supérieure toute matie@t,, (K) verifiantVi > j,a;; = 0.

Soit L (resp.U) I'ensemble des matrices triangulaires inférie

ures (resgppérieures)L et U sont des sous-espaces-

vectoriels dedt, (K), et9, (K) =L+ U. LN U est I'espace vectoriel des matrices diagonales.

SoitA = (a;;) € M, (K) une matrice triangulaire : Alors :

(COROLLAIRE 25.51 © Le déterminant d’'une matrice triangulaire est égal au prodlit de ses éléments diagonal]

X

n
detA = l_[ Aick
k=1

Démonstration

Exemple 25.220n va calculer, sous forme factorisée :
a-b-c 2a 2a a b c
1. 2b b-—c—-a 2b 3.l¢c a b
2c 2c c—a—-b b ¢ a
l1+a a a 1 a a
2. b 1+b b 4. 11 b b
c c 1+¢ 1 ¢ ¢

ou a, b, ¢ sont trois complexes.
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1. On commence par additionner toutes les lignes, disons ldatmoisieme 13 — L; + L, + L3 On peut mettre
(a+ b+ c) en facteur.

a-b-c 2a 2a a-b-c 2a 2a Ci — Ci—C
2b b-c-a 2b |=(a+b+d| 2b  b-c-a 2b |.Oneffectue ° 7~ 7
2¢ 2¢ c—a-b 1 1 1 2 278
a-b-c 2a 2a —(a+b+0c) 0 2a
2b b-c-a 2b =(a+b+c) 0 —(a+b+c) 2b |=(a+b+0)3.
2c 2c c—-a-b 0 0 1
2. En procédant de la méme facon :
l1+a a a l1+a a a 1 0 a
b 1+b b =(1+a+b+c) b 1+b b |=Q+a+b+c)| 0 1 b |=(Q+a+b+o).
c c 1+c¢ 1 1 1 0 0 1
3. Laencore Lg «— L; + L, + L3 On peut mettréa + b + ¢) en facteur.
a b ¢ a b c a bj cj? a+bj+cj®? bj cj?
c a bl=(a+b+o a b|=(a+b+c)| ¢ aj bj* |=(a+b+c)| c+aj+bj*> aj bj?
b ¢ a 1 1 1 1 j 2 0 i j?
1 b c 1 b-c ¢
(a+b+c)(a+bj+cj2) j a b :(a+b+c)(a+bj+cj2) j a-b b :(a+b+c)(a+hj+cj2)(a—h+
0 1 1 0 0 1
cj—bj)=(a+b+c)a+bj+cj?)a+bj*+cj).
Ly Li-Ls
4. On effectue L, — Lp-Ls
1 a d? 0 a-c a*-c 0 1 a+c
1 b P |=|0 b-c bP-c® |=(a-c)b-0) 1 b+c |=(a-o)b-0)(b-a).
1 ¢ ¢ 1 ¢ c? 1 ¢ ¢
bc ca ab bc—ab ca—ab ab -b —-a ab
5. a b c |= a-c b-c c |=(a-cob-¢c| 1 1 c |=(a-c)(b-c)(a-D).
1 1 1 0 0 1 0 0 1

(DEFINITION 25.29 © Mineur,cofacteur

SoitA = (a,-j) e M, (K).

— On appellemineur d'indice(i, j) le déterminanh\; ; de la matrice obtenue en supprimani{é@me ligne et lgji-éme
colonne de la matrica.

|~ On appellecofacteur d'indice(i, j) et on noteA; ; le scalairer; ; = (-1)™/ A, ;.

THEOREME25.52 © Développement d’'un déterminant suivant une ligne ou une cohne
SoitA = (aij) € My, (K).
— Soit jo € [1,n]. Alors :

detA

M: i M:

l]oAl Jo

(= 1)l+]0 a; ]oAl Jo

Il
—

— Soitig € [1, n]. Alors :
iy, i lo J

io+
-D% i @iy, jDiy, j

T M: i M:

Démonstration On peut le vérifier facilement par un calcul immédiat dansées: =2 etn =3.
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25.10 Applications

25.10.1 Colinearité de deux vecteurs du plan

(PROPOSITION25.53 © Caractérisation de I'alignement de trois points du plan

SoitZ (0, e1, e2) un repere du plare = (e, e2) forme donc une base du plan. Soihg(xo, o), M (x1, 1), M2 (x2, 32)
trois points distincts du plan. Alordfy, M;, M, sont alignés si et seulement si

1 1 1

Xo X1 Xx2 |=0

Yo Y1 )2

N\ Y,
Démonstration Ona:
1 1 1 1 0 0
X0 X1 X |=0 <= Xp X1—Xg X2—Xxp |=0 pardes opérations surles colonnes
Yo Y1)y Yo Yi—Yo Y2—J)o
— ' =X X2=X0 | _ g nar développement suivant la premiére ligne
Yi=Yo Y2—Jo

dgt(h%—M{,M) =0

—
< lesvecteurdiyM; etMyM, sont colinéaires
< les pointsMy, M1, M, sont alignés

25.10.2 Inversion de matrice

[ DEFINITION 25.30 © Comatrice
SoitA = (a;;) € M, (K). On appellecomatricedeA et on noteCom (A) la matrice des cofacteurs de

Vi,jell,nl, [Com(A);;=A;;=(-D" Az

(PROPOSITION25.54 Q
SoitA e M, (K). Alors :

A x {ComA) = {(Com (A)) x A = (detA) 1,

En particulier, siA € GL,, (K) :

-1 L ¢
A7 = —"(Com (A))
detA

Démonstration Notons, pour tout, j € [1,n], b,-j = (—1)”] A; j et poson® = (bl-j) e My, (K). Soiti,je[l,n],ona:

det(A) sii=j

n n
AB].. =Y apbi=Y ajp(~DIEA ;=
[ ]z] kX::1 ikVjk ICX::1 ik (=1 J.k 0 sinon

Exemple 25.23
— SoitA = (_13 _21) Commedet(A) = -1, A € GL, (R). On calculeCom (A) = (i

5 o)

— SoitA = (

3
1

) etA™! = L=/ (Com(A))

1 1 2 2 -1 1
1 1) On calculedet (A) = 3 doncA € GL3 (R). On calcule alor€om (A) = (—2 4 —1) etA !l =
0 2 -1 -1 1

1o (Com(A)) = ( )
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Remarque 25.21 On comprend aprés ces quelques calculs les limitation&pest de cette méthode. En dimension
et3 les calculs restent faisables mais ils deviennent treslfodés que: = 4 si la matrice ne posséde pas beaucouf.de

25.10.3 Orientation du plan et de I'espace

[DEFINITION 25.31 © Bases de méme sens, de sens contraire

SoitE unK-espace vectoriel de dimensidmu 3. Soiente et e’ deux bases de. On dit que :
— e ete’ sont deméme sen@u ontméme orientation) si et seulement slet, (e’) > 0.

|— Sinon, on dit que et ¢’ sont desens contrairegou n'ontpas la méme orientatior).

DEFINITION 25.32 © Orientation
SoitE unK-espace vectoriel de dimensidmou 3. OrienterE revient a choisir une basedeE. Si ¢’ une autre base de
E, on dit qu’elle esdirecte si elle est de méme sens geietindirectesinon.

Exemple 25.240n orienteE = R? en prenant la base canoniqueid.a base donnée paf= ((1,1),(1,—-1)) est indirecte.
En effet:
1 1
[ e

25.11 Systemes linéaires

On termine ce chapitre par une étude des systémes linéaires.

25.11.1 Définitions

/DEFINITION 25.33 © Systeme linéaire an équations etp inconnues N\
Soient
a dl'p bl
A= : : €EMup) et B= : €My (K)
ap1 .- Qnp by,

On considére le systeme linéaira dignes etp inconnueg.”) donné par :

ay1x1 +ai X+ +aypxp = b
(&) = :
An1 X1+ Ap2X + -+ + AnpXp = by
1 Résoudre ce systémensiste a déterminer 'ensemisede tous lep-uplets(xi, ..., x,) € K? vérifiant ().
2. Levecteum = (by,..., by,) s'appelle lesecond membre du systémé).

3 On appellesysteme homogene assoaiésysteme.7), le systéme obtenu lorsque= 0. On le note(.%) et on
note.# I'ensemble de ses solutions.

4 A s’appelle lamatrice du systemg”).
5 rgA s’appelle lerang du systémet est notég ().

6 Ondit que le systéme esbmpatiblesi 'ensemble de ses solutions est non vide.

-
25.11.2 Interprétations

)

La compréhension des différentes interprétations qu’ar peoir d'un systeme linéaire est un bon test de votre com-
préhension de I'algébre linéaire.
Interprétation vectorielle

NotonsC; = (a11,...,an1),...,Cp = (alp,...,a,w) € K" les p vecteurs colonnes deet b = (by,..., b,) le second membre
de(¥).0Ona:

(x1,...,xp) € KP est solution d€.7) < x1C; +...x,Cp = b

Donc:
— Le systéme est compatible si et seulemeptesiect(Cy,...,Cp).
- 1g(*) =1g({Cy,...,Cp}).

980



Interprétation matricielle

X1
NotonsX=| : [eM,1(K)Ona:

Xp

(x1,...,xp) € KP est solution dg¢.) <= AX=B

Interprétation en termes de formes linéaires

NotonsE = KP, e la base canonique deetL; = (ai1,...,a1p),....Ln = (@n1,..., anp) € KP les n vecteurs lignes da.
Soientgs,...,¢, nformes linéaires suk telles que :

Vie[l,n], Mat(¢p;)=L;

Ona:

(x1,...,xp) € KP est solution d&.#)
—=Vie[l,nl, @;(x,...,xp)=0

n
< (x1,...,xp) € [ | Kerg;
i=1

Interprétation en termes d’applications linéaires

Considéron& = K” etF = K" munis de leurs bases canoniques respectied$. Soientu € £ (E,F) I'unique application

X1
lineaire deE dansF telle que Mag._. (1) = A et x le vecteur de tel que Mag (x) =
Xp
Ona:
(x1,...,x,) € KP est solution d&.s) < u(x)=b
Donc:

— Le systeme.¥) est compatible si et seulementsi Im (u).

— Siu estinjective et si le systéme”) est compatible alors 'ensemble des solutiong @& ne posséde qu’un et un seul
élément.

— Siu est surjective, le systéeme”) est compatible.

— Siu est ala fois surjective et injective alors 'ensemble déstems de() ne posséde qu’une et une seule solution.

25.11.3 Structure de I'ensemble des solutions

THEOREME25.55 © Structure de I'ensemble des solutions de I'éguation homoge
Soit () un systeme linéaire & équations ep inconnues. L'ensemble des solutions du systéme homog&e
associé &) est unk-espace vectoriel de dimensipr-rg(.%).

Démonstration  Soitu : KP — K" I'application linéaire représentée plrdans les bases canoniquesldé et KP. Soit x =
(x1,...,xp) € KP. x est solution de.#p) si et seulement si.(x) = 0 c’est-a-dire si et seulement sic Keru. Par conséquent
() = Keru. Ceci prouve a la fois quesy) est un sous-espace vectoriel /B mais aussi que, d’apres la formule du rang,
dim (%)) = dim Ker u = dimK? —rgu=p-rg.7.

THEOREME 25.56 © Structure de I'ensemble des solutions de¥)
SoitS I'ensemble des solutions du systeme linéaird.

1 Sile systemé.”) n'est pas compatible alor® = &.
2 Sinon, alors il existe une solution particuliergde (.¥) et on a alors :

S =x0+FH={x0+xeKP | xeSp}

Démonstration Supposons que le system#) soit compatible, alors? # &. Soitxy € .. Ona:

xef=>ux)=b—=ux—x9)=0=x—-xpeKeru=H <<= x=x+H
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25.11.4 Cas Particulier : Les systémes de Cramer

DEFINITION 25.34 © Systéme de Cramer
Un systéme de équations & inconnues de rang est dit deCramer.

| Remarque 25.22 Matriciellement, un systéme de Cramer s'éaiit=B oUA € GL, (K) etB e M, 1 (K).

PROPOSITION25.57 © Résolution matricielle d’'un systéme de Cramer
Un systéme de Cramer posséde une et une seule solution cpiti siatriciellement X = A=!'B.

Démonstration A étant inversible, la proposition est immédiate.

(PROPOSITION25.58 © Formules de Cramer )

Si () est un systeme de Cramer d’écriture matricialke= B, I'unique solution deg.¥) est len-uplet (xg, ..., x,) tel
que:

. detA;
Vie[l, n], Xi =

detA

\OL‘J A; est la matrice obtenue en remplagani-kame colonne da parB. )

Démonstration  Soit (xy,...,xn) I'unique solution de(.”) alors siCy,...,C, désignent les vecteurs colonnes Adeon a :
Zzzl x;Cy =B. Par conséquent, pour toig [1,n], ona:

n

Y xxdet(Cy,...,Ci—1,Ck,Cit1,-..,Cn)
k=1

Xi det(Cl,...,Ci_l,Ci,Ci+1,...,Cn) = x; det(A)

det(Cl,...,C,-_I,B,C,-H,...,Cn)

d’ou le résultat.
Remarque 25.23 En particulier, sizr =2, on a : Soit

(y)_{ax+by=0(

T lex+dy=p"

d
couple solution d&.) est donné par :

NotonsA = ( ? b ) Ce systéme est de Cramer si et seulemedétiA) = ’ =ad - bc #0 et dans ce cas, le

b
d

a
Cc

a b a o
p d b B
X=—— et y=——
ad—bc ad-bc

25.11.5 Méthode du Pivot de Gauss

Remarque 25.24 Si un systéeme & équations et & inconnues est sous forme triangulaire (c’est a dire si laiogai
correspondante est triangulaire et sans zéro sur la disalars il est de Cramer. En effet, la matricest inversible.

Méthode : Résolution d'un systéme de Cramer par la méthode d&auss

Soit () un systéme de Cramer d’écriture matriciell = B. La méthode du pivot de Gauss consiste, en utilisant des
oel a transformer la matric& en une matrice triangulaire supérieure en effectuant lemesépérations sur la matrice
colonneB. Le systéme correspondant est alors équivalent au systgtaéat posséde donc le méme ensemble solution.

x +2y +3z = 1
Ladescented —-x -3y +5z = 2
x +y +z = -1

On fait apparaitre des zéros : coefficientsid#ans les deuxiémes et troisiémes lignes. On ne touche pgseéntéére.

-y +8z = 3 Ly—1ILo+14

x +2y +3z = 1
y +2z = 2 lg—I13-14
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Ces opérations sur les lignes se traduisent par des mediijgins a gauche par des matrices. |l suffit de voir le réssiia
la matricels. Donc il s’agit de la matrice

1 0 0
Gi=|1 1 0].
0 1

Autrement dit

1 0
Gi-A=]1 1
0

-1

1 0 0 1 2 3 1 1 2 3
G-A=|1 1 0|x|-1 -3 5 2]|=(0o -1 8
-1 0 1 1 1 1 -1 0 1 2

On continue de «sculpter» le systéme (ou la mathiabtenue en soudant les matricest B) pour faire apparaitre un
zéro : le coefficient d¢ dans la troisieme ligne.

Oou encore

x +2y 43z = 1
-y +8z = 3
10z = 5 Lz3—1IL3+L,
Cette fois
1 0 0
G,=|0 1 0].
0 1 1

Il ne reste plus qu'a remonter : On trouve successivemerg, y=letx= —%.

Il est & remarquer que; etG, sontinversibles. Pour trouver leurs inverses, il suffit @faite ce que faisaient ces matrices.

Li—1
POUI’GI1 . Ly —1o-1;
Ly —1L3g+1L,
Donc
1 0 O 1 0
Gi'=[-1 1 o|. DemémeG,'=[0 1 o0
1 0 1 0o -1 1
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25.12 Exercices

25.12.1 Opérations sur les matrices

Exercice 25.1
Soient les matrices :

Q

(—1 0 1 ) ( 1 1 1)
A= 0 2 -1 et B=| -1 0 2
-2 1 0 2 -1 2
1. Calculer AB etBA.
2. Calculer }(AB) et'B, ‘A et'B'A.
3. Calculer Tr (A), Tr (B), Tr (AB) etTr (BA).
4. Développer(A+B)>.
Solution :
1 -2 1 -3 3 0
1. AB=| -4 1 2 |etBA=| -3 2 -1 |.Onremarque qukB # BA.
-3 -2 0 -6 0 3
1 -4 -3 1 -1 2 -1 0 -2 1 -4 -3
2. 'aB)y=| -2 1 -2 |,'B=|1 0 -1 |,A=| 0 2 1 |etBA=| -2 1 -2 [=YAB).
1 2 0 1 2 2 1 -1 0 1 2 0

3. Tr (A) =1, Tr (B) =3, Tr (AB) = 2 etTr (BA) = 2. On a bien Tr (AB) = Tr (BA)

4. (A+B)? = A + AB + BA + B? # A? + 2AB + B? carAB # BA. De maniére plus générale, la formule du binémg
s'applique pour développék + B)" que siA etB commutent.

P ne

Exercice 25.2  ©
Calculer lorsque cela est possible les proddiisetBA :

1. 3.
1 0 _11
(-1 0 1 1 o1 A=(1 1 1 1) et B=
A‘2100)etB‘12 (1)
-1 1
2.
1
A=(1) et B=| 0
1
Solution :
-1 0 1 1
-1 3 2 1 0 0
1. AB= etBA =
2 1 3 2 1 1
3 1 -1 -1

2. Le produitAB n’est pas possible. Par contrBA = B.
-1 -1 -1 -1

Exercice 25.Z VIV

1. Soienti, j, k,1 € [1,n] etE;;, Ex; les matrices élémentaires i, (K) correspondantes. Calcules; x Eg;.
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2. Soit une matrica € M, (R). On suppose que commute avec toutes les matrices diagonales. Montrek s
une matrice diagonale.

3. Trouver les matriceks € 9, (R) qui commutent avec toutes les matrices symétriques.

Solution :
1. On vérifie facilement CIUEU xEpp = 6jkEiE
2. NotonsA = ((a;})). Soitk € [1,n]. CommeA commute avec la matridg., on a

n

n
AEgr=) >
i=1j=1

et
non
ExxA=aijEijEgr = Z Z a;jEikEij
i=1j=1

et donc
n

n
Y aixBix = Y arjEx;s
i=1 j=1
Ceci pour tout indicé.
Comme le membre de gauche est une matrice nulle sauf peLgtétlak-ieme colonne et le membre de drojte,
une matrice nulle sauf peut-étre surklaéme ligne. On en déduit que poii# k, a;;. = 0 et donc que\ est und
matrice diagonale. La réciproque est claire.

3. Soit une matricé = ((a;;)) qui commute avec toutes les matrices symétriqueskSoiltl, n]l. La matriceEyy est|
symeétrique, et on calcule

n n

n n n
ABe=) > a;iEijEge=)_ > aij8ixBir =) aixEix
i=1j=1 i=1j=1 i=1

n n n n n
ExkA=) ) aijEkxBij =) ) aij8kiBrj =) arjE;
i=1j=1 i=1j=1 j=1

Par conséquent, les coefficients de la matkigg, sont nuls, sauf sur llae-ieme colonne ou ce sont les coefficignts
de lak-ieme colonne de la matride De méme, les coefficients de la matrig.A sont tous nuls sauf sur la
ieme ligne, ou I'on retrouve les coefficients de la mathicePuisqueAE = ExrA, on en déduit qué (i, k) €
(1,702, i #k = a; = ar; =0k . La matriceA est donc nécessairement une matrice diagoreteY | d;E;;.
Considérons ensuite potk; €) € [[1,n])?, k # £, la matrice symétrique = E + Er. On calcule

n n
AS=) d;iE;;Bre+ ) d;iEBiiBex = dxEpe + dgEk
i=1 i=1

n n
SA=) diBieBii+ ) diEgkEi; = dgEge + diEex
i=1 i=1
Puisque le system@,.,E) est libre, on trouve qué, = di.. En définitive, la matricex doit étre une matrice
scalaire Ja € K tel queA = al,. Réciproquement, une matrice scalaire commute avec toaitéce donc ave
toute matrice symétrique.

O

Exercice 25.4  QQ
Soit une matricés = ((a;;)) € M, (K) et deux indicesk, 1) € 1, nl2.

1. Déterminer les matric@si; etEyA.
2. Trouver toutes les matricas O, (K) vérifiant :vB e M, (K), AB=BA.

Solution :
1. Onsaitque\=%; -,.,a;jE;; donc

ABu= 3 aijEijBu= 3} a;8jBu= ) aiEy

i,j=l..n i,j=l..n i=l..n
EaA= ) aijBuBij= ) aijduBei= ). aijEi;
i,j=1..n i,j=l..n j=l..n
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2. SipourtouB e M, (K), AB=BA, alors en particulier, pour tolt € [1,n], Ex;A =AEj etdoncy. ;-1 aixEi =
Y j=1.na1jExj. Mais la famille(E; ;) est libre donc cette égalité n'a lieu quessi = 0 pouri # k et sia;; = a;,;
pour touti, j € [1,n], autrement dit que s\ est scalaire. RéciproquementAsest scalaire alors elle commyte
avec toutes les matrices &, (K).

Exercice 25.5 Q0
Déterminer une condition nécessaire et suffisante poureypeoduit de deux matrices symétriques soit encore une
matrice symétrique.

Solution : Soit C = AB, 00U A = (aij)1<i<n €tB = (bjj)1<i<n SONt deux matrices carrées symétriques. Qn; a
Isj<n Isj<n
n n n
Y aibrj= Y aribjx =Y bjxaki = c; avecC' = BA. Doncc;; = cj; Si et seulement 8i = C' c’est-a-dire lorsqua
k=1 k=1 k=1
etB commutent.
Plus synthétiquement (AB) = 'B'A = BA carA = ‘A etB = 'B. Donc!(AB) = AB si et seulement $iB = BA.

Exercice 25.€ (VIV)
On consideéere la matrice

Calculer']], et]'].

Solution : On considéres = (e;)1<i<n la base canonique d¥&' et u 'endomorphisme d&” défini paru(e;) = 0 et
u(e;) = e;_1 pouri = 2.] est la matrice de dansd. '] est la matrice de dans2, avecv(e;) = e;;1 pouri <n-1 et
v(ey) =0. 'JJ est la matrice d@ o u dans?. On avou(e;) =0 etvou(e;) = v(e;—1) = e;. Donc

00 ... ... ... 0 1 0 ... ... ... 0
01 0 ... .. : 01 0
: 1 .- R 1
= L L de méme JiJ= v v
S 0
0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0

Exercice 25.7 Q09
On définit pourni # j, la matricél"?j e M, R) par

- y
T}, =T+AE;;

Soit une matrice\ € M1, (R). CalculerATl?‘j etT?jA. Interpréter le résultat trouve.

Solution : Soite; les vecteurs colonnes de la base canoniqu&'d©n aTl’.‘j ex = ey pourk #1i etTl).‘j ej=ej+Ae;.On
en déduit que l&-iéme colonne de la matrice Mf‘} estAT?j er = Aey pourk # i etATl).‘j ej =Ae; +\Ae;. Moralité : la
matriceAT?j est obtenue en ajoutakitfois lai-éme colonne d& a saj-éme colonne.

De méme (par exemple en transposant) la mali;hfe est obtenue en ajoutaktfois la j-éme ligne de\ a sai-éme
ligne.
Moralité : Lorsqu’on multiplie & gauche (par une matr’lhl’t]e) on agit sur les lignes. Quelle action ? Il suffit de le voir
sur la matrica,,.

Exercice 25.&  QQ
SoitA e My, (R) telle que
VX, Y) €M (R) x M1 (R)  "XAY =0.

1. Montrer queA =0.
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2. Trouver une matricex 2 non-nulle telle que
VXM (R) 'XAX=0.

Solution :
1. Soitf; la j-éme matrice de la base naturelledlg, (R) ete; la i-eme matrice de la base naturelle)ig, (R). On

a‘e;Afj = a;; d'ou le résultat.
0 1
2(% Y

Exercice 25.¢ VAV
Soient deux matrices, B € 9, (R) telles que :

VCeM,(R) ACB=0

Montrer queA =0 ouB =0.

Solution : On traduit 'énoncé avec des endomorphismes : 8aite £ (R") tels queVw € £L(R"™), uowov = 0.

Démonter quer =0 ouv =0.
Par contraposée : Supposang 0 etv # 0. Donc3x € R" tel quez = v(x) # 0 ety e R" tel queu(y) # 0. On construi

alorsw e £ (R") tel quew(z) = y. On a alor§uo wo v)(x) = u(y) #0. Doncuo wov #0.

Exercice 25.1C  QQ
Soit deux matrices colonnes non nulle¥ € 91,1 (R).

1. Montrer que la matrick'Y est de rang.
2. Montrer que toute matrice carréale rangl peut s'écrire sous la forme ci-dessus.

3. Soit une matricaé € M1 (R) de rangl. Montrer qu’il existe\ € R tel que
A% =)\A

et exprimen en fonction d& etY.

Solution :
1. Le rang d& et de'Y égalel donc le rang du produit est 1. Par exemple parce que toutes les lignes (ol les
colonnes) sont proportionnelles, ou bien parce queediv sont deux applications linéairase v (si elle existe,
a un rang inférieur au rang de Le rang d&'Y n’est pa®) manifestement.
2. CommeA # 0, on choisit un eélément;; # 0. CommeA est de rang, toutes les lignes sont proportionnelles & la
i-eme ligne 1, = a;L;. Donc on peut prendi@= (ay,...,%i—1,1,0i11,...,0,) €LY =(a;1,..., ain).
3. OnécritA =X'Y, d’0UA? = AA =X'YX'Y. Commé YX est un réel, il commuteX DoncAA = (‘YX)X'Y = (‘YX)A.

On peut donc prendie="YX.

Exercice 25.11 VIV
Déterminer toutes les formes linéaikgesuri, (R) vérifiant :

VA,BEM,([R) @(AB) = @(B'A)

Solution : Remarque : Sn =1, alors toutes les formes linéaires conviennent.

On prendn > 1. Une forme linéaire est définie par ses images des vectaums $ase, donc ici lag(E ;).

OrE;r =E;;E; donc en choisissamt=E;; etB=E ;. aveck # j (c’est possible puisque>1) on aB'A = EjrEj; =0.
Doncy (E;i) =0 ety est la forme nulle.

Exercice 25.1: (VIV)
On considére deux matricasetB deM, (R), etC = AB.

1. Calculer le nombre d’additions, puis de multiplicatioégessaires au calcul @e
2. On pose S = ap1 — ai1; S2 = a1 + dr2; S3 = a2 —S1; S4 = dp2 — S3; S5 = bao — b12; S¢ = bi2 — b11; S7

b11 +Ss; Sg = b1 — S7.
P1 = ax1b11; P2 = axabo1; P3 = S1S5; Py = S2S6; Ps = Sybao; P = a12Ss; P7 = S3S7. EnfinSg = Py +P7; Sy
Sg +P3; SH = P4 +P5.
Démontrer que; = Sl() + Pg; Cl2 = Sl() +P4; C21 = P1 + Pz; Coo = 59 + SH.
3. Calculer le nombre d’additions, puis de multiplicatioéeessaires au calcul Gepar cette nouvelle méthode.
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Solution :

1. Ily a4 coefficients a calculer. Pour chacun d’eux il y a deux muétatlons et une addition. S@tmultiplications
et4 additions.

2. S190+Pg = Sg +P3 + a12Sg = P1 + P7 +S1S5 + a12(b21 — S7) = az1b11 + S357 + (az1 — ar1) (baz — b12) + arzbz1 —
a12(b11+Ss5) = az1b11 + (a12 —S1) (b11 +S5) + 21 b2 — a1 b12 — a11 b2z + a11 b1z + a12b21 — a12 b1y — ar2 (b22 — bio) =
az1b11+ a2 b1y +ar2(baz — bi12) — (a21— ar1) bi1 — (Gz1— ai1) (baz — b12) + az1 baz — dz1 b12 — Ay bz + ay1 b+ a2 boy —
a12b11— a12b22 + a12b12 = az1b11 +a12b11 + a12boz — ara bio — a1 biy + ay by — g1 bz + do1 b2 +ar bax — an bia +
a1 b22 — a1 b1 — ay1 bz + ayy bz + a1 bay — a12b11 — a12ba2 + a12b12 = a1 by + a1 baa — a1 bz — ay1 baa + ay bio +
a12b11+ araboe — a1 b12 + a12b21 — a12b11 — ara boz + a2 b1z + az1 b11 — a1 b1y — ax1 bao + apy b1z + az1 ba2 — az1 b1z =
aibi1 + apbe1 +0 = cyy. Les trois autres calculs sont tout aussi jubilatoires.

3. Il y a7 multiplications etl1 additions. Le deuxieme algorithme est plus rapide dés quaddition est fois

plus rapide qu’une addition. Dans ce cas on constate quérlegaapidité est au détriment de la place mém|
utilisée.

oire

25.12.2 Trace d’une matrice

Exercice 25.15  Q
Existe-t-il deux matricegA, B) € M,,(R)? vérifiantAB—BA =1,, ?

Solution :  SiAB-BA =1, en prenant la trace, on obtiendraitAB) — Tr (BA) = Tr (I,,) et alorsTr(1,) =0 ce qui es
faux.

Exercice 25.1¢  ©
Soit(A,B) € Mn(lR)2 vérifiantAB —BA = B.
Démontrer qu&/'k € N*, Tr (B¥) = 0.

Solution : On démontre par récurrencHj. : AB* — BKA = kB*. On aH, par hypothése. D’autre part
ABF*1 _BF*1A = (ABF — B¥A)B + BF(AB - BA) = kB*B + B*B = (k + 1)B**1.

En prenant la trace, on obtient le résultat.

Exercice 25.1¢  Q
Soit deux matrices, B € M, (K). On suppose que

vXeM,(K) Tr(AX) =Tr(BX)

Montrer queA = B.

Solution : SiA = ((a;;) etX=((x;;)), on calcule

n n
Tr(AX) = Y ) GikXi
i=1k=1

En prenank = Epq, 0n axy; = 8x0iq, Tr (AX) = a4p, doncvV q, p € [1,nl, aqp = bgp €t par suite\ = B.

Exercice 25.1¢ QO
On se donne deux matricasB € 9, (R). Trouver toutes les matric&ss 901, (R) vérifiant :

X+Tr(X)A=B.

Indication 25.24 : SiX est une solution, prendre la trace de I'équation puis déscut

Solution :  Soit une matric& € 91, (R) solution. AlorsTr (X) + Tr X)Tr (A) = Tr (B). Il faut étudier deux cas :
Tr (B) Tr (B)

3

1. SiTr(A) # -1, alorsTr (X) = ———— et alorsX = B— ————A. Réciproquement, on vérifie que cette matfice

_ 1+ Tr A) 1+Tr (A)
convient.
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2. SiTr(A) = -1, alors en prenant la trace dans I'égalté Tr (X)A = B on déduitTr (X) + Tr (X)Tr (A) = Tr(B) soit
Tr(B) = 0. Donc siTr (B) # 0, il n’y a pas de solution.
Réciproquement, si on suppdBREB) = 0, alors en posark = B+ AA, on a bieriTrX = TrB + ATrA = —A, et paf
conséquerk + Tr(X)A=X-AA=B+AA—-AA=B.
Dans le cas olir (A) = -1 etTr (B) =0, 'ensemble des solutions est={B+ \A, A € R}.

Tr (B)

Conclusion : SIr (A) # -1, & = {B— _
1+Tr(A)

F ={B+AA; A €R]}.

A}. SiTr(A)=-1etTr(B) #0, & =@. SiTr(A) = -1 etTr (B) =0, alors

Exercice 25.17  QQ
Trouver toutes les formes linéairgssurd, (K) vérifiant

V(A,B) € M, (K)?,  @(AB) = @(BA)

Solution :  Soit ¢ une telle forme linéaire. Avec des matrices élémentaillegient pour touti, j, k,¢ € [1,n],
¢ (EijEx—ErEij) = 0 soite (8;kEi - 8¢iErj) = 0. Si j = k eti # € il s'ensuit quep (E;¢) = 0. Et sij = k eti = ¢ alors|
¢ (Bii —Ej;) =0. Donce est nulle sur tous les vectetltg de la base canonique tel qiig € et constante sur ceux tels
quei = 0. On en déduit que pour une matrige- (a;;) € M, (K) alorsg (A) =YX, a;; = YTIr (A) ouy = ¢ (E11). Donc
@ € Vect (Tr). Réciproquement, §i est proportionnelle a la trace, alags/érifieV (A, B) € M, (K)?, @(AB) = @(BA).

Exercice 25.1¢ QO

Soient deux matrices, B € 9, (R). On note
<A,B>=Tr(A'B)

Calculer< A,B > en fonction des coefficients deetB.
Vérifier que< A,B >=<B,A >
On notdlAll = v< A,A>. Montrer que|Al =0 <= A =0.
Montrer queA —< A,B > etB—< A, B > sont des formes linéaires siit,,(R).
Montrer qua< A,B >| < [ Al IIBl.

On a prouvé que:,> est un produit scalaire s, (R), voir le chapitre 27. L'inégalité prouvée dans la derniére
question n’est autre que celle de Cauchy-Schwarz. Voirdertme 27.2 page 1063.

a K~ O N =

Solution :
1. On utilise la formule du produit matriciel. 8i= (a;;) et siB = (b;;) Pour touti, j € [1,nl, [A'B];; = ¥{_, aixbjk

n n
dong <AB>=Tr (A'B) =) Y aibi|.
i=1k=1

2. C’est évident d’aprés la formule précédente.
3. On utilise a nouveau la formule précédenfalt* =Y. | ¥'7_, az,. Le résultat en découle immédiatement.

4. On montre facilement la linéarité de—< A,B > en utilisant la linéarité d&r. D'aprés la question 2B —< A,B >
est aussi linéaire.

5. Pourtout € R,
0<|A+1tB|?=<A+tB,A+B>=|B|??+2<A,B>t+|Al>.

On obtient ainsi un trinéme du second degréte@on discriminant esk =< A,B >> —||A|? |B|>. Comme cg
trinbme est positif, il admet au plus une racine réelle etdog 0. On en déduit que A,B>> —||A|? |B||?> < 0 et
donc qug< A,B>| < ||A]l[IB]l.

25.12.3 Rang d’'une matrice

Exercice 25.1¢  Q
Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 2 -1 1 -1 0 2 2 21 0 1 1

1.A=| 2 1 ©0 2 -1 1 -1 1 21 0 -1 2
-1 1 0 2. B= 3 2 0 1 3.C= 2 31 -1 0 1

4 3 -1 1 -1 01 2 3 1



Solution :

1.
1 2 -1 e -1 2 1 Ll -1 2 1
rgl 2 1 0 |==rgl 0 1 2 [2==rg| 0 1 2 |=[3]
-1 1 O 0o 1 -1 0O 0 -3
2.
1 -1 O 2 0o -1 1 2 1 -1 2 -1
2 -1 1 -1 C1—C3 1 -1 2 -1 Li—L, o -1 1 2 Ly—Ls+L;
I'g _ ——I'g pes—
3 2 0 1 0 2 3 1 0 2 3 1
4 3 -1 1 -1 3 4 1 -1 3 4 1
1 -1 2 -1 1 -1 2 -1 L3 — L3 +2L, 1 -1 2 -1
S0 -1 02 | e 0 -1 1 2 Li~latls o0 -1 1 2 Ly—Li-3Ls
8lo 2 3 1 0 2 3 1 81 o0 0 3 5
0 2 6 0 0 1 3 0 0O 0 5 2
1 -1 2 -1
0 -1 1 2
®lo 0o 3 5 =[4]
11
o o o -4
3.
2 2 1 0 1 1 o 2 1 2 1 1 -1 3 1 2 0 1
1 21 0 -1 2 C1—-Cy 0o 2 1 1 -1 2 L —L3 0o 2 1 1 -1 2
"l 2 31 -1 0 1 "l 131 2 o0 1 Tl o 21 2 1 1
-1 0 1 2 3 1 2 0 1 -1 3 1 2 01 -1 3 1
-1 3 1 2 0 1 -1 3 1 2 0 1
Ly—L4+2L; o 2 1 1 -1 2 Ly—L4/3 o 2 1 1 -1 2
18 1
0o 2 1 2 1 1 0o 2 1 2 1 1
0O 6 3 3 3 3 0o 2 1 1 1 1
Lg —L3-Ls -1 31 2 0 1 -1 3 0 2 1
Ly—Ls4-L> 0 211 -1 2 0 2 -1 1 2
:rg :rg :E
o 001 2 -1 0O 0 2 1 -1
o 0 0 0 2 -1 o 0 2 0 -1
On a supprimé la troisiéme colonne, combinaison linéaisedéeix premieres.
Exercice 25.2( Q0
Déterminer suivant la (ou les) valeur(s) du (des) parart@tte rang des matrices :
l-a 0 0 1 1 1
1. A= -1 2-a 1 4. D= a b c
2 0 3—-a a? b* 2
1 1 1
2.B=| b+tc c+a a+b a b 0 0 0
bc ca ab 0 a b 0 0
1 cos® cos20 5 E=[{ 0 0 a b 0
3.C=| cosB cos20 cos30 0 0 0 a b
cos20 cos30 cos40 b 0 0 0 a
Solution :
1.
l=a 0 O ) wranspo. (174 1 2 ) gigs —a 0 ) transpo.
rgl -1 2-a 1 ——r1g| O 2—a 0 |—m———1+rg 1 3.4 —
2 0 3-a 0 1 3-a
2—a 1 Sia#2
1+rg( 0 3_61)7—2+rg(3 a)
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. ; 2 sia=12 ou 3
De plus, on vérifie facilement quesi= 1 ou a = 2 alorsrgA =2.DoncrgA = .

3 sinon
2.
Ly —Lo-L1L,
1 1 1 tranSpO. 1 b+c bc LB‘_LS_Ll 1 b+c bc
rg| b+c c+a a+b |———rg|l c+a ca|=—————=1g|0 a-b c(a-Db)|=
bc ca ab 1 a+b ab 0 a-c b(a-c¢
a-b c(a-b)\ siaZbeta#c 1 ¢) |3 sib#c
s (a—c b(a—c)) L+igl, p)= 2 sib=c’
En utilisant les symétries de la matrice, on en déduit quagB =
1 sia=b=c
2 sideux parmiles trois nombres b et c sont égaux et le troisiéme différent
3 sSibZc et a#b et a#c
. n
3. S:e;éo[g],
L2<—L2—C059L1
1 cosO cos20 Ls — L3 — cos20L; 1 cosO c0s20
rg| cos® cos20 cos30 rg| O 0820 — cos®0 c0s30—cos0cos20 |=
cos20 cos30 cos40 0 cos30—cos20cosB c0s40 — cos®20
Lo
L Rl
27 Zsin0
1 cosH cos20 L; — ,3 5 1 cosO cos20 Lol
rg|l 0 -sin?0  -sin20sin® | =—=3029_,of o ginp sinzp |L2=Ealz
0 —sin20sin6 —sin?20 0 sin® sin20

1 cosO cos20
rg| 0 sin® sin20 |=2.
0 0 0

Par ailleurs sb =0 [g] rgC=2.

4.
11 1 1 p g 2Tl 2
a a Lo TaeL a a B 2 o
SR B e e R e
a? b 1 ¢ ¢ 0 c—-a c-a®
SsibZ#aetc#a 1 b+a)\ L—l,-1, 1 b+a)_ 3 Sic#b
——1+rg1 cta 7—1+rg(0 c—b =2+1g8(c—b) = s sic—b

En utilisant  les  symétries  de la  matrice, on en déduit quagD =
1 sia=b=c
2 sideux parmiles trois nombres b et c sont égaux et le troisieme différent
3 sSibZc et a#b et a#c
5. Supposant #0 etb#0 :

a b 0 0 0 a b 0 0 0 a b 0 0 0
0 aboof 0 a b o 0| 0 a b 0 0
gl 0 0 a b o |==E=ZLglo 0 a b 0 |=LEZ2w|l0 0 a b 0
0 0 0 a b 0 0 0 a b 00 0 a b
b 0 0 0 a 0 -2 0 0 a2 0 0 »® 0 d°
a b 0 0 0 a b 0 0 0
0 a b 0 0 0 a b 0 0 .
—ale—b3 - 4 5 sSia’+b’>#0
Lo ds Vs ol 0 0 a b 0 |Ze=dstble 0 0 a b 0 :{ e 575
000 a b 000 a b 4 sia+b’=0
0 0 0 -b* a* 0 0 0 0 b°+d°

En résumé, (et dans le cas @@tb sont réels) tg(E) = 0 sia etb sont non nulstg(E) =5 si a oub est nul mais
pas enméme tempgE=4sia=1etb=-1ousia=-1 etb=1. Dans tous les autres cagE) =5.
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Exercice 25.21  ©
Calculer le rang des familles de vecteurs (v, v2, v3) deR® suivantes avec :

1. 1n=01,20),v2,=(01,0), v3=(1,1,1).
2. 1n=01,1,0),v2=(0,1,1), v3=(1,2,1).
3. n=01QLD,v=01,21,v3=(1,-1,1.

Solution :
1. On atrés clairement une baseideLe rang ess.
2. v etv, forment une famille librevs = v + v,. Le rang ese.

1

1 1
3. Lerang de la famille est le rang de la matriz{el 2 —1). En opérant sur les lignes, on obtient :
1 2 1
1
0
0

1 1
( 1 —2). Le rang est dong.
0

1 1 1
L, « L,-L; |0 1 -2], pUiS
0 Ly <~ 2

Ly <= Lg=ILg 1 0

Exercice 25.22  Q
Calculer le rang des applications linéaires suivantes :

LS J RX — RaX]
= f'{ (x,3,2) — (x+y—-z,x-2) ° 3. 8: P — P :
R — R I RXI — R3(X]
‘f'{ (,8) — (s+t,2s—-t,1) ° 4 e'{ P +— XP-P°

Solution :

1 1 -1
1. Cestlerang de lamatrigd 0 0 | quiest clairement de raryg
0

0 -1
1 1

2. C'estle rang de la matrige2 -1 | qui est clairement de rarigen regardant les deux derniéres lignes.
0 1

3. Limage de la bas@,X,X?) par® est(0,1,2X) qui est de rang. Donc8 est de rang.
4. L'image de la bas@,X,X?,X3) par@ est(-1,0,X?,2X3) qui est de rang. Donc8 est de rang.

Exercice 25.2: QQ
8 2 2
SoitM = 2 5 4 1.
-2 4 5
1. Calculem?.

2. Déterminer le rang dd.
3. SoitA e M3, (C) etB e M, 3(C) telles queAB = M. Démontrer QUBA = 91,.

Solution :
64+4+4 16+10-8 -16+8-10 72 18 -18
1. M2= 16+10-8 4+25+16 —-4+20+20 | = 18 45 36 =9M.

-16+8—-10 —-4+20+20 4+16+25 —-18 36 45
2. M estderang 24(, -1, =4L3+1,).

3. AB est de rang 2, dong(A) = 2, doncrg(A) = 2. De mémag(B) = 2. DoncA est la matrice d’une application
linéaire injectivedA’ e MM, 3(C), telle queA’A =1,. De méme est la matrice d’une application linéaire surject|ve.
3B’ € M3 2(C), telle queBB’ =1,. CommeABAB = 9AB, on en déduit qua’ABABB' = 9A’ABB’ = 91,1, = 91,.

25.12.4 Calcul de déterminants de taill€ ou 3

Exercice 25.2¢  ©
En variant les techniques utilisées (Régle de Sarrus, dgpement suivant une ligne, une colonne, en faisant appa-

raitre des zéros,...) Calculer les déterminants suivants :
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1 2 O 1 1 1 3 4 -2
aijo 1 6 c)l> 8 3 ez 3 1
2 4 2 2 -1 2 1 2
-3 2 9 1 -1 0 1 1 -2
b)[-1 0o -1 d|[s -5 5 fll-1 3 4
11 -5 -12 2 1 3 -1 1 8
Solution :

1 2 0 1 2 0
a) On peut opérer sur les ligneks;:—1.3—-2L; et|0 1 6/=|0 1 6|=2.
2 4 2 0 0 2

b) En développant par rapport a la deuxiéme ligne :

2
_5’ =(—24+45)+(15-22) =21-7=14.

-3 2 9 > .
-1 0 —1|==-1x(-1)x 5 _12 +(=1) x (1) x 11
11 -5 -12
c) La présence des troisa la premiére ligne incite a soustraire la premiére colomxedgux autres :
1 1 1] |1 o o 3 _2
5 8 3|=|5 3 —2:‘_3 0 = —6.
2 -1 2 2 -3 0
d) En additionnantles colonne€; — Cy +Cy
1 -1 0 1 0 0 1 0 0
5 -5 5(=|5 0 5|=—-|5 5 0|=-15.
2 1 3 2 3 3 2 3 3
3 4 -2
e) Avec laréegle de Sarrus, alorg? 3 1 |=27+4+6-8-24—6=—1.
1 2 3
1 1 -2 1 1 -2
f) Lo—1ILo+L; etlg—Lg+L; -1 3 41=10 4 2 [=24-4=20.
-1 1 8 0 2 6

Exercice 25.2¢

Q

Sans les calculer, expliquer pourquoi les déterminanigats sont nuls :

0 -1 10 1 2 1
1.Aq={0 2 5 4. A\y=|{ 0 0 3
0 1 1 0 0 1
-1 2 3 1 a b+c
2. A\r = -2 5 5 As=1|1 b c+a
2 2 1 ¢ a+b
2 -1 3 1 cos2x  2cos?x
3. A3=| -1 2 -3 6. N\g = 1 —cos2x  2sin’x
3 1 2 cosxsinx cosxsinx sin2x
Solution :

1. Une colonne da; est nulle don&; = 0.

2. Les deux premieres colonnes/lesont proportionnelles, dorg = 0.
3. La premiére colonne dg; est somme des deux autres doac= 0.
4

. A4 étant diagonale, le déterminaxi est égal au produit de ces termes diagonaux. Un de ceuxntiréth il en

est de méme da,.

1 a a+b+c
1 b a+b+c
1 ¢ a+b+c

C3—C2+C
5. Ny ===

As =0.

6. La derniéere colonne di; est somme des deux autres davge= 0.

et les premiere et troisieme colonnes &g sont proportionnelles. Il viel

nt

Exercice 25.2¢ QO
Calculer, sous forme factorisée :
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a-b-c 2a 2a 1 a da
1. 2b b-c—a 2b 511 b b?
2c 2c c—a->b 1 ¢ ¢
0 a b (appelé déterminant de Vandermonde).
2.la 0 ¢ a+b b+c c+a
b ¢ 0 6. | a®+b* b+ E+a®
l+a a a B+ PP+ A+d
3. b 1+b b 1 sina cosa
c c l1+c¢ 7.1 1 sinb cosb
a b ¢ 1 sinc cosc
4|1 c a b
b ¢ a
oUa, b,c sont trois réels.
Solution :
a-b-c 2a 2a L Loaloal at+b+c a+b+c a+b+c
1. 2b b-c—a 2b |==2E5 2 b-c—a  2b |=
2c 2c c—a—-b 2c 2c c—a—-b
Co—Cr—-C;
1 1 1 C3 —C3—C; 1 0 0
(a+b+c)| 2b b-c—a 2b S (a+b+c)| 2b —-b-c—-a 0 =
2c 2c c—a->b 2c 0 —c—a—->b
0 a b
2.la 0 ¢ =parapplication de la régle de Sarrus.
b ¢ 0
1+a a a L LotloaL l+a+b+c 1+a+b+c l+a+b+c
3. b 1+b b | b 1+b b =
c c 1+c¢ c c 1+c¢
Co,—Co—-C;
11 1 Cs— Cs—Cy 1 00
(1+a+b+c)| b 1+b b ——— (1+a+b+c)| b 1 0 =
c c l1+c c 0 1
a b ¢ 1+ CosC a+b+c b ¢
4.l c a b | 2= g4b+c a b |=
b ¢ a at+b+c ¢ a
L, —L,-1;
1 b ¢ _ 1 b c
L3 —IL3-1;
(a+b+c)|1 a b |———————(@+b+c)| 0 a-b b-c |=
1 ¢ a 0 c-b a-c
1
(a+b+c)(a®+b*+c*—ab-ac—bc) = E(a+b+c)((a—b)2+(a—c)2+(b—c)2)
L, —L,—-1;
a a® _ 1 a a? 1 a a
Lg—L3—-L1;
5. b V¥ |—————|0 b-a P-& |=b-a)c-a)] 0 1 b+a
c ¢ 0 c—a c-a® 0 1 c+a
L 1 a a?
=== ph-a)y(c-a)| 0 1 b+a =‘(b—a)(c—a)(c—b)‘
0 0 c-b
a+b b+c c+a G -2c b+c c+a c b+c c+a
6. | a®+b?> PP+ Pra | 2= 2202 PP A+ad? =2 bR+ P+ d?
A+ b+ A+dd -2 ¥+ E+d8 3 P+d S+48
Co—C—-C
_ c b a 1 1 1
C3—=C3-C |
= 2| ® b a®|=-2abc| ¢ b a =‘—2abc(b—a)(c—a)(c—b)‘caronreconna
S ¥ ad 2 b a

un déterminant de Vandermonde.

—
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Ly —Ly-1;

1 sina cosa Ly —Lz—1L; 1 sina cosa
7.1 1 sinb cosb |=——————=| 0 sinb-sina cosb—cosa |=
1 sinc cosc 0 sinc—sina cosc—cosa
1 sina cosa 1 sina cosa
0 2cos b;“ smbT —2sin b;“ sin bz = —4sin% sin5%| 0 cos b;“ sin% =
0 2cos C;“ sinG%  —2sin S4sin G4 0 cosS4 sinG4
—4sin L 254 sin 4 (sm &4 cos b;“ sin b;“ cos C;“) = —4sin 254 254 sin 4 sm(Ta - %) =
b-a c—a c—b
—4sin — sin — sin —
2 2 2
Exercice 25.27  ©
Montrer que :
3 0 0 0 0 3
0 4 0|=—-10 4 01]=60
0 0 5 5 0 0
Solution :  Facile par permutations des colonnes.
Exercice 25.2¢  Q
1 1 9
Les nombres19, 153 et289 sont tous divisibles par7. Montrer, sans le développer que le déterminhnts 3| est
2 8 9
divisible par 17.
100 10 9 119 10 9
Solution : Notons A ce déterminant. On a 1000A = | 100 50 3 | —=SX%*C | 153 50 3 | =
200 80 9 289 80 9
a 10 9
17| b 50 3 | oua, b etc désignent respectivement le quotientlds, 153 et289 par17. On obtient A =17m
c 80 9
a 10 9
avecm=| b 50 3 |quiestun entier. Commi& est premier avetn00, appliquant le lemme de Gauss, diviseA.
c 80 9

Exercice 25.2¢  Q
Soit (a,b,c) € R3. Considérons les polynémeg = (X - a)?,P;, =
valeurs dda, b, ¢) la famille &2 = (P,,P,,P.) forme une base d&, [X] ?

(X-b)%,P. = (X—-c)?. Déterminer pour quelles

Solution :  La matrice de la famille? dans la base canoniq{ieX,X?) deR, [X] estM = (

Utilisant les déterminants de Vandermonde, on tralex®1 =
R, [X] si et seulement si les scalair@sb etc sont deux a deux distincts.

—-2(b-a)(c—a)(c-b). Lafamille &2 forme une base d

aZ

—-2a
1

CZ

—-2c
1

bZ
-2b
1

).

Exercice 25.3C Q00
Montrer que
cos(a—b) cos(b—c) cos(c—a)
A=| cos(a+b) cos(b+c) cos(c+a) |=-2sin(a—b)sin(b-c)sin(c—
sin(a+b) sin(b+c) sin(c+a)

a)

Solution :  On développe suivant la premiére ligne et on reconnait kesutes d’addition :

—cos(c+a)sin(b+c)]—cos(b—c)[cos(a+ b)sin (c+ a)
cos(c—a)[cos(a+ b)sin(b+ c)

A =cos(a—-b)[cos(b+c)sin(c+ a)

cos(a—b)sin(a—b) +cos(b—c)sin(b—c)+cos(c—a)sin(c—a) =

—cos(c+a)sin(a+ b)] +
—cos(b+c)sin(a+ b)] =

i (sin2(a—b) +sin2(b—c) +sin2 (¢ — a))
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9 ifi ; 2 9ain P (ne P24 — _ogin Pt o P=d .
puis on utilise les deux formulgi p +sin g = 2sin =~ cos =~ €tcos p —cos q = —2sin - sin =~ :

N é (2sin(a—c)cos(a+c—2b) +sin2 (¢ — a))

=sin(a—c)cos(a+c—2b)+sin(c—a)cos(c—a) =sin(a—c) (cos(a+ c—2b) —cos(c— a))

=-2sin(a—- b)sin(b— c¢)sin(c— a)

Exercice 25.31 Q
Soient
Pi=2X2-X+1, P,=X?+2X, P3=X’-1

Montrer que la famille?? = (P,,P,,P3) est une base d& [X].

Solution : Notante = (X?,X,1) la base canonique @& [X], ona :

2 1 1
Mate(gz)z(—1 2 0 )

1 0 -1

qui est inversible. La famille? est donc une base &g [X].

: Exercice 25.32 ©
A guelle condition sur le réel la famillee = (e, e, e3) :

e1=(a,1,1) e=1,a1) e=(1,1,a)

forme-t-elle une base d& ?

a 1 1
Solution : La famillee forme une base d@ si et seulementsil a 1 |#0.Ce déterminantvauta—1)?(a+2).
1 1 a

La famille e est donc libre si et seulementasi 1 eta # —2.

25.12.5 Inversion de matrice

Exercice 25.35  ©
Inverser

-3 1 0
A= 2 0 1
1 2 -1

1. en utilisant des opérations élémentaires sur les ligrles eolonnes.
2. en utilisant la comatrice.

Solution :
1. On effectue les mémes opérations sur les ligne's eledels.

-3 1 0 1 0 0
0 1 0 1

1 2 -1 0 1
-3 1 0 1 0 0
0 2 3 L, < 3Lp+20, 2 3 0
0 7 -3 Ly < 3Lz +L; 1 0 3
-6 0 -3 Ly <« 2L;-L, 0 -3 0
0 2 3 2 3 0
0o 0 =27 Ly < 2I3-7L, -12 -21 6
-54 0 0 Ly <« 9L;-L3 12 -6 -6
0 18 0 L, <« 9Lp,+L3 6 6 6
0o 0 =27 -12 =21 6
9 0 0 Ly < Li/(-6) -2 1 1
0 9 0 L2996~ La/2 3 3 3
0 O 9 Ly «— L3/(-3) 4 7 =2



Chaque opération sur les lignes est la multiplication a bayar une matrice inversible. DoA@st inversible €

-2 1 1
o1
A :—(3 3 3).

MNa 7 22
2 3 4 . 201 1
A1
2. On calculalet(d) =9 etcomA)=| 1 3 7 | donca—t= LA _ 14 2 4
1 3 -2 detd) 914 7

Exercice 25.3¢  ©
Montrer que les matrices suivantes sont inversibles etiléeur inverse :

-1 1 110
pas( 7Y
5E=l 0 1 2
1 i
Z-B—(,- 1) 00 1
1 0 1 01 00
3.C=| -1 0 1 0 01 0
6. F=
0o 1 -1 0 0 0 1
0 -2 1 1 00 0
4.D=|1 0 1
0 -1 2
Solution :
. -1/3 1/3 1 -1 2
1. A7l=
2/3 1/3 5 E1=l0 1 -2
172 —il2
2. B7l= 0 0 1
—i/2  1/2 0 0 0 1
1/2 =1/2 0 - 100 0
-1 _ . F =
3.¢cl=| 172 172 1 01 0 0
172 1/2 0 00 1 0
1/3 1 -2/3
4. D'=| -2/3 0 1/3
-1/3 0 2/3

Exercice 25.3¢ Q

On considére la matricee M, (C) donnée pah = ( _ll. 211 )

1. Montrer que\? —2A -1, = 0. On dit quex? — 2X — 1 est un polynéme annulateur de
2. En déduire qua est inversible et calculer son inverse.

3. Retrouver ce résultat par un calcul direct.

Solution :
1. On montre par un calcul direct qié—2A -1, = 0.

-1 2i
2. L'égalité précédente aména (A —2I,) =1,. A est donc inversible et sa matrice inverse {st : )
—7

3. On retrouve ce résultat en utilisant la comatrice ou esg@dpar un systeme.
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Exercice 25.3¢ Q

1 0 1
SoitA=] -1 0 2
0 1 -1

1. Montrer que le polynéme qire= X3 — 3X + 3 est un polynéme annulateur e
2. En déduire qua est inversible et calculer son inverse.
3. Retrouver ce résultat par un calcul direct.

. ~ . . . 1 1
Solution : Méme déroulement que I'exercice précédent. On trauve= 15 — §A2 s (

Exercice 25.37  ©
Soient deux matrices carré&®B € M, (K) vérifiantAB = 0. Montrer que s est inversible, alorB = 0.

Solution : SiA est inversible alors on peut écrire :

AB=0 = A 'xAB=A"'x0 = B=0.

Exercice 25.3¢  QQ
Soit une matricex € M, (R) antisymétrique. On podd =1+A.

1. Soit une matrice colonnee M, 1 (R). Calculer la matricéXAX
2. En déduire que la matri¢é est inversible.

Solution :
1. SiA=(aij) alors'XAX =¥ | ¥, a;jxix;. CommeA est antisymétrique, pour tout j ajixix; = —a;;xix;

eta;; =0. Alorsm.

2. SoitXe M, 1(R). Alors
MX=0 = 'XMX=0 = X([+A)X=0 = XX+ XAX=0 = XX =0

en vertu de la premiére question. Maist (x;), ‘XX =Y" | xl? et'XX = 0 implique quevi € [1,n], x; =0 et
queX = 0. On en déduit qui est inversible.

Exercice 25.3¢ QO

Déterminer I'inverse de la matrice carre

(@) a 1

Solution :  Soite = (ey,...,e,) une base d&" et f = (fi,..., fn) la famille de vecteurs d&™ admettant comme
matrice dans la base On a donc :

h=eit+aey, fr=ex+ae;s, ..., fuo=e, 2+aey 1, fu_1=ey1+aey [ =ey,.

On en déduit que :

€n = fn

en-1 = fn—l_afn

en—2 = fn—2 - afn—l + azfn
eo = fHr-afs+ad’fi-afs+...+(D"2a"%f,
e1 = fi—ap+ad’fi-afi+...+D"ta"lf,
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doncf est une base de”, A est inversible et
1 0 0
—-a 1
(12 —a
A~ =Maty (e) = B 2
-D"2a"? (D" 3a"3 1
n"lgt (—p"2e*? . -a 1

Exercice 25.4C  QQ
SoitA € M, (K) telle quel, + A est inversible. Soi = (I,,—A) (I, +A)~!.

1. Montrer queB = (I, +A)~ (I, — A).
2. Montrer qud, + B est inversible et exprimey en fonction des.

Solution :
1. Onal,+A) I,-A) = 1,-A) I, +A), doncl, —A=I,+A) " '1,-A)1,-A) doncB = I,-A) I, +A)" =
I, +A)~1 (1, - A), ce qu'il fallait vérifier.
Un argument plus savandi;, + A)~! est un polynéme eR, et comme tel commute avec n’'importe quel polynd
enA, par exempld, — A. En effet, soitB =1, + A. La famille1,,B, BZ,...,B"2 est liée. On peut écrirkyl, +
MB +...AB¥ = 0 ou k désigne le plus grand indice n®> pour lequel\; # 0. On aly # 0, sinon on aura
B(A1l, +... A\ B¥"1 = 0 et donaB ne serait pas inversible. Donc on peut écrire

A Ao )\k k-1
I,=B(-—I,-—B-...——B .
" A" o Ao
M A2 Ak ko1 A A -
DoncB™" = _)\_I" - )\_B - = )\_B est un polynébme eR donc un polynébme eA=B-1,,.
0 0 0

2.B=QI,-1,-A) I, +A) ' =20, +A) ' -1, +A) I, +A) ' =20,+A)'-1,. Dotl,+B=2(I,+A)""', ce qui

. . . 1 N
montre bien qué&, + B est inversible. De plug,, +B)~! = > (I,+A), do0A=2(1,+B)"1-1,.

Exercice 25.41 OO
SoitA une matrice carrée nilpotente de taile N*. Montrer que la matricé,, — A) est inversible.

Solution : On suppose qu est nilpotente d’ordre e N*. On a dona* = 0 pour toutk = p etA* # 0 pour toutk < p.
Mais
@ —A) (L +A+A*+. +AP ) = ([, - A) + (A-A%) +...+ (AP T -AP) =1,

par télescopage et caF = 0. Doncl, — A est inversible d’'inversg, + A+ A?+... + AP~!,

Exercice 25.42 QO
Soit une matric&l triangulaire supérieure telle que tous les éléments dealgodiale soient non-nuls. Montrer qu
matriceU est inversible. (On montrera QU =0=—=X=0)

me

ela

Solution :  Soit une matrice colonnée M, (R) telle queUX = 0. On obtient un systéme d’équations triangulaire]
les coordonnées dequi se résout de proche en proche en partant de la dernieaé@yeat on obtient finalement q
X =0. Par conséquerif est inversible.

Une autre fagcon de voir est de considérer que la matrice 8stdan endomorphisme deR,,_;[X] dans la bas|
xK). L'hypothése &J triangulaire supérieure avec tous les éléments de la didgon-nuls » se traduit pak'k e
{0,...,n—1},deg(ux¥)) = k. Doncu transforme la bas&*) en une famille échelonnée en degrés, donc une ba

sur
e

se de

R,-1[X]. Doncu est bijectif, dondJ est inversible.

Exercice 25.45 QO

i .

L . - SIi#]

On considére la matridd = ((m;))1<i,j<n € Mu(R) avecm;; = { j ! calculen? etM!,
0

Ssii=j
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. . . i
Solution :  Faire d'abord le calcul pour = 3. En notanM? = ((a;;)), on tire quea;; = Y. _, mixmij = ¥ ki jy 7

n-2)L sii#j
ajj = ]
(n-1) Sii=j

. . . 1
On remarque quBl? = (n—2)M + (n—1)1,, d’ou I'on tire queM est inversible et qusi~' = —l.(M —(n—-2)1,).
n —_—

Exercice 25.4< (VIVIV]
Inverser la matrice suivante :

DU WN -
Qs W= O
B W N = OO,
WK~ O G
N = O O W
— o Ul W IN

Solution : Avec la forme de la matric&, on peut faire le pari que la matrice inverse peut s'écrirells existe,

= N = T <R
N = QR R<
+ & T X< N
€ T RS N o~
LT R N~
RN~ g <

L'égalité AA~' =1 se traduit, pour la premiére colonnefls™", par

X +6v +5u +4t +3z +2y =
2x +v +6u +5t +4z +3y
3x +2v  +u +6t +5z +4y
4x +3v +2u +t +6z +5y
5x +4v +3u +2t +z +6y =
6x +5v +4u +3t +2z +y =

Il
S O o oo -

Il n’est pas difficile de voir que la (les ?) solutions de cetégge fournit une solution pour les autres colonnes.
Maintenant, en additionnant les lignes, en poSank + v+ u+ t+ z+ y, on obtien21S = 1.

Ensuite on multiplie I26™€ [a 4¢™M€ et la6®™€ ligne par-1 et on additionne les six lignes pour obteAdx +3v —3u +

. . 1 4
3t-3z+3y=1S50it3S; —3S, = -1 en posan$; = x+ u+z etS, = v+t +y. Ce qui donné, = - ets, = o

Si on continue dans la méme idée, pourquoi ne pas multiglieFE et la5€™eligne parj et la3¢™Cet la6®™€ligne par;?
avant d’additionner le tout(5+7j+9;j%) (x+ 1) +(9+5j+7j%) (v+2z)+(7+9j+5j) (u+y) = 1. En utilisantr(1+ j + j2) = 0,
ona(-2+2j%) (x+1+@2-2j)(v+2)+2j—2j%) (u+y) = 1. En factorisant pag—2j), on aj?(x+t)+(v+2z)+ j(u+y) =
1 1-j2 1
20-j) 20-)a-j2 6
Ti=x+t, To=v+2z, T3=u+yona

1

T T T3 = —

1t 2+ 3 . 21
—(1-j? .Bon, onsentqu’ily a de l'idée mais il n'y a rien de décislffaut aller

(1-j3). En conjuguant, on obtierx + t) + (v + 2) + j2(u+y) = %(1 —j). En posan

j2T1 + T, + jT3

jTl + Tg + j2T3
encore plus loin : )
Soit( = exp (22). On multiplie lak®™@ligne parck et on additionne le tout :

8(1—])

6

xS+LvS+CuS+CtS+{*zS+%yS =1 en posand = 1 +2{+3(% + 4¢3 +5¢* +6(°. SoitP(X) =X ~ 7' " as =P'(Q).

X6-1 _6X°X-1)-Xb-1 6
OrP’'X) = +X ( )~ ),d’oﬂlsz—.
X-1 X —-1)2 (-1

t
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On obtient ainsi en faisant jouer le réledpar(?, 3, ...

—
|
—
—

X  +v +u +t +z +y = +—
21

o~
| o
—

x +lv +Cu +3tr +U%z +0y =

o

X
N
[

x +Cv  +Cu +%t 4z 4ty = 5
9 3.
x +Cv  +u +00 +%z +(%y = ¢

[

6
4 8 12 16 20 ¢t-1
x +C'v  +Cu +Ct +0°z +0y = 5
5
-1
x +0v +% +%r +%z +(Py = CG

» . .. 1 .
On trouvex en additionnant les lignes, en utilisant (¢ + (2% + (3K + +{** + +°* =0 pour1 < k<5 : 6x = T 1dou

10 L - . 1 . 11
x=-g- Pour trouvew, on multiplie lak€™€ ligne par(°* et on additionne le toutev = 1 + il dodv= e
L L . s 1 N 1 ~
Pour trouver, on multiplie lak-iéme ligne pak** et on additionne le tout6u = Bl dout= e Le méme calcdl
. . 1
donne le méme résultat pour les autres inconnutiesz=y = T
-20 1 1 1 1 22
22 -20 1 1 1 1
a_ 11 22 -2 1 1 1
T 126 1 1 22 =20 1 1
1 1 1 22 -20 1
1 1 1 1 22 -20

Exercice 25.4% QOO
On considére une matri¢ee MM ,,(C), A = (a;j)1<i,j<n @ diagonale dominante

Viell,nl?, lail>) laijl
j#i

Montrer que la matricA est inversible. Cette propriété est connue sous le nolerdme d’Hadamard

Solution : Supposons quk ne soit pas inversible. Alors il exis¥e= (x;) € 9, (C) non nul tel queAX = 0. CommeX est|
non nul, on sait que = max;e1, |x;1 # 0. De plus, on a encoreX/a) = 0. On peut donc supposer qu@x;ecq1,n 1%l =
1. On noteiy l'indice i € [1,n] tel quelx;| =1 . L'égalité AX = 0 améne pour toute [1, n], Z;?Zl ajjxj =0 ou encorg
—a;;jx; = Z;?:L i X En particulier, pout = iy, cette égalité devient en passant a la valeur absolue eflisani
l'inégalité triangulaire :

n n
< X laijllxil< X laijl

n
Y. @igjXj
j J=1,j#io J=1,j#io

j=Lj#io

|“ioio| = |“i0ioxio| =

carmaxieqy,, |x;1 = 1. Mais comme la matrice est a diagonale dominante, on a laggi> Y. j+i,|ai, ;| €t on aboutit &
une contradiction. Par conséquangst inversible.

Exercice 25.4¢ Q00
1. Soitn e N, Démontrer qu'il existe un unique polynéridg (X) € Z[X], de degrér, vérifiant
VO eR, sind.U,(cosV) =sin(n+1)9.

Démontrer que
Un1(X) +Up-1(X) = 2XUp (X) (%)

Démontrer que
Yn=1,Yp=1,Upp=UpU,-Up_1Upy ().
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2. Soit

2x 1 0 0

1 2x 1
Bu@¥)=|¢o . . . 0
1 2x 1
0 0 1 2x

. km . . . . . e
Démontrer que pour # cos T’B"(x) est inversible et son inverse est la matrice symétriqueidgfar
n

U1 (0)Up—j(x)

1. Existence : On I'établit par récurrence. On peut prefig&) =1, U;(X) =2X,

2. Soitl<i< j<n (enposanti_;(x) =0 dans le cas oji=n)

b, =(-1)* ouri < j
ij =D Uy Pourtsy
et
U1 (0)Upsi (%)
b= (-1t LT hourd =
ij =1 T pouri = j
Solution :

et puisquain (n + 2)9 + sin nd = 2cosYsin (n + 1)V on a nécessairement
sinYU,,+1(cosV) +sinYU,,_1 (cosV) =2cosVsinD U, (cosV).

Donc on choisit) ,+1(x) = 2xU, (x) —U,_1 (x) sur(—1;1]. On en déduit que Id3,, sont des fonctions polynéme
appelépolynémes de Tchebychgde deuxieme espéce). Les polynbriiesX) ainsi construits conviennent
appartiennent @ [X].
Unicité : La différence de deux tels polynémes s’'annulesait—1;1] ce qui donne l'unicité.
On a bien entendu

Up+1X) +Up—1(X) =2XUp (X). (%)

U, estde degré par une récurrence immédiate.

km . .
Leséy = cos( e ) ,1 < k < n sontlesn racines distinctes dé,,.
n

Enfin, en utilisant trois foisin asin b = % (cos(a—b) — cos(a+ b)), onad’une part :
sin® YU+ p(cosV) =sindsin(n+p+1)9 = lcos(n +p)V— ! cos(n+p+2)9,
2 2
et d’'autre part :
sin? YU (cosV)Up(cosV) — sin? YU p-1(cos9)Uyp-1(cosV) = sin(p + 1)Isin(n + 1) - sin pIsin nd
1 1
-3 cos(p—n)d— 2 cos(p+n+2)9
1 1
=3 cos(p—n)d+ Z cos(p+n)d
1 1
=—cos(p+n)d—-cos(p—n)d
2 2
On a bien établi (**)
n
! !/ ! / / ! !
1;1 biybj=b;;_1bj1j+b;;bjj+b;; 1 bj1j=b;;_bj1j+2xb;; +b;; 4

DT U + (D200 Uy + (DU Uy
- Up(x)

_ (_1)i+j—1 Ui (Un—j+l —2xUp-j + Un—j—l)
Uy (x)

=0.

d’aprés(x) ou I'on remplace: parn-— j.

bS,
et
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Pouri = j (en posanti_;(x) = 0 dans le cas oyi=n et doncb),, ., =0)

ii+1 i ii+1

n
]; b;kbki = b;'i—l bi_1; + b;ib” + b bit1i = b,'i—l bi_1; +2xb;.l. + b
=l

_ Ui2Up i +2xU; 1 Upi —Ui1Upiy

Uy (x)
1
T U (=Ui—2Up-i +U;—1 CxUp-; +Up_j-1))
n
1 1 , ‘
= 0. (=U;—2U,—i +U;21Ujii) = mUn—HH—i—l d’aprés(+ +)
1
- Uy (x) ne

25.12.6 Calcul des puissances d’une matrice

Exercice 25.471  ©
CalculerA™ pourn e N* et les matriced. suivantes :

l.A:((l) ;) 3.A=(

a b 1 -1
2as(2 7 eas( 7

Solution : Par des récurrences faciles, on trouve :

1 2"-1 1
n_ n_on—-1
1. A —( 0 on ) 3. A 2 (1 1)
a® na" b 1 -1
n_ n_on-1
2. A —( 0 an ) 4, A"=2 (_1 1)

Exercice 25.4¢ Q

1. Calculer les puissances d&:( i (l) )

2. OnposeFy=0;F; =1, Fu2 =Fy1 +F, (suite de Fibonacci) .
Démontrer que pour tous entiers natuneist p, F,.p =Fp1Fp +FpFp_1.

Solution :

; F F
1. Parrécurrenc&n e N* A" = ( i+l " )

Fn Fn—l

2. On calcule le coefficient de 14" ligne et2€™€ colonne de\"*P = A"AP. Comparer avec 'exercice 20.21 p. 7

Exercice 25.4¢  Q
1 2 -1
SoitA=| 0 1 1
0 0 1
1. Montrer queA —15 est nilpotente d’ordrg (c’est a dire queA —13)> # 0 et que(A—13)3 =0
2. En déduire, en utilisant la formule du binbme de NewABrmpour toutn € N.

Solution :
1. Par un calcul direct, on montre gBe: A —15 vérifieB3 = 0 etB? # 0.
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2. Utilisant la formule du binbme, ce qui est valide tax B = B x I3, on obtient, poun =3 :

A" (B +1I3)"

Il
M=
—_—
S
~—————
o]
kayl

|
—_—
=
~————
o]
o
+
—_——
- 3
~————
=
+
—_——
NS
~————
o]
N

1 2n nn-2)
= 0 1 n
0 0 1
Cette formule reste valable si=0,1,2.
Exercice 25.5C  ©
1 -1 0
CalculerA™ pourA=| 0 1 -1 | de deux maniéres différentes.
0 O 1
Solution : Méme déroulement que dans I'exercice précédent : on formmataceB = A — 13 et on montre qu’elle e$
nn-1
T )
nilpotente d’ordre3. On applique ensuite la formule du binébme et on troux& = | o _zn . On peu
0 0 1

aussi prouver ce résultat en effectuant une récurrence.

Exercice 25.51 (VIV)

2 -1
On considére la matrice = ( )
-2 3

1. Montrer que le polyn6me? — 5X +4 est un polynéme annulateur de

2. En déduire qua est inversible et calculer son inverse.

3. Pourn =2, déterminer le reste de la division euclidienne&tigoarX? — 5X + 4.
4. En déduire I'expression d€' pour toutn € N.

Solution :
1. Par un calcul direct.

P . L. 5 1 . . . 5 1
2. On déduit de la question précédente qﬂézlz - ZA) =1,. A est donc inversible d’mversei:lz - ZA'

3. En utilisant le théoréme de la division euclidienne, ikéx des polynémes a coefficients réelgtR tels que
X" =Q(X?-5X+4)+R etdegR < 2. Le polyndmeR est donc de la forme = aX+ b. Remarquant que les racin

. . 1
qui admet comme solutionz:= = (4"-1) et

2 . . a+b
deX=-5X+4 sontl et4, on obtient le systéemex:
4a+b=4"

1
==(4-4").
b=3( )

4. On en déduit que si=>2, A" = Q(A) (A - 5A+4I3) +R(A) =R(A) = %(4”— 1) A+ % (4-4M1,

Exercice 25.52 QO
On consideére la matriges M, (R) remplie del :

1. Calculed? puis pourk e N, J*.

2. J est-elle inversible ?
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3. On considére la matrice

1 -1 -1
A=|-1 1 -1
-1 -1 1

Calculer les puissances successivea.de

Solution :
1. J? = n) puis par récurrence, polr= 1, J* = nk-1j.
2. Puisqudg? = nJ, il vient queJ(J — nl) = 0 et alors si était inversible, en multipliant a gauche pat, on aurai

J = nl ce qui est faux poun = 2.
Remarque : La matricdeest visiblement de rang 1.

3. EcrivonsA =21-] et en utilisant le binbmd €t] commutent), on trouve pour= 1 que

A= Xn: " zn_k(_l)k]k=2n1+(zn: n Zn_k(_l)kgk—l)]
i=o\k & \k

—_1\ _9on
(Zz_o (Z 2"k (=3)* —2”) = % Et finalement,

Wl

MaisY}_, (Z)z”—k(—l)ksk—l =

-pt-2"
A”=2”I+L].

Exercice 25.55 ©
On considére la matrice

-1 a a
A=]11 -1 0 |eM3@®)
-1 0 -1

Calculer poum e N, A",

Solution : Décomposons la matrice sous la forme H-1 ou

0 a a 0 O 0
H=|1 o0 o| H?=al0 1 1 H3 =0
-1 0 0 0 -1 -1

Avec le binbme, on trouve finalement que

1 —na —na
A'=(-D"|-n 14200, 2ilg
no -Hpta 1-fa

Exercice 25.5¢  ©
On considére la matrice

Calculer ses puissanck8 pourneN.

Solution : On pose\ = al, + b aved] = ((1) (1)) On vérifie qug? =1,. Commed, et] commutent, on peut appliquer|la

formule du binbme :

n_ e [Pk onekek O R0 R < n\ok n-k
A"=3 b a" N = Y | [bRa T L Y b*a" "] =Sl +TJ.
o \k =0 \k
k pair k impair

n n
Maintenant(a - b)" = (Z)bka”_k -y Z bka"* =S -T. Comme(a+b)" =S +T, on en déduisS =
Ickp:a(t)ir kilrgvzp%ir
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[(a+Db)"+(a—Db)"] etT==[(a+b)"—(a—Db)"]. Donc

N | —
N | —

(a+b)"—(a-b)"
(a+b)"+(a-b)")"

(a+b)"+(a—-b)"
(a+b)"—(a-b)"

1
2

. (S T
A_(TS

Exercice 25.558 O
1 1 1 a b 0
Soient les matrices=| 0 1 1 |[,B=| 0 a b [.Calculerles puissances des matrites.
0 0 1 b 0 a
0 1 1 0 0 1
Solution : On écritA=1+J avec] =0 0 1|. On calculg?=|0 0 0] etJ®=0. En appliquant le binbme,
0 0 O 0 0 O
-1
P T L Gk )

D

0 1 0 0 0 1
On écritB = al + bP avecP = (0 0 1). Alors P? = (1 0 0) et P2 = 1. En appliquant la formule du biném
1 0 0 0 1 0

n n
B" =l +BP+YP* avecu =Y}, a"‘kbk( k) b= o r=3ps1 a”—kbk( k) ety =X} g roaps2 a"‘kbk( k).

Pour calculer ces trois sommes (voir aussi B.2.2 p. 1162)gerloppéda+b)", (a+ jb)" et(a+ j>b)". On trouve ainsi

a + P+ v (a+b)"
« + Bj + Yj* = (a+jb)"
« + Bj5 + yj = (a+j*D)"

1 1 1 o (a+b)" 11 B -
Soitv=|1 j j*|,X=|B|etD=]| (a+jb)" |. Posonsaussi=|1 j> j|. OnavV =3I, doncX = =VD,
12 Y (a+ j2b)" 1 3
soit )
a = §((a+b)”+(a+jb)"+(a+j2b)”)
1
p = §((a+b)”+j2(a+jb)”+j(a+j2b)")
Y = 5((a+b)"+(jaﬂ'b)n+j2(a+j2b)”)

a By
AutrementdiB" =y o P
B v «

(@+b)"+(a+jb)" + (a+ j>b)"
=—|(a+b)"+(ja+jb)" + j®(a+ j*b)"
(@a+b)"+j%(a+jb)" + jla+ j>b)"

(@a+b)"+ j%(a+jb)" + jla+ j>b)"
(@a+b)"+(a+jb)" +(a+ j*b)"
(@a+b)"+(ja+jb)"+ j*(a+ j*b)"

(@+b)"+(ja+jb)" + j2(a+ j*b)"
(@a+b)"+j%(a+jb)" + jla+ j>b)"
(@+b)"+(a+jb)" +(a+ j>b)"

Exercice 25.5¢

Soit la matriceA = (i :g) CalculerA™. (on décomposera=1, +4])

Solution : On aA =1, +4]J, aved = (i j) Commd? =0, on en déduit, puisque et] commutent,

4n+1 —4n
n _ —
A _12+4”J_( 4n —4n+1)'
Exercice 25.571  QQ

1. Soit la matricéi = ((h;;)) € M, (R) avech;; = 1. Calculeri.

2. En déduire les puissances de la mathiee((a;;)) ola;j = (1-8;;).

3. Montrer que la matric& est inversible en calculant son rang.

4. Trouver l'inverse de la matrice (on le cherchera sous la formg+ bH).
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Solution :
1. On montre par récurrence qué = n*~'H pourk =1 etH =1.
2. A=H-1. En utilisant la formule du binbme,

p — 1P —1)P
Ap:(_l)p1+l(z (p)nk(—l)p_k)HZ(—l)pI+(n 1) H— (=1 H
n\iz\k n n

3. Par les opérations, — C, — Cy,...,C, — C,, — C1, puis en ajoutant toutes les colonnes de la matrice obtenhue a
la premiéreA a méme rang que la matrice triangulaire supérieure avecgdémrentin —1),-1,...,—1 sur la
diagonale. Par conséquent, paueE 2, le rang de\ vautn et doncA est inversible.

4. En calculant
(al+ bHHH-I)=—-al+(a+(n—-1)b)H

. . 1 , . .
il suffit de prendrei= -1 etb = o pourn = 1. Par conséquemn, est inversible et
e

1

Al = H-1I
n-1
Exercice 25.5¢ QO
0 0 0
1 0 :
1. Soitla matricé=|qg 1 ", e M, (K). Calculer les matricdd et]” pour tout entien € N.
o
0 0 1 0
a 0 0
b a :
2. Calculer les puissances de la matrice | g 3 -, | € M, (K). Les matrices de cette forme sont
: b a 0
0 0 b a
appeléesnatrices de Jordan
Solution :
0o 0 .. 0
0 0 :
1. Onag?*=|(y o - . On déduit dong* deJ « en baissant d’un cran la diagonaleldians la matrice 3.
0
0 1 0 0
0 O 0
On déduif® deJ? par le méme procédé et ainsi de suite. On obtient &lors= 0 : ] =0 et
0 0 0 0
1 0 0 0

J™ =0 pour toutm = n.
2. On remarque quk = al, + b]. Commel,, et] commutent, on peut appliquer la formule du binbme. On obtien

pour toutm e N :
m

(al,+b))" =} ('Z)am-kbkl’“

k=0
et
a™ 0 0
(7)1
A" = (m)bm sim<n
1.
0 -
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a™ 0o ... 0
m (lm_lb
(7
A" = (T am™*b* sim=n
: . . . 0
(Ma™"p" ... (r,?)am‘kbk o (Ha™ b a™

25.12.7 Représentation matricielle d’'une application ligaire

Exercice 25.5¢ Q

Pour chacune des applications linéaires suivantes :

1.

2
3.
4
5

1.

2.

6.

7.

Vérifier queu est linéaire.

. déterminer sa matrice dans les bases canoniques des®spatoriels considérés.
déterminer son rang.
. Déterminen~! quand cette application existe.
. calculer 'image du vectedir donné en utilisant cette matrice.
rRE  — R?
u: etv=(0,1,-1)..
(x,,2) — (x+y+z,x-2y-32)
RS — RS
u: etv=(1,2,-1).
(x,y,2) — (x+z,y-2,2-x)
— RS — R®
Onposev = (1,1,1). u{ o o TAT etv=(-1,0,2).

u{ Rs(X] — RglX] etv=X3-3x2+X-1.

p — XP'X)-P
P

J RX — R 2
u: — (P(0),P(1),P2)) etv=X“-X+1.

{9)?2 ® — MM®

<

1 -1
(T — W gy (1)

MR — D[R OL)E:((I) l)etv:(o l)

“1'' M — EM 1 1 0

Solutio
1.

n:
(a) On vérifie facilement que est linéaire.

1 1

(b) A=Maty . (1) = (1 _o

_13) ole est la base canonique B2 ete’ celle deR?.

(c) rg(u)=rg(A)=2
(d) u ne peut étre bijective c&’ etR3 ne sont pas de méme dimension.

0
(e) OnaBzMate/Vz( 1 ) etAB = ((1)) Doncu (V) = (0,1).
-1

(a) On vérifie facilement que est linéaire.

1 0 1
(b) A=Mat,(u)=| 0 1 -—1|oue désigne la base canoniquelkfe
-1 0 1
(c) rg(w) =rg(A) =3
(10 -1
(d) On en déduit que u est bijective. De plus A=! = > 1 2 1 donc
1 0 1

R3 . ®
{(x,y,z) — %(x—z,x+2y+z,x+z)
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1 0
(e) On aB =Mat,V = ( 2 ) etAB = ( 3 ) Doncu (V) = (0,3,-2).
1

- -2
(a) u est linéaire par bilinéarité du produit vectoriel.
0 1 -1
(b) A=Mat,(u)=|-1 0 1 | oue désigne la base canoniqueRie
1 -1 0

(c) rgu=1gA=2.
(d) u n’est donc pas bijective.

-1 —2
(e) On aB=Mat,V = ( 0 ) etAB = ( 3 ) Doncu (V) = (-2,3,-1).

2 -1
(a) On vérifie facilement que est linéaire.
-1 0 0 O
(b) A=Mat, (u) = g 5 (1) . oue=(1,X,X?X3) est la base canonique Bg[X].
0 0 0 2

(c) rgu=rgA=3.
(d) u n’est donc pas bijective.
-1 1

(e) On aB =Mat,V = _13 etAB = _03 . Doncu (V) = 2X3 —3X? +1.

1 2
(a) On vérifie facilement que est linéaire.

1 0 O
(b) A=Maty —, (1) = (1 1 1) oue' estla base canonique &2 ete celle deR, [X].
1 2 4

(c) rgu=1gA=3.

Y B — RX
dA™'=-1-3 4 -1|.Onendéduitque™": 1
@ 2l 7 _» 1 . { (x,y2) — 5(2x+(—3x+4y—z)X+(x—2y+z)X2

1 1
(e) On aB =Mat,V = (—1) etAB = (1) Doncu (V) =3X? + X + 1.

1 3
(a) u est linéaire car I'opération de transposition est linéaire
1 0 0 O
0 1 0 N .
(b) A =Mat, (u) = 0 1 o0 oloue= (E11,E12,E21,E22) est la base canonique 08, (R)
0 0 0 1

(c) rgu=1gA=4.
(d) On vérifie sans peine que! = A ce qui se vérifie par ailleurs en remarquant que la transposst ung
symétrie délt, (R).

1 1
=1l 0 1 0
(e) On aB =Mat,V = 0 etAB = 1l Doncu (V) = (_1 1)
1 1
(a) On vérifie facilement que est linéaire.
1 01 0
(b) A=Mat, (u) = g (1) 1 o oue = (E11,E12,Ez1,E22) estla base canonique g, (R)
0 0 0 1
(c) rgu=1gA=4.
1 0 -1 O
e _ 01 0 -1 . MEB — DMH[®)
1_ ~1.
(d) On vérifie queA™" = o0 1 ol On montre par ailleurs ques: { M . E-M
0 0 O 1
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(e) OnaB=Mat,V=|_|etAB= .Doncu(\/)z(} 1)

(=R )
O =

Exercice 25.6( Q
R, [X] — Ry[X]
P — PH

1. Montrer quep est linéaire.

Soit 'endomorphisme : {

2. Ecrire la matrice de dans la base canonique Bg[X].

Solution :
0o 0 2 0 0
0 0 O 6 0
12
. . . . %5 0
0 ... ... ... ... .. .. nn-1
0 0
0 0

Exercice 25.61  ©
Soitg:P— XP'+P ouP est un polynéme.

1. Prouver qu® € £ (Rs [X]).
2. Calculer la matrice de dans la base canoniqueBgX].
3. Démontrer que cette matrice est inversible et calculeirseerse.

4. En déduire que est bijective et calculer 'image réciproque de chacun d@sniénts de la base canonique de
Rs [X] parg.

Solution :

1. La linéarité provient de la linéarité de la dérivation etla multiplication pak. Reste a démontrer Q&' + P
est un polynéme et quieg(XP’ + P) < 3 ce qui ne pose pas de difficulté.

1 000
2 0 k R K A . 0200
. Ona ¢(X*) =XkX* 1 +X* = (k+ 1)X*. D'ou la matrice M = 50 @
00 0 4
1 0 00
0 3 00
_1_ 2
M7=y 0 30
0 0 0 g

1
4. Ona (p_l (Xk) = ka

Exercice 25.62  ©
On consideére I'espace vectoriek € (R) et les vecteur$y, f», f3, f1 € E donnés par :

firtx—chx, f,:x—shx, f;:x—xchx et f;:x— xshx

1. Déterminer la dimension du sous-espace vectbriglE engendré par la famillg = (f1, f2, f5, fa)-
2. Soitg: f— f"=2f"+ f'— f. Montrer quap € £ (E).

3. Déterminer la matrice de dans la basé.

4. o est-elle un automorphisme #edansk ? Si oui, déterminer la matrice ¢! dans la bas¢.

5. Trouver une solution particuliére de I'équation diffdiielle : f"' —2f" + f'— f =shx+ xch x.
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Solution :

1. dimF =4 car la famillef est libre. En effet supposoRs € R, achx+ bshx+ cxchx+dxshx =0, en regardar
eno, on aa =0 on a donaixsh x = —(bshx+ cxch x) qui est donc une fonction impaire : d'at= 0. Comme en
+00, bsh x = o(xsh x) on en déduit qud, puisc sont nuls.

2. La linéarité est clairep(fi) = fo —2fi+ fo—fi =2 =3f,9(f2) =2f1 =3 fo,9(f3) = 2f4 —3f3 +4fi —4f, et
(p(f4) = Zﬁ)) = 3f4 + 4f2 = 4f1 .
-2 1 4 -4

~

1 -2 -4 4
<5 WIS 0 0 -3 2
0 0 2 =3
10 5 4 -4
115 10 -4 4 . .
4. M t=—-— . CommeM™! existe,p est un automorphisme de
1510 O 9 6
0 0 6 9
5. On cherche une solutiane F, vérifianto(u) = f> + f3 = v. Il suffit de prendra: = ¢~'(u) pour cela on calcule
10 5 4 -4\/(0 -9

1[5 10 -4 4|[1 16|, . 1
“lo o 9 6 (1117151 9 Douu——g(—3chx—2shx+3xchx+2xshx).
9

0 0 6 0 6

Exercice 25.65 QO
On considére ut-espace vectoriél de dimension et f un endomorphisme non nul @& Montrez quef? = 0 si et
seulement s’il existe une baselek telle que

010
Mate(f)z(o 0 0)
000

Solution : Si f?>=0,Im f cKer f. D’aprés le théoréme du rang,

dimIm f + dim Ker f =3

CommedimIm f < dim Ker f, il vient que3 < 2dim Ker f et donc qualim Ker f = 2. Commef n’est pas I'endo
morphisme nuldim Ker f = 2 etdimIm f = 1. Donc il existe un vecteu#, € E non-nul tel qudm f = Vect(e;). On
compléte en une base,, es) deKer f que I'on compléte ensuite en une basge;, es) deE. Commef(e;) € Imf, il

. . . 1 .
existel € R tel quef(ey) = Aey. Mais A n'est pas nul (sinorf = 0); on pose alors; = 3 €2 La matrice def dans Ig
basee = (e1,€3, e3) est de la forme souhaitée. La réciproque est évidente.

Exercice 25.62  QQ .
On considére la matrice = (a;;) € My R) donnée par ¥ (i, j)[1,n+11, a;; = (/"}). On suppose que est la
matrice d’'un endomorphisnes £ (R, [X]) dans la base canoniqae: (1,X,...,X") deR, [X].

1. SoitP e R, [X]. Expliciter6 (P).
2. En déduire qua est inversible et calculey™!.
3. CalculerA™ pour toutm € N.

Solution :
ao
1. SoienP = ap+ a1 X+...+a, X" €eR,[X] etV=Mat,(P)=| : |.Ona:
an
a i o (o)ax
O ¢ - o) [ Ho
o @ - @ k=1 1/
Mat, O (P)) =AV = | . dIBRE
o o [ (oD an-1+ (") an
0 0 0 (n) an ! (Z) an "
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n-1
groupant par coefficients et en utilisant la formule du bieGm

et doncd (P) = (ZZZO (g)ﬂk) + (22:1 (]f)ak)X+ - ((”_l)an_l + (nﬁl)an)X”‘1 +(Ma,X", ce qui amene, en re

0(P) X+ ta X+1)+ag

n [n n=lfp_q
anz ka+an_1Z( K
k=0 k=0
A X+ D"+ a X+ D" T+ X+ 1) +ag
PX+1)

On a alors montré qué (P) =P (X +1) |.

2. 0 est un automorphisme @, [X] et, pour touP € R,, [X], 0~! (P) = P (X - 1). On déduit de la question précédente

] . i1
queA est inversible et queA™ =Mat, (6~!) = (b;;) avec pour tout, j € [0,n], | b;j = (=1)7~" (f B 1)

3. De la méme fagon que précédemmatft= Mat. (6™) et, pour touP € R, [X], 8™ (P) = P (X + m) doncA™ = (c;;)

j-1
i-1/

avec pour tout, j € [0, n], | ¢;j = m/™"

Exercice 25.65  QQ
SoitA € M, (R). On définit I'application

fo] Te® — M@
A X —  AX

1. Vérifier quefy est un endomorphisme 88, (R), et déterminer sa matrice dans la base canoniqBAR).

2. Comparerg f etrgus ol ua est 'unique endomorphisme de matricelans la base canonique&fe

Solution :
a 0 b 0
. a b 0 a 0 b
1. SIA—(C d),on trouveM = c o0 d ol
0 ¢c 0 d

2. Engénéral ongg fy = 2rgun. SiA est inversible, alorg, est inversible, ef;' est définie par
L) ® — DL®)
I X — AKX
Si A est nulle, il en est de méme pofur.
Si A est de rang, alors il existe une relation de dépendance linéaire eagreléux colonnes. On retrouve ce
relation entre la premiéres et troisiéme colonndié’une part et entre la deuxiéme et la quatriéeme d’autre
Donc I'espace engendré par les colonnedidest de dimension inférieure ou égale.&ar ailleurs la premié
et la deuxiéme colonne sont linéairement indépendantest IB’résultat.

. Doncrg fa=4=2rgu,.

ptte
part.
e

Exercice 25.6¢ QOO
SonAeDnMR)déMﬂepamﬁz(—nﬁ( ”_f_l)(OSLjsn—ly
1. Démontrer qua® = (-1)"11,,.

Rp1 X — Rp [X]

Indlcanon25.24:Onpourracons:derér:{ PX) . (1—X)”‘1.P(ﬁ) .

2. En déduire que

nlncl -k-1 -0-1 -j-1 -
ZZ(—D”’”“(”i )(”j )(”g )=(—1)”16u

k=00=0

pour tout(n, i, j) € (N*), i, j < n.

| Solution :
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=(1-X)"*1eR,_; [X]. L est donc bien

1. Remarquons queest bien linéaire, et quaX) = (1 -X)""!

(1-X)k
1 n—k-1 -X n—k-1
un endomorphismé&?(X*) = (1 -x)*! (1 - ﬁ) =(1-x)"1 (ﬁ) = (-X)* k-1 —x).
n—k—1 k n-k-1, _y \k
LZ(X"):(I—X)”‘I(—L) (1—L) :(1—X)”—1(—L) (—X) = 1)7s Ik
1-X 1-X 1-X 1-X

Doncl?® = (-1)"idg, ,1x- )
Enfin La matrice dé&. dans la base naturelle Bg_, [X] est donnée par ses vecteurs colonnes.['& est donné

n—j-1 A i_  on-1 o
W““”ﬂ“XW*%=Z(4%n{ 1W=ZFDT111
i=0 l i=0 1

D

X!, On retrouve donc bien la matriee

On a donc biem3 = (-1)"'1,,.

2. Le calcul deB = A3 s’obtient par

n-1ln-1 n-1ln-1 (n-k-1 —0-1 —7i-1 . B
bij=) ) Qikrede; =) ). (—l)l(n . )(—l)k(n )(—l)e(n J ) D’ou le résultat.
k=00=0 k=00=0 l k ¢

25.12.8 Structure formée de matrices

Exercice 25.67
Soit 'ensemble

X

og:{( x i )ezmz(m | xeR\{O}}.

Montrer que, muni de la multiplication usuelle des matricgsest un groupe abélien.

Solution : SoitJ(x) = ( ) et]=J(1) . On aJj? =2J etJ(x)J(y) = 2xyJ =J(2xy). On a donc la stabilité et la commula-

X X
X X
tivité. On a aussi(x)J(3) =J(x) donc(3) est élément neutre Ktv)J (y) =J(3) lorsque2xy = 1 soity = . Tout élément
admet bien un symétrique.

Exercice 25.6¢  ©
Pour la multiplication usuelles des matrices carrées,rissmbles suivants sont-ils des groupes :

GL2,R)nIM2(Z2), MeIMy(Z) | detM =1} ?

. . ) . (2 0 . .
Solution : Le premier ensemble n’est pas un groupe car, par exempleztia:a{ . 2) ne peut avoir pour inverse qlie

1
( (2) g) qui n’appartient pas a I'ensemble.
2
NotonsG = {M e M, (Z) | detM = 1} et montrons qué& est un sous-groupe @d.; (R).
— la matrice identité appartienta

— SiA,Be G alorsAB € M, (Z) etdetAB = detA xdetB=1x1=1, et doncAB € G.
- SiA= (? Z) (a,b,c,d € Z) alors 2 ( d _b) = ( d _ab) appartient & et est l'inverse da.

detA | —¢ a —C

Exercice 25.6¢  ©
1. L'ensembleE = {(43):acR\{0}} muni de la loi de multiplication usuelle des matricesflg (R) est-il un
groupe ?
2. L'ensemble# (R) des matrices symétriques réelles d’orglrauni de la loi de multiplication usuelle des matri-
ces de, (R) est-il un groupe ?

Solution :
.(a 0 b 0 ab 0 .
1. Oui. ( 0 0) x ( 0 0) = ( 0 0). On a un groupe abélien.

. . _ . ~ . 1 1 0 0 0 1
2. Non. Le produit de deux matrices symétriques n’a aucuisenal’étre symetrlque(:1 0) x ( 0 1) = ( 0 0).

La loi n’est pas interne.
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Exercice 25.7( Q

c

1. L'ensemble des matriceé% d

) aveca, b, c,d € R tels quead — bc # 0 eta? — b> - ¢®> —d? < 1 est il un sous-
groupe désilx (R) ?
2. L'ensemble des matricég a‘fl) aveca e R* etb e R est-il un sous groupe del» (R) ?

c

3. Existe-t-il une valeuM € R telle que I'ensemble des matricEeZs d

) aveca,b,c,d € R tels quead — bc # 0 et

a <M forme un sous-groupe d&,(R) ?

Solution :
1. L’ensembles des matriceézz 2) aveca, b, c,d € R tels quead —bc # 0 eta® — b*>—c®>—d? < 1 n’est pas un sous-
roupe deGl;(R). En effet les deux matric 1 1 et Lo appartiennent & et leur produi 2 12
groupe aes2(%). D 1/2) 1 12) PP P 1/2 1/4

n’appartient pas &.

a
0

-1, élément neutre dél, (R) appartient &1.

2. L'ensembleH des matrice{? alfl) aveca e R* etb e R est un sous groupe dd,(R). En effet,

ac ad+bc!

D

- SoientM = (g b ) etM’ = (C C‘_il) deux éléments dd alorsMM’ = ( ) donc le produit de

a’! 0 0 (a0
deux éléments dd appartient &.
- SoitM = (a b ) AlorsM™! = (a_l _b) appartient &
0 al'l 0 a ’

c
d
raisonnant par I'absurde, qu’il n’existe pas de valdia R telle queKy: forme un sous-groupe @&, (R).
SoitM € R tel queKy forme un sous-groupe d&, (R). AlorsT, appartient &y doncM = 1. Ainsi, les matrices
1+n 2

1

3. SoitKy I'ensemble des matric{% ) aveca, b, c,d € R tels quead — bc # 0 eta <M. Nous allons montrer, gn

A= (1 i) et, pour toutn e N, A, = (rll i) appartiennent &,, donc le produiAA,, = ) appartient &

0
K,. En conséquence, pour taut N, on a :1+ n <M, ce qui est absurde.

Exercice 25.71 Q
Soient les ensembles

L:{( o g )eimz([ﬂz) | xeR} etM:{( ot )e{)ﬁg([R) | xe[R}.

Etudier si, munis des lois usuellésetM sont des anneaux, des corps.

Solution : SoitA(x):( g 8

anneau et méme un corps. De fait; x e R — A(x) est un morphisme d’anneaux.
SoitB(x) = ( o

associative, commutative, distributive par rapport adiidn. En revanche il n’y a pas d’élément neutre. Bien editehn
M n’est pas un corps.

). On aA(x) + A(y) = A(x + y) etA(x) + A(y) = A(x + y). On vérifie ainsi quéM est un

fx ) = xA(1). On aA(1)?> = 0. On en déduit qua(x)A(y) = 0 = A(0). La multiplication est dont

Exercice 25.7: ©

Soit la matriceA = (_11 i

Montrer queé est un sous-espace vectorietia (R) et déterminer sa dimension.

). On note€ I'ensemble des matrices qui commutent akec

MB® — MR

X . AX-XA et en tant que tel est un sous-espace vectorighgr).

Solution : € est le noyau d¢y : {

. . . . 1
On a clairemenh € € etl, € €. Remarquons aussi que les matricesédeommutent aussi avec=A -1, = (_01 0).

SoitM = (z Z) € €, on aSM = (_Ca _db) etMS = (:Z Z) On a donc-b = c eta = d. Donc€ est bien Ig

sous-espace vectoriel g, (R) engendré pak etl, (ou pars etl,.)
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Exercice 25.7: Q
Posons :

10 0 -1
c — E

_ 21 \érifi 2_ _ ranplicatiof -
etE = {xI+yJ | (x,y) e R?}. Vérifier queJ* = —1 et montrer que I'applicatio® : { x4iy — xl+y) est un

isomorphisme de corps.

Solution : 8 est linéaire, eéd(x + iy) = xI + y] = 0 n'est vérifié que poux = y = 0. 6 est donc un isomorphisme linéajre
entreE etC.
Une fois établi? = -1, on en déduit qué((xI+ y))(x'T+ y'])) = 0((xx' — yy) I+ (xy' + yx)]) = 0(xI + yNO(X'T+ y']).

Exercice 25.7¢  QQ
Soitc > 0.

M(x) =

— 0%

Comme on &(I) = 1, on a bien un isomorphisme de corps.
1
o ; XEl—c;cl.
2
Vi-%
C

Démontrer que cet ensemble de matrices est un sous-gfdeagioi ?)

SR ~

. . 1 1 5
Solution :  On posep =argt{%) ; Soitx = c.thg. Or1- th*¢ = ——. Donc——— = chp, et—-— = shp. Donc
‘ chto 1-x -
Cz 02
_( che shp _ y
M(x) —( shp chp ) En posand =argth{t),

chip+9) she+9)
Shp+9) chie+9)
I'appelle le groupe de Lorentz.

on aM(x). M(y) = ( ) On obtient bien un sous-groupe du groupe des matricessibies. O

Exercice 25.75  QQ
On considére le sous-espace vectorielefts(R) engendré par les matrices

-1 0 1 -1 1 0
A=]11 -1 0 et B=1{0 -1 1
0 1 -1 1 0o -1

Montrez qu’aucun élément den’est inversible. Montrez qQu&, +, x) est un corps isomorphea

1
Solution : SoitM = \A + uB etX = 1). On aMX = 0. DoncM n’est pas inversible.
1
Pour la suite, on a besoin de quelques calculs euphorisams-BA = —(A + B); A> = B—2A; B> = A—2B. On en|
déduit quev est stable par multiplication. On remarque ensuite@uée+ puB)(A'A+ W'B) = [A— (X' — ) —3AN| A +
[A = —p")=3up']B. On en déduit que la multiplication est commutative dan®n cherche I'élément neutre fle
V sous la forméA + W'B. On doit avoir(AA + uB)(\'A + u'B) = AA + uB pour tous\ ety, donc en particulier lorsqye
A—u=0, ce quidonnd’ = ' = —1. On pose alorg = -1 (A+B). Ensuite on vérifie qu&(A+B)+3A =B(A+B)+3B =0
ce qui veut bien dire quEE = A etBE = B. On en déduit par linéarité qiieest élément neutre depour la multiplication
Enfin(A-B)? = A% + B> —2AB = —(A + B) + 2(A + B) = —3E. Donc en posart= % (A-B), onaj® = -E.

C — Vv
z=a+bi — aE+D]

est un isomorphism

1)

Maintenant on a tout reconstitudE,]) est une base dé et o : {

d’anneaux qui transporte la structure de corpg dgirV.

Exercice 25.7¢  QQQ

cos?9 —sin29 sin?9
Pour toutvd e R, on posd’'g =| cosV.sind cos2d —sind.cos?d
sin?29 sin29 cos?9

1. Démontrer qué = {T'y, € R} est un groupe.
2. CalculerdetTy.
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Solution :
1. SoitA=Tg.I'y = (a; j)1<i j<3- On a
a1 = cos?9.cos? @ —sin29.cos@.sing +sin?9.sin? @
= cos?9.cos? @ —2sind.sin @ cos@.sin@ + sin? .sin? ¢
= (cos9.cos@—sind.sin (p)2 = cos? (9 + ).

aip, = —cos?9.sin2¢ —sin29.cos2¢ +sin? 9.sin 2¢
= —sin2¢.(cos? 9 —sin?9) —sin29.cos 2¢ = —(cos 20 sin 2¢ + sin 29. cos 2¢)
= —sin2(9+¢).

ai3 = cos?9.sin? @ +sin29.cos.sin @ +sin?9.cos? @

= cos?9.sin? @ +2sin9.sin @ cos.sin @ +sin? 9. cos? ¢
= (cos9.sing +sind.cos (p)2 =sin?(9 + ).
a1 = cos9.sind.cos? Lp +¢0s29.cos @.sin @ —sin 9. cos Ysin? ¢
= sinf) cos 9.(cos? ¢ —sin? @) +c0s2\°) cos @.sing
= 3 1 (sin29.cos 2@ +c0s29.sin2¢) = 5 sm(28 +2¢)
= sin(@+).cos(D+¢@).

azp = —cosd.sind.sin2¢ + cos29.cos2¢ —sind.cosVsin2¢
= ¢0s29.cos2¢ —2cosV.sinD.sin 2¢ = cos29.cos2¢p —sin29.sin 2¢
= cos2(0+¢).

a3 = cos9.sind.sin? @ —cos29.cos.sing —sin9.cos9.cos? @

= —ap)=-sin(D+@).cos(D+ ).

as; = sin?9.cos? @ +sin29.cos@.sin@ +cos?9.sin? ¢
= a3 =sin>(9+¢).

as, = —sin®9.sin2¢ +sin29.cos2¢@ + cos?9.sin2¢p
= —al,gzsin2(8+tp).

asz = sin?9.sin? 0= sin29.sin ¢.cos ¢ + cos? 9. cos? ¢
= a1 =cos (8+Lp)

Flnalemenrg I'y =T94¢. On a donc un morphisme @esurt, qui fait donc da” un groupe.

2. Un calcul avec la régle de Sarrus n’est jamais méprisable :
detI'y = cos?9.cos29.cos?9+sin29.sin9.cos9.sin? 9 + cos D.sin 9.sin 29.sin? 9
—sin?9.co0s29.sin? 9. + sin29. cos 9.sin 9. cos? 9 + cos? O.sin 9. cos O.sin 29
= ¢0s%9.c0s29.cos? 9 +sin29.sin 9.cos O + cos . sin 9. sin 29 — sin? . cos 29. sin® O
c0s%9.c0s29.cos? 9+ 2.5in 29.sin 9. cos O — sin 9. cos 29. sin% 9
€0s29.(cos* 9 —sin? 9) + sin 29.sin 29.
= ¢0s29.(cos? 9 —sin?9).(cos? O + sin® ) + sin 29.sin 29.
€0s29.cos29 + sin 29.sin 29 = cos?(29) +sin?(29) = 1.
Sion utlllse le fait qua = {T'y, € R} est un groupe, alors un argument plus savant permet d’atzuthéme
résultat :
Tous les éléments d& sont en valeur absolue inférieurs.&Donc|detTg| < Y 1<6.
eSS
Or9 — detT'y est un morphisme de groupes. Son image est donc un sous;gvou;é deR. Il est donc inclu$
dans{-1;1}. De plus,9 — detT'y est une application continue &edansR, son image est donc un interva

C’est dond1}. Donc,V9 € R, detI'g = 1.

Exercice 25.77
Pour chacun des sous-ensembles suivants :

1. Montrer que c’est un sous-espace vectoridl déis (E).
2. En donner une base et la dimension.

a -b a 2a c—b a
F, = b —-a b ||abeR et Fp= 3b+c a-b a+2c ||abceR
a -b a a+3c b —a-—c
Solution :

1 1 0 -1 0
1. K =Vect((0 - 0),(1 0 1))
1 1 0 -1 0
1 0 -1 0
(Al
il =1/ lo 1 0

\S)

0
:

2. F, =Vect

D = O
—

o — o
P o =
=)
N —
Neeee—"
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Exercice 25.7¢ Q

SoitE 'ensemble des matrices €8, (K) de la forme A = ( a+b b

-b a-b
1. Montrer quUEE est un sous-espace vectoriekdig (K). Donner une base de
2. Montrer quet est un sous-anneau commutatifiie ().

3. Déterminer les éléments inversibleside

4. Déterminer les diviseurs de zérokle

) avec(a, b) € K2.

Solution :
rRZ —
1. Lappllcat/omp:{ (@b)

—

E

( a+b b ) est linéaire, clairement surjective. Son noyau est rédyit a
-b a-b

vecteur nuly est donc bijective. Une base Beest donc, par exemplep(1,0), (0, 1)).

;o _[a+b b a+b b _( ad' +ab' +bd ab' +ba' |
2 9labo@,b)= -b a-b ) - d-b | —ba' —ab'  ad -ab -bd ]
@(ad',ab + ba'). E est donc stable par multiplication. Comme il contient ¢(1,0), c’est un sous-anneau fe
M> (K).

3. Les éléments inversibles Hesont ceux pour lesquets# 0. On a alorsp(a, b)™! = ¢ (é _a_bZ)'

aad = 0
ab'+ba = 0
a’' =0. Donc les diviseurs de zéro sont g0, b).¢(0, b")) avecbb’ # 0.

4. En résolvant le systérr{e On obtient par exemple = 0 ce qui interditb = 0 et implique|

Exercice 25.7¢ QO
Une matrice\ = (a; ;) deMiz (R) est dite magique si elles vérifie lesonditions suivantes :
3
1 Pourtoutj€{1,2,3},ona:)_a;;j=0.
i=1
3
2 Pourtouti€{1,2,3},0ona:)_ a;j=0.
j=1
3
3 Ona:z a;i =0.
i=1
4 ai3+ag+az =0.
On notera# I'ensemble des matrices magiques.
1. Montrer que I'ensemble des matrices magiques possedgnueture d&R-espace vectoriel.
2. Montrer que sM e .# alors'M e .4 .

3. Caractériser les matrices magiques antisymétriquessehétrices symétriques. On noteral’ensemble des
matrices magiques antisymétriques#t’'ensemble des matrices magiques symétriques.

4. Prouverques & . =/ .
5. Interpréter le résultat obtenu.

Solution :

1. ./ estlintersection des noyaux de huit formes linéairesstd®nc un sous-espace vectoriebitg (R) comme
intersection de sous-espaces vectoriels.

3 3
2. Cestclair, les roles des formes linéaites— Y_ a;. etA— Y ay; étant échangés.
i=1 i=1

0 —-a a
3. SoitAe o/. On aay; = azp = ass =0. En posanti = a3 on obtientA = ( a 0 —a) et
-a a 0
0 —-a a
dz{(ﬂ 0 —a)laE[R}.
-a a 0
SoitAe.¥. En posanti= a;3 on obtientas; = a etay, = —2a. On poseb = ay» d'olaz = b, a;1 =—a—Db, ass =

-b b 0
b+3a, axs = as» = 2a— b. La somme de 1a6™M€ colonne donnéa = 0. Donc.¥ = { ( b 0 —b) |beR }
0 -b b
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4. M3 (R) est la somme directe de 'espace des matrices symétriqaied’espace des matrices symétriques. Qonc
afortioric ® .7 = M. (A= 3(A+'A) + 3 (A-A)).

-b b-a a
5. Onendéduitque#’ =< |a+b 0 -a-b||(ab)eR?}.
-a a-b b

Exercice 25.8C ©
(Eg(trait des petites Mines 2006)
I-Etude de deux ensembles de matrices

Soit(x, y) un élément quelconque &. On noteMy,, la matrice

xX=y y
2 xX+y
SoitX le sous-ensemble &, R) tel quex = {M,,, | (x,y) € R*}.

1. Quelle relation doivent vérifier et y pour que la matricé,, ne soit pas inversible ? Calculer le produit
My, x M_y,,. En déduire l'inverse dsly,, lorsqu'il existe.

2. T est-il un sous-espace vectoriel @8, (R),+,.) ? On justifiera sa réponse.

. 0 O
SoitA = (_2 0

3. Montrer qug est un sous-espace vectoriel(@g, (R),+,.).

) €M, (R) et ={A+My,y | (x,y) e R?}.

4. Quelle est la dimension d& Déterminer une base §le
5. Montrer que la lok est interne darls

I - Etude d’une application d®t, (R)

SoitB une matrice quelconque 88, (R). Soitgpg 'application dedt, (R) dansii, (R) qui a la matric& associe la
matriceypp (X) =B x X.

1. Montrer quepg est un endomorphisme de I'espace vectdai®} (R), +,.).
2. On suppose dans cette question jaeM, | = (; 31;)

(a) ¢g est elle surjective ? Bijective ?

(b) Déterminer la matrice deg dans la base canonique & (R).
On rappelle que la base canoniquedfig(R) est constituée des matricds 1,E1,2,E21,Ez2) ou

1 0 0 1 0 0 0 0
E“_(o 0) El'z_(o 0) Ez'l_(l 0) et Ez'z_(o 1)

3. On prend dans cette questi®a My _, = (; :;) og est-elle surjective ? Bijective ?

Solution : 1.
1. My, n'est pas inversible lorsque’ — y* —2y = 0. Dans les autres cas],,, est inversible dan3, R), mais|
peut-étre pas dars
My,y x M_yy = (y* = x* + 2))Io. Donc, lorsquec® — y* -2y # 0, My, = M(— y2-;2+2y’ y2_;’2+2y) qui appartient
bien ax.
2. La matrice nulle n’appartient pagaDoncX n’est pas un sous-espace vectorie(d® (R), +,.).
2 —~ E
(x,y) — A+My,
nul. ¢ est donc bijective.

4. Une base de est donc, par exemplep(1,0),¢(0,1)). ] est de dimensioa.

ron_ [ X=Y Y =y oy [ X —xy —yx+yy xy' +yx
= Lp(x,y).(p(x,y)—( 0 x+y ( 0 X +y )_( 0 xx' +xy +yx'+yy
=o@xx' +yy',xy' + yx'). C'est bien dire que la lot est interne dars

3. L'application : { est linéaire, clairement surjective. Son noyau est réduitecteu

1.
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1. On aB(AX+ pY) = ABX + uBY. De plusBX € M, (R). @p est donc un endomorphisme @&, (R), +,.).

3

2. (a) OnaB™'= (_2

_11). On agy-1 (9 X)) =B~ . (X) = B"'BX =X. On a donapy-1 = (¢p) .

(b) Ona&BE,; = (1 1) (1 0) = (1 0) =Ej,1 +2Ey,1. On obtient ainsi la premiére colonne de la matricege

2 3/10 O 2 0
1 1 01 O
. |o R 01 0 1
dans la base canonique W& (R) : 9 . On trouve de la méme facon les autres colon (—215.0 3 ol
0 0 2 0 3

3. Cette foisB n’est pas inversible. Puisqu'’il n’est pas question d’obtane solution apg (X) = I, @ n'est pas
surjective et donc pas bijective.

Exercice 25.81 QO
Soit une sous-algébkg de I'algébre.(E). On suppose quef € L(E), f> e o/ = f € «. Montrer que« = L(E).

Solution : Raisonnons de fagon équivalente sur les matrices carné@soSons que/ soit une sous-algébre 88, (K)
vérifiantyM € M, (K), M? € o = M e . Il suffit de montrer que toute matri€; de la base canonique appartient
a«/. Commes/ est une sous-algebre HEE), Oy € «/. Or si(i, j) € [1,n]?, Eﬁj =E;;Eij = 8;;E;;. Par conséquent,
sii#j, E?j. € o et doncE;; € «/. Soit maintenant € [[1,n]]. Soitj # i. On sait quek;;,E;; € «/ et commes/ est
une sous-algebre dgE), le produitE;;E;; = E;; est encore dang. Commes/ contient toutes les matrices de la base
canonique et que c’est un sous-espace vectoriides), of =M, (K).

25.12.9 Changement de base

Exercice 25.82  ©
On considére I'espace vectori®! muni de sa base canoniqee: (ey,e;). On considére 'endomorphisnfede R?
donné par :

f(el) =e +e et f(ez) =—e1+2e

. Déterminer la matric& de f dans la base canoniqae
Soitv = xe; + ye, € R?. Calculer les composantesety’ de f (v) dans la base canonique
On pose ¢ = e, ete, = e1 + e2. Prouver que = (g1,¢€,) est une base de
. DétermineP,_.¢ ainsi qUeP,_,.

AN W N R

. En déduire la matrice de f dans la base et en déduire les expressionsfie,) et f (e;) en fonction de, et
€2.

Solution :

1. A=

1 -1
1 2
2. Parlinéarité d¢ : f (v) = (x—y,x+2y)

3. CommeMat, (g) = ((1) i) et que cette matrice est inversible, la famillest une base d&.

-1 1
4. CommeP,_.. = Mat, (€) alorsPe_., = (Po_¢) ! = ( )
1 0

5. La formule de changement de base améreMat; (f) = Pe—.Mat, (f)Pe—e. Aprés calcul, on trouve B =
3 3
Exercice 25.8: ©

Soit(ey, es, e3) la base canonique @8. On pose :

f1=e1—ez+2e3, f2=e.2+e3, e1+2e3

1. Prouver quéfi, f, f3) forme une base d&*.
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2. Ecrire la matrice de passage de la badda basef .
3. Déterminer la matrice de passage de la lfaada base.

4. On considére le vecteurde coordonnées-1,0,2) dans la base canonique. Quelles sont ses coordonnées dans
la basef ?

5. On considére I’endomorphisrﬁe{ (x,[R; 2) : [Fi+ y=22,-x-z-x+2y) ° Déterminer la matrice d&
dans la bas¢.
Solution :
1 0 1
1. OnaMat.(f)=| -1 1 0 [.Ledéterminantde cette matrice et On en déduit que la famill¢ est libre
2 1 2
et comme elle est de cardinal égal a la dimensioR’dgue c’est une base 8.
2. Par définition P,_. y = Mat, (f).
-2 -1 1
3. Deméme;_,=(Po—f) ' =| -2 0 1
3 1 -1
4
4. D’apreés la formule de changement de bsser u=Py_.Mat, (u) =| 4
-5
1 1 -2
5. OnaMat,(©)=| -1 0 -1 [.Enutilisantlaformule de changement de bsise; (0) = Ps_..Mat, (0) P._. f,
-1 2 0
8 5 8
on trouveMaty (@) =| 5 4 5
-12 -6 -11

Exercice 25.8¢  ©
Soient:
P1=X?+1, P,=X+1 et P3=2X>-X

On note% = (1,X,X?) la base canonique @& [X].

1. Montrer que' = (P1,P,,P3) forme une base d& [X].

2. Ecrire la matrice de passagedea %', puis celle de’’ a 4.

3. SoitP (X) = X? - X +2. Donner les composantes Bl@ans la base?'.
R [X] — R2(X]

P . oxp Déterminer la matrice deé

4. On considere I'endomorphisme Bg[X] donné pa# : {

dans la basezg'.

Solution :
1 1 0
1. OnaMaty (#')=| 0 1 -1 |etdetMaty(%')=1 donc la famille#' est libre. Cette famille est de plus de
1 0 2
cardinal égal a la dimension &g [X] ce qui prouve que c’est une baserggX].
2 =2 -1
2. OnaPy_ .z =Maty (B) etPy_z=(Pu_z) '=| -1 2 1
-1 1 1
2 -2 -1 2 5
3. OnaMatg (P)=Pg_gzMatzP) = -1 2 1 |x| -1 |=| -3
-1 1 1 1 -2




0 0 O =B =B =2

4. OnaMatz(0)=| 0 1 0 |etMatg (0)=Pgm_pzMatzO)Pyp_z=| 2 2 2

0 0 2 2 1 3

Exercice 25.85  ©
On considér& = R etF = R? tous deux munis de leurs bases canoniques respectives mpterae = (e;, e, e3) et

. 5 — R?
f=ff)- SOItu.{ (x,y,2) — (x+yy-2) "
1. Prouver quere ¥ (E,F) et écrire la matrice de relativement aux baseset f.

2. On considére les familles de vecteelrs (¢}, ¢}, e}) avece] = (0,1,-1), €, = (1,0,2),e5 = (1,1,0) et f' = (f/, f;)
avecf! = (1,0), f, = (1,1). Montrer que’ et f' sont des bases de respectiventeatF et écrire les matrices de

changement de base d&erse’ et def versf’.
3. En déduire la matrice derelativement aux baseset f'.

Solution :

1 1 0
1. On verifie facilement que est linéaire. De pluiaty._, (u) = ( )
0 1 -1

0 1 1
2. OnécritMatee’=| 1 0 1 | etcommedet(Mat.e') =1 on en déduit que’ est une base dé. De méme
-1 2 0

1 1
Maty (f') = ( 0 1 ) etdet(Mats(f')) = 1. La famille ' est donc une base de De plusP,_., = Mat. e’ et

Pf—»f’ = Matff'.
3. La formule de changement de basesMest;_ . (u) = Ppi_fMats._, (u) Po_.or €F COMMEP 11— p = (Pf_,fr)_l =
1 -1 -1 3 1
onaMatr o (u) = .
0 1 2 =2 1

Exercice 25.8¢  Q
Dans leR-espace vectorieE = R> muni de sa base canoniqagon considére la famille de vecteurs: (e1,¢e5,€3)

donnés pat; = (1,0,2), €2 = (0,1,1), €3 = (1,0,1). Poson§ = Vect (¢1,€2) etG=Vect (€3).
1. Montrer qué& etG sont supplémentaires dahsDonner une base deadaptée a la supplémentarité de ces deux
sous-espaces vectoriels.
2. Ecrire, dans la base la matrice de la projectiop deE surF parallélement &.
3. En déduire les matrices, dans la bastke :
(a) la projectiory’ deE surG parallelement &.
(b) la symétries par rapport & parallelement &.

Solution :
1 0 1
1. OnaMat,(e)=| 0 1 0 |etdetA=-1.Lafamillee estdonc une base @e On en déduit qu&,,e,) forme
2 11

une base dB et que(es) forme une base de. Ces deux sous-espaces sont de plus clairement suppléreseta
la base: est adaptée a cette supplémentarité.
1 0 0
2. OnaMat.(p)=| 0 1 0 | et enutilisantles formules de changementde basg(p) = P,— Mate (p) Pe—.

0 0 O
-1 -1 1
avecP,_.. = Mat, (¢) etPe_, = (P.—¢)~'. Apreés calculs, on trouvdat, (p)=[ 0 1 0
-2 -1 2
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2
3. (a) Onsait que + p’ =idg. DoncMat, (p') =13 —Mat.(p)=[ 0 0 0
2

(b) On sait aussi que=2p —idg. DoncMat, (s) =2Mat.(p)-Is=| 0 1 0

Exercice 25.8; Q
SOItE=R3,&,=(0,0,1), &2 = (1,1,1) etez = (0,1,1). On pose F =Vect (e1,€;) €tG = Vect (€3).

1. Prouver que = (g1,€2,€3) €st une base deet en déduire qUBE=F & G.

2. Déterminer la matrice dans la base canonigdeE de la projectiorp surF parallélement &.

3. En déduire, dans la base canoniqué&Edéa matrice de la symétrie par rapport & parallelement & et la
matrice de la projectiop’ surG parallelement &.

Solution :
01 0
1. Comme la matricdlat,(e)=|0 1 1| estinversible, la famille est une base d&. Comme(e,e,) est une
1 1 1
base d& et que(es) est une base de, on en déduit QUE =F & G.

1 0 0
2. On sait queMate(p) = [ 0 1 0 | donc grace aux formules de changement de bsse.(p) =

0 0 O

0o -1 1

Pe_e Mate (p) Pe—e aveCPe—e = Mat, (€) €tPe—. = (Pe—e) '=| 1 0 0|. On effectue les calculs et on trouve
-1 1 O

1 0 0
Mat.(p)=|1 0 0
1 -1 1

1 0 O 0 0 O
3. On sait que =2p —idg et quep + p' =idg doncMat, (s) = (2 -1 0) etMat, (p') = (—1 1 0).
2 =2 1 -1 1 0

Exercice 25.8¢
2 1 =2

SoientA=| 0 1 0 |[ete={(e ese3) labase canonique @&. Soitf 'endomorphisme d&3 représenté pax
4 1 -4
dans la base. On pose; = (1,0,1), €2=(0,1,0), €3=(1,0,2) et e=(g1,€2¢€3).
1. Montrer que est une base de&.
2. Ecrire la matrice d¢ dans cette base.
3. Déterminer une base #Her f et delm f.

Solution :

o = O

1 1
1. On vérifie quéMat, (¢) = (0 0) est inversible done est une base d&.
1 2

2. D'apres la formule de changement de b&s#, (f) = Pe—.Mat, (f)Pe—e avecP._.. = Mat, (e) et Pe_, =

2 0 -1 01 0
(Pe—e)'=[ 0 1 0 |. llvientMate(f)=|0 1 0 [.

-1 0 1 0 0 -2
3. Les deux derniers vecteurs colonnesMie (f) sont non colinéaires et le premier est nul deg¢ = 2 et
dimIm f = 2. Les vecteurs (e2) = (1,1,0) et f (e3) = (0,0,—2) sont non colinéaires et dans Iimage flell
forment donc une base @@ f. La formule du rang permet d’affirmer qdén Ker f = 1. Commef (g;) = 0, une|
base dé&er f est(e;).
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Exercice 25.8¢  ©
SoitE unlk-espace vectoriel muni d’'une base (e1, e2, e3). On considéerg I'endomorphisme d& dont la matrice
3 -2 -4

danslabaseestA= 1 0 -2
1 -1 -1
1. Calculem\?. Que peut-on en déduire au sujetfie
2. Déterminer une base tia f et deKer f.

3. Prouver de deux fagons différentes duwef etKer f sont supplémentaires dahs
4. Quelle est la matrice deérelativement a une base adaptée a la supplémentatflité fiet deKer f.

Solution :
1. On vérifie facilement qu&? = A. On a alorsf? = f et f est donc un projecteur de

X 3x-2y—-4z =0 2
2. SoitX = ( ¥ ) Ona:AX=0sietseulementsix—2z =0 c’est-a-dire si et seulementse Vect( 1 )
< X-y-z =0 1
On en déduit quEer f =Vect (e1) olie; =2e) + ey + es. Par ailleurs, posons = f (e;) etes = f (e2). On vérifie,
par un calcul matriciel facile que = 3e; +e;+e3 et quess = —2e; +e3. Les vecteurs, etes sont dandm f et sont
non colinéaires. Ils forment donc une famille libre. En agpdnt la formule du rang, on montre qdienIm f = 2.
Il s’ensuit que cette famille est une basduef.

3. Commef est un projecteulm f etKer f sont nécessairement supplémentaires 8ans

4. Utilisant la question précédente, la famileest adaptée a la supplémentaritéloef et deKer f. On obtien
0 0 O

facilement Mate (f)= 0 1 0
0 0 1

Exercice 25.9C ©
2 4 4

Soite = (e, ez, e3) la base canonique d¥ et soitA=| 0 4 2 |. Notonsf I'endomorphisme d&3 dont la
0 -4 -2
matrice dans la bageestA.
1. DétermineKer f etIm f. Démontrer que ces sous-espaces sont supplémentaire&’dans
2. Déterminer une base a la supplémentaritendg et deKer f et écrire la matrice d¢ dans cette base.
3. Ecriref comme composée de transformations vectorielles élérmestai

Solution :

1. Pour toufx,y,z) € R®, on Vvérifie facilement qué (x,y, z) = (2x+4y +4z,4y +2z,—4y —2z). On en déduit qu
Ker f = Vect (e1) olie; = (2,1,-2)et quem f = Vect (e3,€3) ol = (1,0,0) etes = (0,1,—1). On vérifie facilemen
que la famillee = (g1,€,,€3) est une base dé Comme(e;) est une base déer f et que(e,,e3) est une base de
Im f, on sait quém f etKer f sont supplémentaires dafis

2. La famillee est adaptée a la supplémentaritdalef et deKer f. Utilisant la formule de changement de base :

~ 1D

2 1 0 0 -1 -1
Mate (f) = Pe—eMate (f)Pe—e OUPe—e = 1 0 1 [etouPe_.=P..."'=| 1 2 2 |, onobtient
-2 0 -1 0 2 1
0 -1 -1 2 4 4 2 1 0 000
Mate(f)=] 1 2 2 |x[0o 4 2 (x| 1 0 1 |=[0 2 0
0 2 1 0 -4 -2 -2 0 -1 0 0 2

3. f est alors la composée de I'homothétie vectorielle de reapper de la projection d&® sur le planim f paral-
lelement au plaiier f.
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Exercice 25.91  ©
SoitE uniK-espace vectoriel muni d’'une base (e1, e2,e3). On considéerer e £ (E) représenté dans la basear la

1 0 O
matriceA = 1 2 0
-1 0 2

1. Montrer que la famille = (e1,€2,e3) avece; = (-1,1,-1), €2 = (0,1,0) etes = (0,1,1) est une base d& Ecrire
la matrice de passage de la basela base.

2. Calculer la matrice de dans la base.
3. En déduire la matrice dé€' dans la base.

Solution :
-1 0 O
1. CommeMat,(e)=| 1 1 1 |etquedet(Mat,(€)) =1, la famille f est de rang et forme donc une base fle
-1 0 1

E. De plusP,_.. = Mat, (¢).

2. Appliquant les formules de changement de baskkt; (1) = Pe_..Mat, (1) Pe_e avecPe_, = (Po_e)™! =
-1 0 O 1 0 O

2 1 -1 |etMat,(u)=A.On endéduitqudlate(u)=| 0 2 0
-1 0 1 0 0 2
1 0 0

3. NotonsP =P, etAq=Mat (w). On a donc Mat, (u") = A" = (PAP~!)" =PAIP~1=| —1+2" 27 0
1-2" 0 2"

Exercice 25.92 ©
On considére lé-espace vectorigh = R3 muni de sa base canoniqee: (e, e, e3). Soitu I'endomorphisme d&

0o -2 1
représenté dans la basear la matrices=| -3 -1 3 |. Le but de cet exercice est de trouver une kagdek tel
-2 -2 3

que dans cette base la matriceudest diagonale. On dira alors qu’on a diagonaidisé
1. Développer le polynénie(\) = det(A— Al3). P est appelg@olynbme caractéristiquede u.
2. Calculer les racines de Les trois réels trouvés sont appelgateurs propresdeu.

3. Déterminer des vecteuwrs e, €3 deE en sorte quée,) forme une base déer (u—id), (e2) forme une base de
Ker (u—2id) et(e3) forme une base déer (u+ id). Ces trois vecteurs sont descteurs propresdeu.

4. Montrer que = (g1,¢€2,€3) est une base de
5. Vérifier que la matrice de dans la base est diagonale.

Solution :
-A -2 1
1. OnaPAN) =det(A-Alz)=| -3 -1-A 3 |. En effectuant les opérations élémentaites- C, + Cs puis
-2 -2 3-A
-A+1 -2 1
L3—L3—L;,onaP(A) = 0 -1-A 3 =(=A+1D)(1-N)@2=-A).

0 0 2—-A
2. Les valeurs propres desontl, —1 et2.

X
3. Soit(x,y,z) € R3. PosonX = ( y ) On a :u(x) —x =0 si et seulement siX —X = 0 qui est équivalent &
z

[

—2y+z-x=0
systemg -3x—-2y+3z=0 On Vérifie que I'ensemble des solution de ce systéme est grarkiéct (e,) aved
—2x-2y+2z=0
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€1 =(1,0,1). DoncKer (u—id) = Vect (e1) On montre de méme q&er (u—2id) = Vect (g2) avece, = (—1,1,0)
et queKer (u+id) =Vect (e3) aveces =(1,1,1).
1 -1 1

4. CommeP =Mat.(e)=| 0 1 1 |etquedet(P)=1, lafamillec estde rang et forme une base de

1 0 1

5. On a Matg (1) = Pe—.Mat, (1) Po_. avecPe_.= Mat.(€))"'=| -1 0 1 |etdonc:

1 0 0
Mate(u)=] 0 2 O
0 0 -1

Exercice 25.95  QQ
SoitE = R?. Déterminer tous les endomorphismesL(E) tels que :

Ker(u) = Vect(1,2), etImu = Vect(1,1)

Solution : Posonsfi = (1,2) et f, = (0,1). Commef, et f, ne sont pas colinéaires f,) est non nul et élément gle
Imu. Il existe donax # 0 tel queu(f,) = (o, ) ae; + aez = afy —afo =. On Vérifie facilement qu¢ = (fi, f>) forme

3 0 « 10 1 0
2 — — —_p-1 _ 4
une base dR”. Il est clair queMat; (u) = (0 _a). De plus,p,_.; = (2 1) etPf .. =P, .= (_2 1). On en deduit

:;g g). On en déduit que (x,y) = a(-2x+ y,—2x+y). Réciproquement, 9

Vvérifie facilement que tous les endomorphismes de cettegfeatisfont I'hypothése.

S

queMat, (u) = P, gMats () Py, = (

Exercice 25.94 QO
1. Soit unk-espace vectori@l de dimension finie et un endomorphisme L(E) de rangl. Montrer qu’il existe
AeK tel queu? = Au.

2. SoitA € M, (K). Montrer querg(A) = 1) <> (IX,Y) € M, (K)** A=X"Y).
(i) (i)

Solution :

1. Commeag(u) =1, d'apres la formule du ran§er u est de dimension—1 oun = dimE. Soite’ une base d€er u.
On applique le théoréme de base incompléte pour complétempaecteure, € E en une base deE. Commeg
Vect(e,) = Imu, il existe\ e K* tel queu (e,) = Aey. Soitx = Z?zl x;e; € E alorsu (x) = x,u(ey) = xpAe;, et
u? (x) = x,A%e, = Au(x) et la propriété est prouvée.

2. (i) = (ii) Supposons queg(A) = 1. Soitb la base canonique @€". Il existeu € L(K") tel queMaty, (u) = A.

Commerg(u) = rg(A) = 1, d'apres la question, on sait qu'il existe une basedek” tel queu (e;) =0 pour
touti e [1,n—1] etu(e,) =Ae, oUX e K*. Donc

0 ... 00

Mat, (1) = : - =AXo"Xo
. . 0
0 ... 0 A

avecXy = 1(0,...,0,1) € M1 (K). SiP =Py_, alorsA = PXy'XoP~! = X'Y avecX = APXg € M1 (K) etY =
tP‘lxo € M1 (K). Remarquons qué etY sont non nuls car c’est le cas Kg et queP est inversible.
(ii) = (i) Réciproquement, $i=X'Y avecX ="(x,...,%,) € M, (K)* ety = t(yl, o Yn) €M (K)* alors

X1yr ... X1Yn
A=l :
XnY1 .- Xnl¥Yn
x1 0 ... O
Toutes les colonnes desont colinéaires dong(A) =rg| @ | =1 carX est non nul.
X, 0 ... 0
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25.12.10 Matrices semblables, équivalentes

Exercice 25.95  ©
Trouver les matriceg;; de la base canonique &&,(R) semblables a une matrice diagonale.

Solution : Ce sont celles qui sont déja des matrices diagonales, &'dst celles pour lesquellds= j. En effet
supposons l'espace d'un instant qu’une matfigesoit semblable a une matrice diagonalaveci # j. On en déduit
queo = Ef est semblable B?, doncD? = 0 doncD = 0 puisqueD est diagonale. Donc le rang Beégale0, alors qug
celui dek;; égalel. Comme deux matrices semblables ont méme rang, on a unadiation.

Exercice 25.9¢ Q

Montrer que la matrica = ((1) (1)) est semblable a la matrite= (_01 (1))

. . 1 1
Solution : SoitP = (—1 1), onaP™'=1'p etP"!AP=D.

Exercice 25.97  ©
-1 0 O 0 0 O
Les matrices\ = ( 0 0 0) etB= (1 0 0) sont-elles semblables ?
0 0 1 0 1 O

Solution : En regardant I'action de ces matrices sur les vecteurs netode la base naturelle, on voit qu& = 0 et
A3 = A. A etB ne peuvent pas étre semblables.

Exercice 25.9¢ v
Soient deux matrices, B € 9, (R) , avecA inversible.

1. Montrer queAB etBA sont semblables.
2. Montrer que le résultat est fauxAsi’est pas inversible.

Solution :
1. SiA estinversible, il suffit d’écrirdB = A(BA)A™!

. 0 1 1 0 . 0 0
2. SoitA = (0 0) etB = (0 0). Les matrices\B = (0 0

aucune chance d’étre semblables.

0 1 A
) etBA = (0 0) n'ont pas méme rang et n’‘ont dopc

Exercice 25.9¢ v
On considére une matriéee M, (R) qui s'écrit :

B C
<[ 4

ouBeM,_1(R), C,DeM,_11([R) etaeR. On suppose quB est inversible. Montrer qua est inversible si et
seulement si
a#'DB7IC

Solution :  Si A n'était pas inversible, il existerait tel queAX = 0 avecX # 0. De plus,x, # 0 (carB inversible). Er
notantX = (xi,..., x,_1), on obtiendrait qu8X + x,,C = 0 et'DX + ax,, = 0, d’ou la relation.
Réciproquement, $i="DB™'C, alors on construit un vectelr= — (B~'C,—-1) , on aAX = 0 avec bien siX # 0.

Exercice 25.10( QQ

0 1
On considére la matride= ( J/ )
1 0

1. Montrer que la matrice est inversible et calculer son inveige'.

2. Pour une matric& € M, (K), calculer la matric@®AP.
3. En déduire qu’une matrice triangulaire inférieure estlsable & une matrice triangulaire supérieure.
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Solution :

1. SoitE =R" ete = (ey,...,e,) la base canonique de Alors il existe un uniqueu € L(E) tel queMat, (u) =P. On
a pour tout € [1, nl, u(e;) = e,—i+1 etu?(e;) = e;, doncP? =1,,. Par conséquerit,c GL, (R) etP~' = P.

2. Puisque =%} Ernk+1,

PAP= )  aijBipi+1EijBnti11= Y, Oni1—k,i0)ne1-1Bk1 =Y Gns1—k n+1-iEki
1<i,j,k l<n ikl k!

La matricePAP s’obtient en faisant deux symétries fl@ar rapport aux deux diagonales.

3. Puisque~! =P, PAP~! est une matrice triangulaire supérieure lorsfest une matrice triangulaire inférieur

Exercice 25.10. OO
A quelle condition deux matrices,, etEy; de la base canonique @&, (R) sont-elles semblables ?

Solution : Considérons 'espace vectorieE K" muni de sa base canonique.

1. Une condition nécessaire est que les matrices aient nrégee Donc sp = q etk # 1, (ou bienp # q etk =1),
les deux matrices ne sont pas semblables.

2. Montrons que deux matric@s,, etE,, (p # q) sont semblables. Sait 'unique endomorphisme de tel que
Mat,(u) = Ep),. Considérons la baséobtenue en permutant les deux vectesyrete,. Dans la base/, la matricg
deu estE 4. Par conséquent, les deux matriggg etE,, représententle méme endomorphisme dans deux
différentes : elles sont semblables. Complément : écravezdtrice de passage de la basers la base’, et sor
inverse.

3. Soient quatre indice®, q) € [[1,n]]> avecp # q et(k, 1) € [1,n]]> aveck # 1. Notonsu I'unique endomorphismny
ayant pour matric&,, dans la base. Considérons la basé obtenue en échangeant les vectays- e; et
ep — ex. Alors la matrice de I'endomorphismedans la base’ est la matric&y; (faire un dessin et vérifig
ce résultat méme lorsquye= q ou k = 1). Donc les matriceB,, etEy; sont semblables. Pouvez-vous écrir
matrice de passade_., correspondante ? Quel est son inverse ?

bases

D

P la

=

Exercice 25.10: Q0

Soit une matrice\ € M, (R) vérifiantA> =1 et telle que\ n’est pas une matrice scalaire. Montrer guest semblable

ala matric 01
1 0

Solution: SoitE = R? ete = (e1, e2) la base canonique de Il existe un unique endomorphismeleE ayantA comme
matrice dans la base Puisque\? =1, u? = id et doncu est une symétrie vectorielle. On a

E = Ker(u —id) ® Ker(u +id).

En effet, on peut toujours écrire= E (x+ u(x) + 1 (x—u(x)) avecx + u(x) € Ker(u—id) et x — u(x) € Ker(u +id).

Lintersection deker(u —id) etKer(u +id) étant bien sir réduite au vecteur nul.

CommeA n’est pas scalairey # id etu # —id. Par conséquent, aucun des deux noyaux Resut entier. Les noyauf
Ker(u—id) etKer(u+id) sont donc des droites vectorielles. Considérfing0 un vecteur d&er(u—id) et f> # 0 un
vecteur dker(u +id). D’aprés le théoréme sur les bases adaptées a une somnte,direcf, f>) est une base de

Dans cette base,

D= Matf(u) = ((l) _01)

R S . . 0 1 . .
De la méme facon, il existe un unique endomorphismayantB = (1 0) comme matrice dans la base canoniq

CommeB? = id, le méme raisonnement montre quest une symétrie vectorielle et permet de construire une g
dans laquell®iatg(v) = D.

X

jue.

AS

Par conséquent, puisqaeetD sont semblables et qieetD sont semblables, on en déduit quetB sont semblabled.

Exercice 25.10¢ QO
Soit unkK -espace vectoriel de dimension fimieet un endomorphismge L(E) de rangl.
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1. Sil'on suppose quker f nIm f = {Og}, montrer qu'il existe une bagedeE et un scalairé e K tels que

A O ... O
Mate(f) =
0 0 ... 0

2. En déduire que pour tout endomorphisfnge rangl, il existe un scalaire € K tel quef? = af.

3. Soit une base quelconque dg, et un endomorphismge L(E) quelconque. On note= Mat,(f) la matrice de
I'endomorphisme dans la base. Montrer I'équivalence

(rg(f) = 1) = (IX,Y) € My (K)? non nuls tels qusd = X'Y)
(@) (i)

(On se contentera de la démonstration dans le c&sofin Im f = {0g}). voir exercice 25.94 p.1025.

Solution :

1. D’apres la formule du rang,
n=dimKer f +rgf

doncKer f est un hyperplan de de dimensiorin—1). Commerg(f) = dimIm f = 1, il existe un vecteua # 0 tel
guelm f = Vect(a). Puisque I'on a supposé gl f nKer f = {0}, et quedimIm f + dim Ker f = n, on sait que

E = Vect(a) ® Ker f

le systemda) est une base den f, et si 'on suppose: = 2, puisqueKer f # {0}, il existe une base déer f
de la forme(e,...,e,). Le théoréme de la base adaptée a une somme directe nousrsiaé le systeme=
(a,e,...,€,) €St une base d& Commef (a) € Im f = Vect(a), il existeA e K tel quef(a) = Aa. La matrice def
dans la base est donc bien de la forme souhaitée.

2. Dans le cas ot € Ker f, on alm f c Ker f et doncf? = 0. Le résultat est montré avec= O .

On peut donc supposer qua f ¢ Ker f et alorsim f nKer f = {0}. D’aprés a), on a construit une basdans
laquelle la matrice de était simple A = Mat.(f) = AE;;. On calcule alor$? = A?E;1E;; = A%Eq; = AA et on er]
déduit quef? = A f.

3. Supposons quesf = 1. Lorsquelm f nKer f = {0}, on a construit une basedans laquelle la matrice dg¢
s'écrivaitA = AE11. Poson¥X' la matrice colonne avec unsur la premiére ligne et des zéros sur les autres lignes,
etY' la matrice colonne avec unsur la premiére ligne et des zéros sur les autres lignes. ldal chrect montre
que

A=X"Y

Mais puisque les matricésetB représentent le méme endomorphisfrians deux bases différenteste, elles
sont semblables. En notahia matrice de passage de la basers la base, on a

t
A=PBP! = PX)'Y'P = X)) (PlY)

et il suffit de poseK = PX' € M1 (K) etY = Py e My (K) pour avoirB = X'Y.
Si I'on suppose maintenant qBe= X'Y, en notank = (x;)1<i<n €tY = (yi)1<i<n, la matriceB s'écrit :

X101 X1)2 500 X1¥Vn

X2 )1 X2Y2 000 X2¥Vn
B=((x;yjDi<i,j<n = : : .

XnY1 XnY2 ... XnYn

On s’apercoit que toutes les colonnes de cette matrice sopbgionnelles a la matrice colonKe En utilisant
I'algorithme du rang, on trouve que cette matrice est de taffgcolonneX est non-nulle).

25.12.11 Systemes linéaires

Exercice 25.10¢ 9
Résoudre dari® les systémes :
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3y—-z=2 —x-3y+5z= 2 2x +y +z=-1 X+y+2z=0
2z=8 X +y +z=-1 x=-3y+2z=-1

x —y+2z=1 y+3z= 0 2x —y+3z=1 x +y —z= 1
2| +] 6 | ¢ |

x—y+z=1 xX+2y+3z= 1 xX+2y +z= 2 2x-y+3z=0
1] 2| 5 | A

2x-3y +z=4 X+2y+6z= 2 X +y —z=2 2x+2y-2z= 2
x—-3y—4z=5 7x+3y+9z=14 x-2y+4z=1 -x -y +z=-1

Solution :
1. En remontant, on trouve successivemwrm; y= 2; x=—1.
x - y + 2z =1 x - y + 2z =1
2. 2x - 3y + =z = 4 L, — Ly-2I; -y - 3z = 2.
x — 3y - 4z = 5 L3 — L3-14 - 2y - 6z = 4

Les deux derniéres équations sont équivalentes. Le systétrie ran@ et compatible. En prenaatcomme
parameétre, 'ensemble des solutions{ésbz—1,-3z-2,z) | ze K}.

. Systéme de Cramef(-3,1,3)}.
. Systéme de rarget compatible{(2,-3z,z) | z € K}.
. Systéme de Crame{(-2,1,2)}.
. Systéme de rarigmais pas compatible. Pas de solution.
2x—-y+3z=0 .t{Zx—y+3z=0
X+y+2z=0 3x +5z=0"
I'ensemble des solutions e§t-2z, -3 z,z) | z€ K}.

8. Le systéme est clairement de rdngt compatible (on a trois fois la méme équation). L’enserieke solutions
est le plan d'équation+y—z=1.

N O 0N W

Le systéme est de rapgdonc compatible. En prenantomme parametre

Exercice 25.10¢  ©
Sans chercher a résoudre les systémes suivants, disco&tuta de leur ensemble solution :

x +y -z = 0 x +3y +2z 1 x +3y +2z =
X -y 0 2x -2y = 2 2x -2y =

X +y +z 0 X +y +z 2 x +y +z = 3

1l
1l
|
N =

Solution : Premier systéme : Matrice de ramginversible) donc une unique solutié®o0,0).
Deuxiéme systéme : Matrice de rangsystéme non compatible, pas de solution.
Troisiéme systéme : Matrice de rangsysteme non compatible, pas de solution.

Exercice 25.10¢  ©
Discuter, suivant la valeur da, la dimension de I'espace des solutions des systémes sslivan

mx +y+mz=0 x+my +z=0

{ x+my +z=0 X +y+mz=0
2{
mx +y +z=0

Solution :

1. Sim=1oum = -1, alors le systéme est de rahgl.'espace des solutions est de dimenso8inon le systemge
est de rang et I'espace des solutions est de dimensiofans ce dernier cas, I'ensemble des solution$ est
{(xror _x)rx € R}-

2. Sim =1, alors le systeme est de rahgl’espace des solutions est de dimensio&i m = -2, alors le systemge
est de rang@. L'espace des solutions est de dimendioSinon le systeme est de Cramer. L'espace des solutions
est de dimensiog.

Exercice 25.107  ©
On considére, pour un paramétre réelles sous-espaces vectorielsfde

F={(x,y2) ER’ | x+my+z=0 et mx+y-mz=0}
et G={(x2) eR® | x-—my+z=0}
1. Déterminer la dimension deet deG.
2. Discuter suivant les valeurs dela dimension du sous-espace vectoFielG.
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Solution :

1

1. Quem soit égal a ou nondimF =1 car le rang deE ! ) égale2. dimG =2.

1 -m
1 m 1
2.lm 1 —-m|=-4m?. Sim=0, alorsFn G est de dimension, et de dimensiof sinon.
1 -m 1

Exercice 25.10¢  Q
Résoudre et discuter suivant les valeurgdeb,, bz etb, :

xX+3y+4z+7t = b x+3y+5z+3t = b
x+3y+4z+5t = by X+4y+7z+3t = b
(S1) _ (S2) _
x+3y+3z+2t = b3 y+2z = b3
X+y+z+t = by X+2y+3z+2t = by
X+y+2z—-t = b X+2y+z+2t = b
Ss) -x+3y+t = by Sa) —2x—-4y-2z-4t = b
) 2x-2y+2z-2t = by 4 —X—-2y-2z-2t = bs
2y+z = by 3x+6y+3z+6t = by
Solution :
(S1) : solution unique quels que soignt b,, bs, by.
(S») : solutions sib, = b + bs.
(S3) : solutions siby + by —2bs =0 et2b; — b3 —2b, = 0.
(S4) : solutions sib, = —2by, etbs = —b; €tby = 3b;.
Exercice 25.10¢ 9
Résoudre les systemes suivants a l'aide du déterminant :
X 4y —z=0 X +y+2z= 1
x+3y +z=0
et 2x +y +z= 2
2x +y-3z=0 {—x—Zy—5z=—1
—-Xx+2y+4z=0
1 1 -1 1 3 1 11
Solution : Premiersystemell 3 1 |=0et|2 1 -3|=0donclesystéeme estde rang. Comm%1 3‘75016
2 1 -3 -1 2 4

systéeme est de rarzg On a une droite de solution, l'intersection des deux plang—z =0 etx+3y+z =0, autremen
dit la droite vectorielle engendrée gai2,1,-1).

1 1 2
30 5 o 1 2 5
Deuxiéme systeme:2 1 1 | =0 donc le systeme est de rarg@. Comme‘1 1 # 0 le systeme est de ranget
-1 -2 -5

on peut choisirc comme paramétre. On résout alorsyeet z le systeme des deux premieres équations en foncti
x. Soity =3-3x etz = x— 1. On vérifie enfin avec la troisiéme équationx—6+6x—5x+5=—1.

it

bn de

Exercice 25.11( QO

Soit f I'application linéaire qui fait correspondre au vectéuyry, z) le vecteur(a, b, c,d) dont les coordonnées sont

définies par le systéeme suivant :
-x-y+mz=a
-mx+y+mz=>b
X—-y—-mz=c¢
mx+y +z=d

Déterminer suivant les valeurs du paramétre réele rang def. En déduire le nombre de solutions du systeme

précédent puis le résoudre en fonction du second membre.

Solution : Aprés permutation des deuxiémes et troisiemes lignes,feoteé des oel sur le tableau :

-1 -1 m| a -1 -1 m a
1 -1 —-m|c Ly<Ly+1, 0 -2 0 a+c
-m 1 m|b Lyg—Ls-mL; 0 l+m m-m?| b-ma
m 1 1ld Ly—Lsy+mL; 0 1-m 1+m? | d+ma
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-1 -1 m a
0o -2 0 a+c
L3<—L3+1+mL2 0 0 m-m?|b-ma+2@a+oc
2

L4<—L4+—L2 0 0 1l+m d+ma+1_Tm(a+c)

En prenant les ligneks,, L, etLy on voit que le rang du systéme égaleDonc s'il existe une solution, alors elle ¢
unique.
On résout donc le systéme (triangulaireen et z grace aux lignek;, L, etL,. La lignels sert de vérification : Si

mm

(m- m) (d+ma+1_7m(a+c))=b—ma+l+7m(a+c),

1+ m?

alors le systéeme est compatible et admet une solution ungjoen il n’admet pas de solution.

pSt

Exercice 25.11. QOO
Déterminer suivant les valeurs des réelsi, b, ¢ les solutions du systeme :

x+my +z=Db

mx+my+mz=a
{ X +y+mz=c

Solution : La matrice de ce systeme linéaire Ast( 1 m 1 ) etrg(A)=41 sim=1.
L 1 m 3 sinon
O=a
— Sim =0 le systéme deviem{:x +z=Db. Il n’est compatible que si = 0. Dans ce cas, I'ensemble de ses solut
xX+y =c
est :(b,c—b,0) +Vect(-1,1,1).
X+y+z=a
— Sim =1 le systéme est{x+ y+z=D>. Il n’est compatible que si = b = c. Dans ce cas, I'ensemble solution
X+y+z=c

(ar 07 0) +VeCt((_lr 17 0) » (07 17 _1))
— Le systeme est de Cramensi# 0 etm # 1. Il admet une et une seule solution donnée par :

((m+1)a—cm—mb —mb+a a-cm

mm-1)  min-1)" m@n-1)

ons

est

Exercice 25.11. QO
Déterminer suivant les valeurs des réelsi, b, ¢ les solutions du systéme :

X—y-mz=a
xX+2y+ z =b

X+y—-z =c¢

. . N —lo-m 2 sim=5
Solution : La matrice de ce systéme linéairesst| 1 2 1 etrg (A) = sinon
X—y—-5z= a
x —y—5z= b-a
— Sim =5 le systéme dev:ent{ xX+2y +z= b qui est équivalenta¢ ¥+t 2z= . Il n’est compatible que $
Xy -z=c y+22—%a
b-—a c- 2a+ b b
5 T Dans ce cas, I'ensemble de ses solutions 0 +Vect(3 -2,1).

— Le systeme est de Cramensi# 5. Il admet une et une seule solutlon donnée par :

’

( 3a+(m+1)b+(1-2m)c 2a—(m+1)c+(m-1)b a+2b—30)
m-5 m-5 ’ m-5

.

&

Exercice 25.11: QQ
Résoudre le systéme :

xX+by+z

ax+by+z = 1
x+by+az

|
—
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Solution : Le déterminant de la matrice vaut—1)b.
1-b ab+b-2 1-b
1. 1, b 0, &= ’ ’ .
azlb? {(a—l (a-Db a—l)}
2. a=1, le systéme est compatible si et seulemenmtsil et dans ce casy = (1,0,0) + Vect((-1,1,0),(—1,0,1)).

3. b=0,a#1 :le systéme est incompatible.

Exercice 25.11« QO
Résoudre le systeme :

x+aby+z=>b

ax+by+z=1
x+by+az=1

Solution : Le déterminant du systéme égale +2)(a—1)2.
Sib =0, le systéme est toujours incompatible. Sinon,

1. a#-21:
a—-b ab+b-2 a—b
((a—l)(a+2)’(a—l)(a+2)b’(a—1)(a+2)
2.a=-2,b#-2,0.
3. a=1,b#1, 2.
4. a=-2ethb=-2,(-1-2y,y,—-1-x-7y).
5. a=1etb=1, (x,y,x—y).

Exercice 25.11% QO
Résoudre le systéme :
x+ay+bz=a
{x —2ay+bz=D>b

Solution : On soustrait les deux lignes pour obte{vjfr_+ 3?; tiz_:aa.
Sia =0, deux cas se présentent :I5 0 alors le systéme est de rahgt les solutions sonb, y,z). Sib # 0 alors lg
systéme n’est pas compatible.

Sia#0, alorsy = <L etx + bz = 242 qui est une équation de droite dans le pfan2.

Exercice 25.11¢ 9
10x + 7y + 8z + 7t = 32 10x + 7y + 8z + 7t = 321
p 7 + 5y + 6z + b5t = 23 7 + 5y + 6z + 5t = 22,9
Résoudrq o 4 6y + 10z + 9 = 33 ) 8x + 6y + 10z + 9 = 331 °
7 + 5y + 9z + 10t = 31 7 + 5y + 9z + 10t = 30,9

Commentaire.

Solution : (1,1,1,1) est la solution du premier systéni@,2;—12,6;4,5;—1,1) est la solution du deuxiéme syster|
Dans cet exemple, une petite perturbatign;—0,1;0,1;-0,1) du vecteur de données entraine une grosse perturf

he.
bation

du vecteur de solutions.
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