
Pour bien aborder ce chapitre

Tout est dit dans le théorème 24.21 page 908 du chapitre 24...si on se fixe une basee =
(
e1, . . . ,ep

)
de E et une base

f =
(

f1, . . . , fq

)
deF alors une application linéaireu ∈ L(E,F) est entièrement déterminée par les composantes des vecteurs

u (ei ) dans la basef . Cespq scalaires définissent complètementu. Il est tentant de les représenter dans un tableau. Si on
note, pour toutj ∈

�
1, p

�
, u

(
e j

)
=∑q

i=1
ai j f j alors on peut écrire :

u (e1)
��

u
(

ej

)

��
u
(

ep

)

��

a11 a1 j a1p f1oo
























































ai1 ai j aip

























































fioo

aq1 aq j aqp fqoo

Ce tableau est la matrice deu dans les basese deE et f deG. Se posent alors des questions naturelles :

1 Si on effectue cette manipulation pour deux applications linéairesu etv , comment se calcule la matrice correspon-
dante àαu+βv ? On verra qu’on peut définir une addition entre les matrices et une multiplication par un scalaire.
Avec ces deux lois, l’ensemble des matrices (de même taille) possède une structure deK-espace vectoriel.

2 Si u et v sont deux endomorphismes deE, quel est le lien entre la matrice deu ◦ v et celles deu et v ? Pour
l’expliciter, on définira le produit entre les matrices.

3 Peut-on calculer le rang d’une application linéaire facilement à partir de sa matrice dans des bases données ? La
réponse est oui et l’outil est le pivot de Gauss.

4 Peut-on par un procédé calculatoire déterminer si un endomorphisme est inversible à partir de sa matrice dans des
bases données ? La réponse est là aussi oui et l’outil consistera en le déterminant.

5 Pour un endomorphisme inversible, existe-t’il un procédé permettant de calculer la matrice de son inverse ? Cet
outil existe et il est donné par la comatrice.

6 Si on prend d’autres basese ′ et f ′ deE et F, peut-on calculer la matrice deu dans ces nouvelles bases en fonction
de sa matrice dans les bases initiales ? La réponse est encore positive et on mettra en place des formules de
changement de bases.

7 Enfin, pour un endomorphismeu ∈ L(E), existe-il une base deE dans laquelle la matrice deu prend une forme
simple et facile à manipuler? La réponse sera donnée en spé dans le chapitre sur la réduction des endomorphismes.

Au niveau historique, on peut indiquer qu’au3e siècle, le mathématicien chinois Liu Hui résolvait les systèmes linéaires
ayant jusqu’à6 inconnues. Il représentait ces systèmes grâce à des tableaux et avait découvert la méthode qu’on appelle
maintenant pivot de Gauss pour les résoudre. Au17e siècle, toujours pour résoudre des systèmes linéaires, Leibniz in-
vente le déterminant. Cette notion est approfondie par Cramer qui découvre soixante ans plus tard la méthode qui porte
maintenant son nom. Il faut attendre le19e siècle, pour que la notation matricielle sous forme de « rectangle (ou carré) de
nombres » apparaisse. Gauss découvre le produit matriciel en dimension3 et indique que la formule se généralise dans
les autres dimensions mais sans détailler. Sylvester, le premier, dénomme ces rectangles de nombres du mot « matrix ».
Dans tout ce chapitre,m,n, p, q,r sont des entiers positifs,K désigne le corpsR des réels ou le corpsC des complexes.E
et F sont desK-espaces vectoriels.
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25.1 Matrice à coefficients dansK

25.1.1 Définitions

DÉFINITION 25.1 ♥ Matrice
SoitK un corps etq, p ∈N∗. On appellematrice àq lignes etp colonnes à coefficients dansK toute application :

A :

{ �
1, q

�
×

�
1, p

�
−→ K(

i , j
)

7−→ ai , j

que l’on note :

colonne j

a11 a1p



















aij



















ligne i

aq1 aqp

– Le coefficient deA qui se trouve à l’intersection de lai -ème ligne et de laj -ème colonne est notéai , j ou [A]i , j :

1 i représente l’indice de ligne.

2 j représente l’indice de colonne.

– On dit aussi queA est une matriceq ×p ou une matrice
(
q, p

)
à coefficients dansK.

– On noteMq,p (K) l’ensemble des matrices àq lignes etp colonnes à coefficients dansK.

✎ Notation 25.1 On notera aussi[A]i j le coefficientai j deA.

DÉFINITION 25.2 Vecteur ligne, vecteur colonne d’une matrice
Pour toute matriceA ∈Mq,p (K) :

A =




a1,1 . . . a1,p

... . . .
...

aq,1 . . . aq,p




on appelle, pour
(
i , j

)
∈

�
1, q

�
×

�
1, p

�
:

– i -èmevecteur lignedeA le p−upletLi =
(
ai ,1, . . . , ai ,p

)
∈Kp .

– j -èmevecteur colonnedeA le q−upletC j

(
a1, j , . . . , aq, j

)
∈Kq .

DÉFINITION 25.3 Matrice ligne, matrice colonne

– Unematrice colonneest une matrice qui ne possède qu’une seule colonne.
– Unematrice ligneest une matrice qui ne possède qu’une seule ligne.

DÉFINITION 25.4 ♥ Matrice nulle
On dit queA ∈Mq,p (K) est la matrice nulle deMq,p (K) si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. On la note :

0Mq,p (K) ou 0 lorsqu’aucune confusion n’est à craindre.

DÉFINITION 25.5 ♥ Matrice carrée
Une matrice possédant autant de lignes que de colonnes est ditecarrée. On noteMn (K) l’ensemble des matrices carrées
à n lignes etn colonnes.

DÉFINITION 25.6 ♥ Matrice identité
On appellematrice identitéet on noteIn la matrice deMn (K) donnée par :

In =




1 0 . . . 0

0 1
...

...
...

...
... 0

0 . . . 0 1



∈Mn(K)
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Tous ses coefficients sont nuls sauf ceux situés sur la diagonale et qui valent1.

Exemple 25.2I1 =
(
1
)
, I2 =

(
1 0

0 1

)
, I3 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


.

25.1.2 L’espace vectorielMq,p (K)

On munitMq,p (K) d’une addition et d’une multiplication par un scalaire. Le triplet
(
Mq,p (K) ,+, .

)
est alors unK-espace

vectoriel de dimensionpq.

PROPOSITION25.1 ♥ Somme de matrices, multiplication d’une matrice par un scalaire

– SoientA =
(
ai , j

)
,B=

(
bi , j

)
∈Mq,p (K). On définitA+B comme étant la matriceC =

(
ci , j

)
∈Mq,p (K) donnée par :

∀
(
i , j

)
∈

�
1, q

�
×

�
1, p

�
, ci , j = ai , j +bi , j .

– SoitA =
(
ai , j

)
∈Mq,p (K) etλ ∈K. On définitλ ·A comme étant la matriceD=

(
di , j

)
∈Mq,p (K) donnée par :

∀
(
i , j

)
∈

�
1, q

�
×

�
1, p

�
, di , j =λai , j

Muni de ces deux lois
(
Mq,p (K) ,+, ·

)
est unK−espace vectoriel.

Démonstration : Laissée au lecteur. On vérifie aisément les différents axiomes définissant un espace vectoriel.

Exemple 25.3 (
1 −1 0

−2 1 −3

)
−2

(
0 2 1

−1 0 1

)
=

(
1 −5 −2

0 1 −5

)

DÉFINITION 25.7 ♥ Matrices élémentaires
Pour touti ∈

�
1, q

�
et j ∈

�
1, p

�
on définit lamatrice élémentaireEi , j ∈Mq,p (K) par :

colonnej

��

0 0

Ei j =

























































1

























































ligne ioo

0 0

Tous les coefficients de la matrice élémentaireEi , j sont nuls sauf celui à l’intersection de laièmeligne et de laj ème

colonne qui vaut1.

Exemple 25.4Les matrices élémentaires deM2,3 (K) sont

E1,1 =
(
1 0 0

0 0 0

)
,E1,2 =

(
0 1 0

0 0 0

)
,E1,3 =

(
0 0 1

0 0 0

)
,E2,1 =

(
0 0 0

1 0 0

)
,E2,2 =

(
0 0 0

0 1 0

)
,E2,3 =

(
0 0 0

0 0 1

)
.

À titre d’exercice, et pour préparer le théorème suivant, montrer que cette famille de6 matrices constitue une base de
M2,3 (K).

THÉORÈME 25.2 ♥ Base canonique deMq,p (K)

La famille formée par les matrices élémentaires
(
Ei , j

)
(i , j )∈�1,q�×�1,p� est une base deMq,p (K) appeléebase canonique

deMq,p (K). On en déduit que :

dimMq,p (K) = qp

Démonstration
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• Prouvons que cette famille est libre. Soient
(
αi , j

)
i∈�1,q�, j∈�1,p� une famille de scalaires deK tels que :

∑q

i=1

∑p

j=1
αi , j Ei , j = 0.

Alors on a l’égalité : 


α1,1 . . . α1,p
...

...
...

αq,1 . . . αq,p


= 0.

Par identification des coefficients de ces deux matrices, on a: ∀i ∈
�

1, q
�

, ∀ j ∈
�

1, p
�

, αi , j = 0 ce qui prouve la liberté de la

famille
(
Ei , j

)
.

• Montrons que cette famille est génératrice deMq,p (K). Soit A =
(
ai , j

)
i∈�1,q�, j∈�1,p� ∈ Mq,p (K). On a clairement :A =

∑q

i=1

∑p

j=1
ai , j Ei , j . Ce qui prouve que la famille

(
Ei , j

)
est génératrice deMq,p (K).

25.1.3 Produit matriciel

On définit maintenant, quand c’est possible, le produit de deux matrices. Le théorème 25.10 page 957 explicite le sens de
ce produit, il correspond en fait à la composition des applications linéaires.

DÉFINITION 25.8 ♥ Produit matriciel
Soit A ∈Mr,q (K) et B ∈Mq,p (K). On définitAB comme la matriceC deMr,p (K) définie par :

∀i ∈ �1,r � ∀ j ∈
�

1, p
�

ci , j = [AB]i , j =
q∑

k=1

ai ,k bk , j

a11

ai1

ar1

a1k

aik

ark

a1q

aiq

arq

b11

bk1

bq1

b1j

bkj

bqj

b1p

bkp

bqp

c11

ci1

cr1

c1j

cij

crj

c1p

cip

crp

k

ligne i

colonne j

Attention 25.5 On ne peut effectuer le produit deA ∈Mr,q (K) et B ∈Mq ′ ,p (K) que siq = q ′ !

Exemple 25.6 Si A =




1 −1

0 2

1 −3


 et B =

(
−1 1 0

0 2 1

)
alorsAB =



−1 −1 −1

0 4 2

−1 −5 −3


 et BA =

(
−1 3

1 1

)
. Remarquons qu’en

général, le produitAB peut exister sans que ce ne soit forcément le cas pour le produit BA.

Il est souvent utile dans les exercices de savoir multiplierles matrices élémentaires. Pour ce faire introduisons le symbole
de Kronecker.
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DÉFINITION 25.9 ♥ Symbole de Kronecker
Pour touti , j ∈N, on définit lesymbole de Kroneckerδi , j par :

δi , j =
{

1 si i = j

0 sinon

THÉORÈME 25.3 ♥♥♥ Produit de matrices élémentaires
Pour deux matrices élémentaires deMn (K), on a la formule importante suivante qui donne leur produit :

Ekl Epq = δl p Ekq

Démonstration Par un calcul direct.

PROPOSITION25.4 Règles de calculs avec les matrices
Quant les produit suivants sont possibles, pour des matrices A,B,C et des scalairesα,β :

1 Le produit matriciel est distributif à gauche par rap-
port à l’addition :C

(
αA+βB

)
=αCA+βCB.

2 Le produit matriciel est distributif à droite par rap-
port à l’addition :

(
αA+βB

)
C =αAC+βBC.

3 Le produit matriciel est associatif :(AB)C = A(BC).

4 Le produit matriciel admet la matriceIn comme
élément neutre :AIn = In A = A.

Démonstration Laissée au lecteur.

25.1.4 Transposition

DÉFINITION 25.10 ♥ Transposée d’une matrice
On appelle transposée deA ∈Mq,p (K) la matrice notétA ∈Mp,q (K) dont les colonnes sont formées par les lignes de

A. Autrement dit :
∀i ∈

�
1, p

�
, ∀ j ∈

�
1, q

�
,

[
tA

]
i , j = a j ,i

Remarque 25.1 Transposer revient à échanger les lignes et les colonnes d’une matrice.

Exemple 25.7Si A =




1 −3

2 7

0 −4


 alorstA=

(
1 2 0

−3 7 −4

)
.

PROPOSITION25.5 ♥ La transposition est une symétrie deMp,q (K)

L’application :

Φ :

{
Mq,p (K) −→ Mp,q (K)

A 7−→ t A

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier,si A,B ∈Mq,p (K) et siα,β ∈K. Alors :

t
(

tA
)
= A et t

(
αA+βB

)
=αtA+βtB .

Démonstration : La linéarité ainsi que la relationt
(

tA
)
= A sont faciles à prouver. Pour la bijectivité, on propose deuxméthodes :

– On montre facilement que, siA ∈ KerΦ, on a
(

tA
)
= 0 et doncA= t

(
tA

)
= 0 et KerΦ= {0}, θ est injective. Grâce à la formule du rang,

on en déduit qu’elle est aussi surjective et donc bijective.
– On peut aussi remarquer queΦ◦Φ= id ce qui prouve queΦ est bijective et égale à sa fonction réciproque.

Remarque 25.2 En prenant un peu d’avance sur le paragraphe 25.3.4, L’opération de transposition est une symétrie
par rapport àKerΦ− id =Sn (K) parallèlement àKerΦ+ id =An (K).
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PROPOSITION25.6 ♥ Transposée d’un produit
Pour toutA ∈Mr,q (K) et B ∈Mq,p (K) :

t(AB)= tBtA

Démonstration On suppose queA =
(
ai ,k

)
∈ Mr,q (K), que B =

(
bk , j

)
∈ Mq,p (K), C = AB =

(
ci , j

)
∈ Mr,p (K) où ci , j =

∑q

k=1
ai ,k bk , j . On note aussi :

• A′ = tA =
(
a′

i ,k

)
∈Mq,r (K) avec pour touti ∈

�
1, q

�
et toutk ∈ �1,r �, a′

i ,k
= ak ,i .

• B′ = tB =
(
b′

k , j

)
∈Mp,q (K) avec pour toutk ∈

�
1, p

�
et tout j ∈

�
1, q

�
, b′

k , j
= b j ,k .

• C′ = tBtA =
(
c′

i , j

)
∈Mp,r (K).

Pour touti ∈
�

1, p
�

et j ∈ �1,r � :

c′i , j =
q∑

k=1

b′
i ,k

a′
k , j

=
q∑

k=1

a j ,k bk ,i = c j ,i

et par conséquent,C′ = tBtA = C = tAB.
Attention 25.8 Attention au retournement dans le produit.

25.1.5 Avec Maple

Voici une feuille de calcul Maple sur les matrices. On notera:
– la première ligne qui sert à charger en mémoire les instructions maple pour faire du calcul matriciel.
– la commande pour le produit de deux matrices :&∗. Pour l’addition de deux matrices, on utilisera + et pour la multi-

plication par un scalaire *.
– la commande pour évaluer les matrices : evalm.

MAPLE

> with(linalg): #On charge la librairie de calcul matriciel
> A:=matrix([[1,-1],[0,2],[1,-3]]);

[1 -1]
[ ]

A := [0 2]
[ ]
[1 -3]

> B:=matrix([[2,0],[1,-3],[-1,1]]);
[ 2 0]
[ ]

B := [ 1 -3]
[ ]
[-1 1]

> C:=matrix([[-1,1,0],[0,2,1]]);
[-1 1 0]

C := [ ]
[ 0 2 1]

> evalm(2 * A-B); #on calcule 2A-B
[ 0 -2]
[ ]
[-1 7]
[ ]
[ 3 -7]

> evalm(A& * C); #on calcule AC
[-1 -1 -1]
[ ]
[ 0 4 2]
[ ]
[-1 -5 -3]

> transpose(A); #on transpose A
[ 1 0 1]
[ ]
[-1 2 -3]
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25.2 Matrices d’une famille de vecteurs, d’une applicationlinéaire

25.2.1 Matrice d’une famille de vecteurs relativement à unebase

DÉFINITION 25.11 ♥ Matrice d’un vecteur relativement à une base
SoientE un K-espace vectoriel de dimension finien et e = (e1, . . . ,en) une base deE. Soit x ∈ E un vecteur qui se

décompose sur la basee en :
x = x1e1 +·· ·+ xn en

On appellematrice dex relativement à la basee et on note Mate (x) la matrice colonne donnée par :

Mate (x) =




x1

...
xn


 ∈Mn,1 (K)

où x =
n∑

i=1

xi ei

Exemple 25.9On considèreR3 muni de sa base canoniquee = (e1,e2,e3). Soitv = (1,−2,3) ∈R3. Alors Mate (v) =




1

−2

3


.

Remarque 25.3 Mate (x) représente les coordonnées du vecteurx dans la basee. Il y a bien sûr une correspondance
biunivoque entre les vecteurs deE et les matrices colonnes de taillen (qui contiennent les composantes de ces vecteurs
dans une base fixée). De plus, « effectuer des calculs avec cesvecteurs » correspond à « effectuer des calculs avec ces
matrices ». C’est le sens de la proposition suivante.

PROPOSITION25.7 Tout K-espace vectoriel de dimensionn est isomorphe àMn,1 (K)

Soit E unK-espace vectoriel de dimensionn et soite une base deE. L’applicationθ :

{
E −→ Mn,1 (K)

x 7−→ Mate (x)
qui à un

vecteur associe la matrice colonne de ses coordonnées dans la baseE est un isomorphisme deK−espaces vectoriels.

Démonstration Si x =∑n
i=1

xi ei et si y = ∑n
i=1

yi ei alors pour toutα,β ∈K, αx +βy = ∑n
i=1

(
αxi +βyi

)
ei donc il est clair que

Mate
(
αx +βy

)
= αMate (x)+βMate

(
y
)

et θ est linéaire. Six ∈ Kerθ alorsθ(x) = 0 et les composantes dex dans la basee valent
toutes0. Doncx = 0 etθ est injective. De plus,dimE = dimMn,1 (K) doncθ est bijective.

DÉFINITION 25.12 ♥ Matrice d’une famille de vecteurs relativement à une base
SoientE unK-espace vectoriel de dimensionq et e =

(
e1, . . . ,eq

)
une base deE. On considère

(
v1, . . . , vp

)
une famille

dep vecteurs deE qui se décomposent dans la basee sous la forme :

∀ j ∈
�

1, p
�

v j =
q∑

i=1

ai , j ei .

On appellematrice de la famille
(
v1, . . . , vp

)
relativement à la basee et on note Mate

(
v1, . . . , vp

)
la matrice :

v1
��

v j
��

vp
��

a11 a1 j a1p e1oo

Mate(v1, . . . , vp) =

























































ai1 ai j aip

























































eioo

aq1 aq j aqp eqoo

La j -ème colonne de cette matrice est constituée des coordonnées du vecteurv j dans la basee.

Exemple 25.10 On se place à nouveau dansR3 muni de sa base canoniquee = (e1,e2,e3). Soientv1 = (−1,3,0) , v2 =

(0,−1,5) , v3 = (−3,2,1) , v4 = (1,0,−1) ∈R3 et soitv = (v1, v2, v3, v4) alors Mate (v) =



−1 0 −3 1

3 −1 2 0

0 5 1 −1


.
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25.2.2 Matrice d’une application linéaire relativement à deux bases

DÉFINITION 25.13 ♥ Matrice d’une application linéaire relativement à deux bases
Soient :

1 E unK-espace vectoriel de dimensionp et e =
(
e1, . . . ,ep

)
une base deE.

2 F unK-espace vectoriel de dimensionq et f =
(

f1, . . . , fq

)
une base deF.

3 u ∈L (E,F).

On appellematrice deu relativement aux basesf et e et on note Matf ←e (u) (ou Mate, f (u)) la matriceq ×p donnée
par :

u (e1)
��

u
(

ej

)

��
u
(

ep

)

��

a11 a1 j a1p f1oo

Matf←e (u) =

























































ai1 ai j aip

























































fioo

aq1 aq j aqp fqoo

où
(
a1 j , . . . , aq j

)
sont les composantes du vecteuru

(
e j

)
dans la basef .

Autrement dit : Matf ←e (u) est la matrice de la famille de vecteurs
(
u (e1) , . . . ,u

(
ep

))
relativement à la basef :

Matf ←e (u) =Matf

(
u (e1) , . . . ,u

(
ep

))
.

Remarque 25.4 Les notations utilisées sont un peu lourdes mais elles rendront très simples à retenir les formules de
changement de base.

Exemple 25.11Donnons deux exemples :
– Soit E = R3 muni de sa base canoniquee et F = R2 muni de sa base canoniquef . Soit u :{

E −→ F(
x, y, z

)
7−→

(
x + y − z,2x − y +3z

) alors commeu (e1) = (1,2), u (e2)= (1,−1) etu (e3) = (−1,3), Matf ←e (u) =
(
1 1 −1

2 −1 3

)
.

– SoitE =R3 [X] muni de sa base canoniquee etu :

{
E −→ E

P 7−→ 2P−P′ alorsu (1) = 2, u (X) = 2X−1, u
(
X2

)
= 2X2−2X

et u
(
X3

)
= 2X3 −3X2. Il vient alors Mate (u) =




2 −1 0 0

0 2 −2 0

0 0 2 −3

0 0 0 2


.

DÉFINITION 25.14 ♥ Matrice d’une forme linéaire relativement à une base
Soit E un K-espace vectoriel de dimensionn et e = (e1, . . . ,en) une base deE. Si ϕ est une forme linéaire surE, on

appellematrice deϕ relativement à la basee la matrice ligne1×n donnée par :

Mate
(
ϕ

)
=

(
ϕ (e1) , . . . ,ϕ (en)

)

PROPOSITION25.8 ♥ Une application linéaire est entièrement déterminée par samatrice dans deux bases
Soient :

1 E unK-espace vectoriel de dimensionp et e =
(
e1, . . . ,ep

)
une base deE.

2 F unK-espace vectoriel de dimensionq et f =
(

f1, . . . , fq

)
une base deF.

l’application :

θ :

{
L (E,F) −→ Mq,p (K)

u 7−→ Matf ←e (u)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier,si M ∈ Mq,p (K), il existe une unique application linéaire
u ∈L (E,F) telle queθ−1 (M) = u. On dit queu est l’application linéaire deE dansF représentée parM dans les bases
e deE et f deF.
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Démonstration
• On vérifie tout d’abord queθ est linéaire. Soientα,β ∈ K et soientu, v ∈ L (E,F). On suppose queθ(u) = Matf ←e (u) =

A =
(
ai , j

)
∈Mq,p (K), queθ(v) = Matf ←e (v) = B =

(
bi , j

)
∈Mq,p (K) et queθ

(
αu +βv

)
= Matf ←e

(
αu +βv

)
= C =

(
ci , j

)
∈

Mq,p (K). Par conséquent :

∀ j ∈
�

1, p
�

, u
(
e j

)
=

q∑

k=1

ak , j fk et v
(
e j

)
=

q∑

k=1

bk , j fk .

Par suite, pour toutj ∈
�

1, p
�

:

(
αu +βv

) (
e j

)
=

q∑

k=1

ck , j fk =αu
(
e j

)
+βv

(
e j

)
=

q∑

k=1

(
αak j +βbk j

)
fk .

Par identification, la famillef formant une base deF, on a :

∀k ∈
�

1, p
�

, ∀ j ∈
�

1, p
�

, ck , j =αak j +βbk j

ce qui prouve que :C =αA+βB et queθ est linéaire.

• θ est injective. En effet, siu ∈ L (E,F) est telle queθ(u) = 0 alors∀ j ∈
�

1, p
�

, u
(
e j

)
= ∑q

k=1
0. fk = 0. u s’annulant sur une

base deE ne peut que s’annuler surE tout entier et doncu = 0. On en déduit queKerθ= {0} et queθ est injective.

• θ est surjective. SoitA =
(
ai , j

)
∈Mq,p (K). Considérons l’application linéaireu ∈ L (E,F) donnée par :∀ j ∈

�
1, p

�
, u

(
e j

)
=

∑q

k=1
ak , j fk (Rappelons qu’une application linéaire est complètement déterminées par les valeurs qu’elle prend sur une base de

l’espace vectoriel sur lequel elle est définie). On a clairementθ(u) = A ce qui prouve queθ est surjective.

PLAN 25.1 : Autrement dit :

Avec les notations précédentes, se fixant une basee dansE et une basef dansF.
• Toute matrice deMq,p (K) est celle d’une application linéaireu ∈L (E,F) dans les basese et f .
• Réciproquement, à toute application linéaire deL (E,F) correspond une et une seule matrice deMq,p (K) qui

la représente dans les basese et f .

En utilisant ces deux dernières propositions, on obtient :

COROLLAIRE 25.9 ♥
SoientE et F deuxK-espace vectoriel de dimension finie, soiente et f des bases respectives deE et F. Si on note
p = dimE et q = dimF, on a :

dimL (E,F) = dimMq,p (K)= qp

Démonstration : En effet, deuxK-espaces vectoriels isomorphes ont la même dimension.
Le théorème suivant justifie la définition du produit matriciel. Composer des applications linéaires revient à multiplier les
matrices correspondantes.

THÉORÈME 25.10 ♥ Fondamental ! Matrice de la composée de deux applications linéaires
Soient :

1 E unK-espace vectoriel de dimensionp et e =
(
e1, . . . ,ep

)
une base deE.

2 F unK-espace vectoriel de dimensionq et f =
(

f1, . . . , fq

)
une base deF.

3 G unK-espace vectoriel de dimensionr et g =
(
g1, . . . , gr

)
une base deG.

4 u ∈L (E,F) et v ∈L (F,G).

alors :
Matg←e (v ◦u) =Matg← f (v)×Matf ←e (u)

Démonstration Notons :A =
(
ai ′ , j ′

)
= Matf ←e (u) B =

(
bi ′′ , j ′′

)
= Matg← f (v) et C =

(
ci , j

)
= Matg←e (v ◦u). Soient j ∈

�
1, p

�
eti ∈ �1,r �. On a :(v ◦u)

(
e j

)
= v

(
u

(
e j

))
= v

(∑q

k=1
ak , j fk

)
=

∑q

k=1
ak , j v

(
fk

)
=

∑q

k=1
ak , j

∑r
i=1

bi ,k gi =
∑q

k=1

∑r
i=1

bi ,k ak , j gi =
∑r

i=1

(∑q

k=1
bi ,k ak , j

)
gi

Et par identification :ci , j =
∑q

k=1
b j ,k ak ,i ce qui prouve le résultat.

Enfin, on écrit le calcul de l’image d’un vecteur par une application linéaire peut s’effectuer, en dimension finie, au moyen
des matrices.
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PROPOSITION25.11 ♥ Écriture matricielle de l’image d’un vecteur par une application linéaire
Soient :

1 E unK-espace vectoriel de dimensionp et e =
(
e1, . . . ,ep

)
une base deE.

2 F unK-espace vectoriel de dimensionq et f =
(

f1, . . . , fq

)
une base deF.

3 u ∈L (E,F).

alors :
Matf (u (x)) =Matf ←e (u)×Mate (x)

Autrement dit, siY =Matf (u (x)), A =Matf ←e (u) et X =Mate (x), on a : Y = AX .

Démonstration PosonsA =
(
ai , j

)
∈ Mq,p (K), X =

(
x j

)
∈ Mp,1 (K) et Y =

(
yi

)
∈ Mq,1 (K). On a :u (x) = u

(∑p

j=1
x j e j

)
=

∑p

j=1
x j u

(
e j

)
=∑p

j=1
x j

∑q

i=1
ai , j fi =

∑q

i=1

∑p

j=1
ai , j x j fi =

∑q

i=1
yi fi . Par identification, on a bien :

∀i ∈
�

1, q
�

, yi =
p∑

j=1

ai , j x j

ce qui prouve le résultat.

Exemple 25.12
– Soit deux applications linéaires

u :

{
R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (x − y, x + y + z)
v :

{
R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (x + y, x +2y, x − y)

On notee la base canonique deR3 et f la base canonique deR2.

1. On écrit Matf ←e (u) =
(
1 −1 0

1 1 1

)
et Mate← f (v) =




1 1

1 2

1 −1


.

2. On écrit maintenant Mate←e (v ◦u) et Matf ← f (u ◦ v). On sait que

Mate←e (v ◦u) =Mate← f (v)×Matf ←e (u) =




1 1

1 2

1 −1


×

(
1 −1 0

1 1 1

)
=




2 0 1

3 1 2

0 −2 −1




et que

Matf ← f (u ◦ v) =Matf ←e (u)×Mate← f (v)×=
(
1 −1 0

1 1 1

)
×




1 1

1 2

1 −1


=

(
0 −1

3 2

)
.

3. Donnons l’expression analytique deu ◦ v et v ◦u. On utilise le théorème 25.11.

D’une part




2 0 1

3 1 2

0 −2 −1







x

y

z


=




2x + z

3x + y +2z

−2y − z


 doncu ◦ v

(
x, y, z

)
=

(
2x + z,3x + y +2z,−2y − z

)
.

D’autre part
(
0 −1

3 2

)(
x

y

)
=

(
−y

3x +2y

)
et v ◦u

(
x, y

)
=

(
−y,3x +2y

)
.

–

25.3 Matrices carrées

25.3.1 Définitions

Rappelons qu’une matrice est carrée si et seulement si elle possède autant de lignes que de colonnes. L’ensemble des
matrices carrées de taillen est notéMn (K).

PROPOSITION25.12 ♥
– (Mn (K) ,+, ·) possède une structure d’espace vectoriel de dimension finien2.
– (Mn (K) ,+,×) possède une structure d’anneau unitaire (non commutatif).

Démonstration Le premier point est un corollaire immédiat des propositions 25.1 et 25.2. On vérifie facilement les axiomes d’un
anneau pour(Mn (K) ,+,×).
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Remarque 25.5 Comme(Mn (K) ,+,×) est un anneau, pour deux matricesA,B ∈Mn (K), on pourra utiliser la formule
du binôme de Newton (voir le théorème 19.17 page 725) dès queA et B commutent, c’est-à-dire dès queAB= BA.

Exemple 25.13 Calculons les puissance deA =




1 −1 1

0 1 −1

0 0 1


. On remarque queA = I3 +B avecB =




0 −1 1

0 0 −1

0 0 0


.

On remarque aussi queB2 =




0 0 1

0 0 0

0 0 0


 et queB3 = 0. CommeI3B= BI3 = B, on peut appliquer la formule du binôme et

écrire pourn Ê 2 :

An =
n∑

k=0

(
n

k

)
In−k

3 Bk = I3 +nB+ n (n−1)

2
B2 =




1 −n n(n+1)
2

0 1 −n

0 0 1


 .

Par un calcul direct, on montre que cette égalité reste correcte sin = 0,1 d’où le résultat.

DÉFINITION 25.15 ♥ Matrice d’un endomorphisme dans une base
SoientE unK-espace vectoriel de dimensionn et e une base deE. Soitu ∈L (E) un endomorphisme deE. On appelle
matrice de l’endomorphismeu dans la basee la matrice notée Mate (u) et donnée par :

Mate (u) =Mate←e (u)

Remarquons que Mate (u) est une matrice carrée : Mate (u) ∈Mn (K).

PROPOSITION25.13 ♥ Un endomorphisme est entièrement déterminé par sa matrice dans une base
SoientE unK-espace vectoriel de dimensionn et e une base deE. Alors, l’application

θ :

{
L (E) −→ Mn (K)

u 7−→ Mate (u)

est un isomorphisme d’anneaux et d’espaces vectoriels.
En particulier, siM ∈ Mn (K), il existe un unique endomorphismeu ∈ L (E) tel queθ−1 (M) = u. On dit queu est
l’endomorphisme deE représenté parM dans la basee.

Démonstration Le fait queθ est un isomorphisme d’espaces vectoriels est un cas particulier du théorème 25.8. Par ailleurs, si
u, v ∈L (E) alorsθ(u ◦v) =Mate (u ◦v) =Mate (u)Mate (v) = θ(u)θ(v) ce qui prouve queθ est un morphisme d’anneaux.

PLAN 25.2 : Autrement dit :

Avec les notations de la proposition précédente, se fixant une basee deE :
• A toute matriceA deMn (K) correspond un et un seul endomorphismeu deE dont la matrice dans la basee

estA.
• Réciproquement, à tout endomorphisme deE correspond une et une seule matrice deMn (K) qui le représente

dans la basee.

25.3.2 Éléments inversibles dansMn (K), groupeGLn (K)

DÉFINITION 25.16 ♥ Matrice inversible
On dit qu’une matricecarréeA ∈Mn (K) estinversiblesi et seulement si il existeB ∈Mn (K) tel que :

AB= In et BA = In

Si tel est le casB est unique et est appeléematrice inversede la matriceA ; on la noteA−1. L’ensemble des matrices de
taille n est notéGLn (K).

Démonstration : Soit B et B′ deux matrices deMn (K) telles queAB = BA= In et AB′ = B′A= In . On a donc

B = BIn = B
(
AB′)= (BA) B′ = InB′ = B′.

Exemple 25.14
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La matriceA =
(
1 1

0 1

)
est inversible. En effet, cherchons son inverse sous la forme B =

(
x y

z t

)
. CommeAB = I2 on a le

système :





x + z = 1

y + t = 0

z = 0

t = 1

qu’on résout et on trouveB=
(
1 −1

0 1

)
. On vérifie queAB= BA = I3 doncB = A−1.

Remarque 25.6 On comprend grâce à cet exemple qu’il va falloir développer des outils plus sophistiqués si on
veut montrer sans trop de calculs qu’une matrice est inversible. Ces outils seront le rang (voir paragraphe 25.5) et
le déterminant (voir paragraphe 25.6). On montrera aussi dans ce dernier paragraphe comment, grâce à la notion de
comatrice, on pourra calculer l’inverse de matrices inversibles de taille pas trop grande.

La proposition suivante permet de traduire la notion d’inversibilité entre les matrices et les applications linéaires.

PROPOSITION25.14 ♥ Une application linéaire est inversible si et seulement si sa matrice est inversible
Soiente et f des bases respectives desK-espace vectorielsE et F tous deux de dimensionn, u ∈ L (E,F) et A =

Matf ←e (u). Alors A est inversible si et seulement siu est un isomorphisme.

Démonstration
⇒ Supposons queA est inversible. Alors il existeB ∈ Mn (K) tel queAB = BA = In . Soit v élément deL (E,F) tel queB =

Mate← f (v). On a :
Mate←e (IdE) = In = BA=Mate← f (v)Matf ←e (u) =Mate←e (v ◦u) .

Par conséquent :v ◦u = IdF. De même, on a :

Matf ← f (IdF) = In = AB =Matf ←e (u)Mate← f (v) =Matf ← f (u ◦v) .

Par conséquent :u ◦v = IdE. On a ainsi prouvé queu est un isomorphisme deE dansF d’application réciproquev .
⇐ Réciproquement siu est un isomorphisme deE dansF alors notonsv : F → E son application réciproque. PosonsB =

Mate← f (v). On a :

AB =Matf ←e (u)Mate← f (v) =Matf ← f (u ◦v) =Matf ← f (IdF) = In

et
BA= Mate← f (v)Matf ←e (u) =Mate←e (v ◦u) =Mate←e (IdE) = In

et doncA est inversible de matrice inverseB.

PROPOSITION25.15 ♥ Si E est de dimensionn, GLn (K) et GL (E) sont des groupes isomorphes

1 (GLn (K) ,×) est un groupe (en général non abélien).

2 Si E est unK-espace vectoriel de dimensionn et sie est une base deE, l’application

θ :

{
GL (E) −→ GLn (K)

u 7−→ Mate (u)

est un isomorphisme de groupe.

Démonstration
• θ est bien définie car siu est un automorphisme deE alorsMate (u) est inversible.
• θ est un morphisme de groupe : si(u, v) ∈ (GL (E))2, alorsθ(u ◦v) =Mate (u ◦v) =Mate (u)Mate (v) = θ(u)θ(v).
• θ est injective car siθ(u) = In alorsMate (u) = In et doncu = IdE.
• Enfin,θ est surjective car toute matrice deGLn (K) représente un automorphisme deE.

Remarque 25.7 Les deux démonstrations qui viennent sont typiques de ce chapitre. Pour démontrer une propriété sur
les matrices, on la transcrit en terme d’application linéaire. Vous devez vous familiariser avec cette gymnastique.

Exemple 25.15On reprend la matriceA =
(
1 1

0 1

)
de l’exemple 25.14 p. 959.

A est la matrice, dans la base(1,X), de l’endomorphismeu deK1[X] dans lui-même défini paru(P) = P(X+1).
Il est clair que l’endomorphismev deK1[X] dans lui-même défini parv(P) = P(X−1) "défait ce que faitu" et donc que
u et v sont inverses l’un de l’autre. DoncA est inversible d’après la proposition 25.14 p. 960. De plusA−1 est la matrice

dev dans la base(1,X), à savoir
(
1 −1

0 1

)
.
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THÉORÈME 25.16 ♥♥ Une première caractérisation des matrices inversibles
SoientA,B ∈Mn (K). On suppose que :

H1 A×B= In

alorsA et B sont inversibles et inverses l’une de l’autre :B= A−1 et A =B−1.

Démonstration SoientE un espace vectoriel de dimensionn, e une base deE et soitu l’endomorphisme deE représenté parA
dans la basee et v l’endomorphisme deE représenté parB dans la basee. CommeAB = In , on a :In = AB = Mate (u)Mate (v) =
Mate (u ◦v) = Mate (IdE). Par conséquent :u ◦ v = IdE. On en déduit que d’après le théorème 24.30 page 912 queu est inversible
d’inversev et donc queA est inversible d’inverseB.

PROPOSITION25.17 Une seconde caractérisation des matrices inversibles

A ∈GLn (K) ⇐⇒
[
∀X ∈Mn,1 (K) , AX = 0 =⇒ X = 0

]
.

Démonstration SoientE un espace vectoriel de dimensionn, e une base deE et soitu l’endomorphisme deE représenté parA
dans la basee : A=Mate (u). SoientX ∈Mn,1 (K) et x le vecteur deE tel queMate (x) = X. On a :

AX = 0 ⇐⇒Mate (u)Mate (x) = 0 ⇐⇒Mate (u (x)) = 0.

Si A est inversible alorsu est un isomorphisme. DoncAX = 0 n’est possible que siu (x) = 0 c’est-à-dire six = 0. Par conséquent
X = 0. Réciproquement, siAX = 0 entraîneX = 0, alorsu (x) = 0 entraînex = 0 et doncKer u = {0} par suiteu est injectif. Comme
u est un endomorphisme,u est donc aussi surjectif d’après le corollaire 24.29 page 912 et définit bien un isomorphisme. Par
conséquentA est inversible.

PROPOSITION25.18 ♥♥
Si A,B ∈Mn (K) sont inversibles, il en est de même pourAB et :

(AB)−1 = B−1A−1 .

Démonstration Supposons queA etB soient inversibles. Il existe alorsA′,B′ ∈Mn (K) telles que :AA′ = In etBB′ = In . Montrons
que :B′A′ est la matrice inverse deAB ce qui prouvera le résultat. Il suffit pour ce faire de remarquer que :

ABB′A′ = A BB′
︸︷︷︸
=In

A′ = AA′ = In .

PROPOSITION25.19 ♥
Si A ∈Mn (K), tA est inversible si et seulement siA l’est. De plus, si tel est le cas :

(
tA

)−1 = t
(
A−1

)
.

Démonstration : On a la série d’équivalences :

A ∈ GLn (K)⇐⇒∃B ∈Mn (K) : AB = In ⇐⇒∃B ∈Mn (K) : t(AB) = tIn ⇐⇒∃B ∈Mn (K) : tBtA = In ⇐⇒ tA ∈ GLn (K) .

Exemple 25.16On a vu au chapitre 2 que si−→
u est un vecteur du plan de coordonnées(x, y) dans une base orthonormale

directee =
(−→

ı ,
−→

)
et siRθ est la rotation vectorielle d’angleθ∈R alors les coordonnées deRθ

(−→
u

)
danse sont :

(
x′, y ′)=(

cosθx + sinθy,−sinθx +cosθy
)

. On a donc :

Mate (Rθ) =
(

cosθ sinθ

−sinθ cosθ

)
.

Remarquons queRθ est un automorphisme du plan, de bijection réciproque :R−θ. On a par ailleurs bien :

Mate (Rθ)Mate (R−θ)=
(

cosθ sinθ

−sinθ cosθ

)(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)
= I2.

Remarquons que(Mate (Rθ))−1 = tMate (Rθ). Les matrices inversiblesA dont la matrice inverse est égale à leur trans-
posée :tA sont dites orthogonales.
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BIO 22 Camille Jordan, né le 5 janvier 1838 à Lyon, mort le 22 janvier 1922 à Paris)

Mathématicien Français. Camille Jordan est issu d’un milieu favorisé. Son père
était polytechnicien et sa mère était la soeur du peintre Pierre Puvis de Cha-
vannes. Il fait des études brillantes et intègre Polytechnique à la première place.
Il devient ingénieur du corps des mines et mène en parallèle des recherches math-
ématiques. En 1876, il succède à Cauchy comme enseignant à l’école Polytech-
nique.
Ses travaux mathématiques portent sur la géométrie, (courbes de Jordan), mais
également sur l’étude du groupe des permutations, et les séries de Fourier. Il
est aussi l’auteur d’un procédé de réduction des endomorphismes tellement utile
qu’il est parfois nommé « jordanisation des endomorphismes». Réduire un en-
domorphisme consiste à trouver une base dans laquelle sa matrice prend une
« forme simple ». Dans le cas de la jordanisation, il s’agit d’une matrice diago-
nale par blocs dont les blocs sont des matrices de Jordan (voir l’exercice 25.58).
Ce procédé est en particulier important pour résoudre certaines équations dif-
férentielles. Ajoutons que Jordan était réputé pour l’excentricité de ses notations.
Il prend sa retraite en 1912. Celle ci est marquée par le décèsde trois de ses huit
enfants durant la première guerre mondiale.

25.3.3 Trace d’une matrice

DÉFINITION 25.17 ♥ Trace d’une matrice carrée
Soit A =

(
ai , j

)
∈Mn (K) une matrice carrée. On appelle trace deA et on noteTr (A), le scalaire :

Tr (A) =
n∑

i=1

ai ,i

Remarque 25.8 La trace deA ∈Mn (K) est égale à la somme des éléments diagonaux deA.

PROPOSITION25.20 ♥ Propriétés de la trace

– L’applicationTr :

{
Mn (K) −→ K

A 7−→ Tr (A)
est un forme linéaire. En particulier, siα,β ∈K et si A,B ∈Mn (K) alors

Tr
(
αA+βB

)
=αTr (A)+βTr (B) .

– ∀A,B ∈Mn (K) , Tr (AB)= Tr (BA)

Démonstration

– La linéarité de la trace est laissée en exercice.
– SoientA,B ∈Mn (K). On suppose queA=

(
ai , j

)
etB =

(
bi , j

)
. On a :Tr (AB) =

∑n
i=1

(∑n
k=1

ai ,k bk ,i

)
etTr (BA) =

∑n
i=1

(∑n
k=1

ak ,i bi ,k

)

et ces deux quantités sont bien égales.

PLAN 25.3 : En résumé : Opérations sur les matrices

1 Si A,B ∈Mq,p (K) et siα,β ∈K, alors :
t
(

tA
)
= A

t
(
αA+βB

)
=αtA+βtB

t(AB) = tBtA

2 Si A,B ∈GLn (K),

(AB)−1 = B−1A−1

(
tA

)−1 = t
(
A−1

)

3 Si A,B ∈Mn (K) et siα,β ∈K, alors :

Tr
(
αA+βB

)
=αTr (A)+βTr (B)

Tr (AB)= Tr (BA)
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25.3.4 Matrices carrées remarquables

Matrices scalaires, diagonales, triangulaires

Nous allons nous intéresser à deux types particuliers de matrice dans cette section : les matrices diagonales et les matrices
triangulaires. Les premières se multiplient et s’inversent très facilement (quand c’est possible évidemment). Avec les
secondes, les calculs sont plus difficiles mais moins que dans le cas de matrices quelconques.

DÉFINITION 25.18 ♥ Matrices scalaires, diagonales

– Une matriceD ∈Mn (K) estdiagonalesi et seulement si :

∀i , j ∈ �1,n� i 6= j =⇒ di , j = 0

D=




λ1 0 . . . 0

0 λ2
...

...
...

...
... 0

0 . . . 0 λn




.

On noteraD = Diag(λ1, . . . ,λ2) ainsi queDn (K) l’ensemble des matrices diagonales de taillen.
– Les matrices diagonales de la formeDiag(λ, . . . ,λ) oùλ ∈K sont appeléesmatrices scalaires.

Remarque 25.9 Une matriceA ∈Mn (K) est scalaire si et seulement si il existeλ ∈K tel queA =λIn .

DÉFINITION 25.19 ♥ Matrice triangulaire supérieure
On dit queT ∈Mn (K) esttriangulaire supérieurelorsque :

∀i , j ∈ �1,n� i > j =⇒ ti , j = 0

T est de la forme :

T =




t11 . . . t1n

0 t22

...
...

...
...

0 . . . 0 tnn




On noteTn (K) l’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n.

PROPOSITION25.21 Dimension du sous-espace des matrices diagonales et du sous-espace des matrices triangu-
laires

1 Le sous-ensemble des matrices scalaire deMn (K) est un sous-espace vectoriel deMn (K) de dimension1.

2 Le sous-ensemble des matrices diagonalesDn (K) deMn (K) est un sous-espace vectoriel deMn (K) de dimen-
sionn.

3 Le sous-ensemble des matrices triangulaires supérieuresTn (K) de Mn (K) est un sous-espace vectoriel de

Mn (K) de dimension
n (n+1)

2
.

Démonstration
• Le fait que chacun de ces quatre sous-ensembles deMn (K) sont des sous-espaces vectoriels deMn (K) est laissé en exercice au

lecteur.
– La matrice identité engendre clairement le sous-ensembledes matrices scalaire deMn (K). Par conséquent ce sous-ensemble est

de dimension1.
– Les matrices élémentaires

(
Ei ,i

)
i∈�1,n� engendrent clairement le sous-ensemble des matrices diagonalesDn (K) de Mn (K).

Comme cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre et forme donc une base deDn (K). Par conséquent :
dimDn (K) = n.

– De même les matrices élémentaires
(
Ei , j

)
i , j∈�1,n�, jÊi

engendrent le sous-ensemble des matrices triangulaires supérieuresTn (K)

deMn (K). Comme cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre et forme donc une base deTn (K). Il y a
n (n +1)

2
de telles matrices et donc :dimTn (K) =

n (n +1)

2
.

PROPOSITION 25.22 ♥ Opérations algébriques avec les matrices diagonales et lesmatrices triangulaires
supérieures
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– SiD1 etD2 sont deux matrices diagonales dont les coefficients diagonaux sont respectivementλ1, . . . ,λn etµ1, . . . ,µn ,
D1D2 est diagonale et ses coefficients diagonaux sontλ1µ1, . . . ,λnµn .

– SiT1 etT2 sont deux matrices triangulaires supérieures dont les coefficients diagonaux sont respectivementλ1, . . . ,λn

etµ1, . . . ,µn , T1T2 est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sontλ1µ1, . . . ,λnµn .
– Si N ∈Mn (K) est une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont nuls, alorsNn = 0 ; on

dit queN est nilpotente.

Démonstration Exercice.

COROLLAIRE 25.23 ♥ Inverse d’une matrice diagonale et d’une matrice triangulaire

• Une matrice diagonaleD = Diag(λ1, . . . ,λn ) est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non
nuls. Dans ce cas :

D−1 = Diag
(
λ1

−1, . . . ,λn
−1

)

• Une matrice triangulaire supérieureT ∈Mn (K) de la forme :

T =




t11 ∗ . . . ∗
0 t22

...
...

...
...

0 . . . 0 tnn




est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls. Dans ce cas,T−1 est de la forme :

T =




t−1
11 ∗ . . . ∗
0 t−1

22 ∗
...

...
...

...
0 . . . 0 t−1

nn


 .

Démonstration
• SoitD= Diag(λ1, . . . ,λn ) une matrice diagonale. Supposons que :∀k ∈ �1,n� , λk 6= 0 alors clairement la matriceDiag(λ1

−1, . . . ,λn
−1)

est la matrice inverse deD. Réciproquement, si un des coefficients,λ1 par exemple est nul. Alors, posantX = t(1,0, . . . ,0) ∈
Mn,1 (K), on aAX = 0 et X 6= 0 donc,appliquant la proposition 25.17,A n’est pas inversible.

• De même siT est une matrice triangulaire supérieure telle que ses coefficients diagonaux sont non nuls, alors en posantX =
t(x1,. . . , xn ) ∈Mn,1 (K), on a :TX = 0 si et seulement si :





λ1x1 +a1,2x2 +a1,3x3 + . . .+a1,n xn = 0

λ2x2 +a2,3x3 + . . .+a2,n xn = 0

... =
...

λn xn = 0

comme lesλi , pouri ∈ �1,n� sont non nuls, ce système possède comme unique solution len-uplet nul doncX = 0 et appliquant
à nouveau la proposition 25.17,A n’est pas inversible. Réciproquement, si un des coefficient, λ1 par exemple est nul, alors en
posantX = t(1,0, . . . ,0) ∈Mn,1 (K), on aAX = 0 et X 6= 0 donc, appliquant la proposition 25.17,A n’est pas inversible.

Matrices symétriques, antisymétriques

DÉFINITION 25.20 ♥ Matrices symétriques, antisymétriques
Soit A ∈Mn (K).
– On dit queA estsymétriquesi et seulement sitA= A c’est-à-dire si et seulement si :

∀i , j ∈ �1,n� a j ,i = ai , j

L’ensemble des matrices symétriques de taillen est notéSn (K).
– On dit queA estantisymétriquesi et seulement sitA=−A c’est-à-dire si et seulement si :

∀i , j ∈ �1,n� a j ,i =−ai , j

L’ensemble des matrices antisymétriques de taillen est notéAn (K) à n lignes etn colonnes.
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Remarque 25.10 Par définition, siA =
(
ai , j

)
∈Mn (K) est antisymétrique, et sii ∈ �1,n� alors ai ,i = −ai ,i et donc

ai ,i = 0. Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont donc nuls.

PROPOSITION25.24
Sn (K) etAn (K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires deMn (K). De plus :

dimSn (K) =
n (n+1)

2
et dimAn (K) =

n (n−1)

2

Démonstration Posons, pour touti , j ∈ �1,n�, i < j posonsFi , j = Ei , j +E j ,i et Hi , j = Ei , j −E j ,i où Ei , j désigne la matrice
élémentaire

(
i , j

)
. On a :

Sn (K) = Vect
{

Fi , j ,Ei ,i | i , j ∈ �1,n� , i < j
}

et
An (K) = Vect

({
Hi , j | i , j ∈ �1,n� , i < j

})

ce qui prouve que ces deux ensembles sont des sous-espaces vectoriels deMn (K). De plus, on vérifie facilement que les familles(
Fi , j ,Ei ,i | i , j ∈ �1,n� , i < j

)
et

(
Hi , j | i , j ∈ �1,n� , i < j

)
sont libres de cardinal respectif

n (n +1)

2
et

n (n −1)

2
. Elles constituent

donc des bases de, respectivement,Sn (K) etAn (K) ce qui donne leur dimension. On vérifie de plus facilement quesi une matrice
est à la fois symétrique et antisymétrique, elle est nulle etdoncSn (K)∩An (K)= {0}. Comme de plus :dimSn (K)+dimAn (K) =
dimMn (K) = n2 on peut affirmer que ces deux sous-espaces sont supplémentaires dansMn (K).

Matrices de changement de base

Comme leur nom l’indique, les matrices de changement de basevont nous permettre de calculer la matrice d’une appli-
cation linéaire dans des bases données quand on connaît cette matrice pour d’autres bases.

DÉFINITION 25.21 ♥ Matrice de changement de base
Soiente = (e1, . . . ,en) et f =

(
f1, . . . , fn

)
deux bases duK−espace vectorielE de dimensionn. On appellematrice de

passage dee à f (ou matrice de changement de base) et on notePe→ f la matrice de la famille
(

f1, . . . , fn

)
relativement

à la basee :
Pe→ f =Mate

(
f1, . . . , fn

)

Remarque 25.11 Pe→ f ∈Mn (K).

PROPOSITION25.25 ♥ Propriétés des matrices de changement de base
Soiente, f et g trois bases duK-espace vectorielE de dimensionn. On a :

1

Pe→ f =Mate← f (i dE)

2

Pe→g = Pe→ f ×P f →g

3 Pe→ f est inversible et :
[
Pe→ f

]−1 = P f →e

Démonstration

1 La première égalité est laissée en exercice.

2 On a, par application du théorème 25.10 :Pe→ f ×P f →g =Mate← f (i dE)×Matf ←g (i dE) =Mate←g (i dE ◦ i dE)=Mate←g (i dE) =
Pe→g .

3 Par application de la proposition précédente, on a :Pe→ f ×P f →e = Pe→e = In etP f →e ×Pe→ f = P f → f = In Par conséquent,

Pe→ f est inversible et :
[

Pe→ f

]−1
= P f →e .

COROLLAIRE 25.26 ♥♥ Caractérisation matricielle de la liberté d’une famille devecteurs
SoientE unK-espace vectoriel de dimensionn, e une base deE et x une famille den vecteurs deE. Alors, la famillex

est libre si et seulement si la matrice desn vecteurs de la famillex dans la basee : Mate (x1, . . . , xn ) est inversible.

Démonstration
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⇒ Supposons que la famillex soit libre. Comme elle est de cardinaln, elle forme une base dee et donc, appliquant la propriété
précédente,Mate (x1, . . . , xn ) = Pe→x est une matrice de passage de la basee à la basex et est donc inversible.

⇐ Réciproquement, siMate (x1, . . . , xn ) est inversible alors cette matrice représente un automorphisme u de E dans la basee
et comme l’image d’une base deE par un automorphisme deE est une base deE, on en déduit quex est une base deE. En
particulierx est libre.

PROPOSITION25.27 ♥ Toute matrice inversible s’interprète comme une matrice dechangement de base
Soit E un K-espace vectoriel de dimensionn et e une base deE. Alors pour toute matrice inversibleA ∈ GLn (K), il
existe une unique basee ′ deE telle queA =Pe→e′ .

Démonstration Soit A ∈ GLn (K). Les vecteurs colonnes deA sont les coordonnées d’une famille de vecteursf dans la basee :
A=Mate

(
f1, . . . , fn

)
. Par application de la proposition précédente, la famillef est libre et doncA=Mate

(
f
)
= Pe→ f .

Matrices de transvection et de dilatation, opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice

On considère dans tout ce paragraphe une matrice

A =




a1,1 . . . a1,p

...
...

an,1 . . . an,p


 ∈Mn,p (K) .

DÉFINITION 25.22 ♥ Opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrice
On appelleopération élémentaire sur les lignes(respectivementsur les colonnes) de la matriceA une des opérations
suivantes :

1 Addition d’une ligne (respectivement d’une colonne) à une autre ligne (respectivement à une autre colonne).

2 Multiplication d’une ligne (respectivement d’une colonne) par un scalairenon nul .

3 Échange de deux lignes (respectivement de deux colonnes)

✎ Notation 25.17 On note, pour tousi , j ∈ �1,n� et toutλ ∈K∗ :
– Li ← λLi la multiplication de la lignei par le scalaireλ.
– Li ← Li +λL j l’addition de la ligneλL j à la ligneLi .
– Li ↔ L j l’échange des lignesi et j .
On a des notations analogues avec les colonnes.
Nous noterons, pour touti ∈ �1,n� et tout j ∈

�
1, p

�
, Ei j la matrice élémentaire deMn,p (K) dont tous les coefficients sont

nuls sauf celui à l’intersection de lai -ème ligne et de laj -ème colonne et qui vaut1.

PROPOSITION25.28 ♥ Traduction des oel en termes matriciels
On a le tableau de correspondance :

k oel matriceP

1 Li ← Li +λL j In +λEi j Matrice de transvection
2 Li ←λLi In −Ei i +λEi i Matrice de dilatation
3 Li ↔ L j In −Ei i −E j j +Ei j +E j i

qui se lit ainsi :
Effectuer l’opération élémentaire n°k sur les lignes deA revient à multiplierA à gauchepar la matrice inversibleP

Démonstration Par un calcul direct.

PROPOSITION25.29 ♥ Traduction des oec en termes matriciels
On a le tableau de correspondance :

k oec matriceP

1 Ci ← λCi +λC j Ip +λEi j Matrice de transvection
2 Ci ← λCi Ip −Ei i +λEi i Matrice de dilatation
3 Ci ↔ C j Ip −Ei i −E j j +Ei j +E j i

qui se lit ainsi :
Effectuer l’opération élémentaire n°k sur les colonnes deA revient à multiplierA à droite par la matrice inversibleP

Démonstration Par un calcul direct.
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25.4 Changement de base

25.4.1 Pour un vecteur

PROPOSITION25.30 ♥ Formule de changement de base pour un vecteur
SoientE unK-espace vectoriel de dimensionn. Considéronse et f deux bases deE et x ∈ E. Alors :

Matf (x) = P f →e ×Mate (x) .

Démonstration PosonsMatf (x) =
(
X′

i

)
∈Mn,1 (K), Mate (x) =

(
Xi

)
∈Mn,1 (K) et P f →e =

(
ai , j

)
∈Mn,n (K). On a :

x =
n∑

i=1

X′
i fi =

n∑

j=1

X j e j et ∀i ∈ �1,n� , e j =
n∑

i=1

ai , j fi .

Par conséquent :

x =
n∑

j=1

X j e j

=
n∑

j=1

X j

(
n∑

i=1

ai , j fi

)

=
n∑

i=1

(
n∑

j=1

ai , j X j

)
fi

=
n∑

i=1

X′
i fi

Donc, par identification, on a bien :∀i ∈ �1,n� , X′
i
=∑n

j=1
ai , j X j .

On peut aussi prouver ce résultat de la façon suivante :

Matf (x) = Matf (IdE (x))

= Matf ←e (IdE)×Mate (x) par application de 25.11

= P f →e ×Mate (x)

25.4.2 Pour une application linéaire

PROPOSITION25.31 ♥ Formule de changement de base pour une application linéaire
On considère :

• e et e ′ deux bases duK-espace vectorielE

• f et f ′ deux bases duK-espace vectorielF

et u ∈L (E,F). On a la formule de changement de base :

Matf ′←e′ (u) = P f ′→ f ×Matf ←e (u)×Pe→e′

Démonstration Soit x ∈ E et y = u (x). Soit X = Mate (x), Y = Matf

(
y
)
, X′ = Mate′ (x), Y′ = Matf ′

(
y
)
, A = Matf ←e (u) et

A′ = Matf ′←e′ (u). On a, par application du théorème 25.11 :Y = AX et Y′ = A′X′. De plus, par application de la proposition
précédente :X = Pe→e′ X

′ et Y = P f → f ′Y′. On a donc :

Y′ = P f ′→ f Y = P f ′→ f AX et Y′ = A′X′ = A′Pe′→e X.

Par conséquent :A′Pe′→e = P f ′→ f A ce qui donne bien :A′ = P f ′→ f ×Matf ←e (u)×Pe→e′ .

On peut aussi démontrer cette formule ainsi :

A′ =Matf ′←e′ (u) =Matf ′←e′ (IdF ◦u ◦ IdE)

=Matf ′← f (IdF)×Matf ←e (u)×Mate←e′ (IdE)

= P f ′→ f ×Matf ←e (u)×Pe→e′

25.4.3 Pour un endomorphisme
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PROPOSITION25.32 ♥ Formule de changement de base pour un endomorphisme
On considèree et e ′ deux bases duK-espace vectorielE et u ∈L (E). On a la formule de changement de base :

Mate′ (u) = Pe′→e ×Mate (u)×Pe→e′

qui s’écrit aussi avecP = Pe→e′ , A =Mate (u) et A′ =Mate′ (u) :

A′ = P−1AP

Démonstration : C’est un corollaire immédiat de la proposition précédente.

Remarque 25.12 Avec les notations précédentes, siA′ = P−1AP alorsA′n = P−1AnP.

25.4.4 Pour une forme linéaire

PROPOSITION25.33 ♥ Formule de changement de base pour une forme linéaire
Soiente et e ′ deux bases duK-espace vectorielE. Siϕ est une forme linéaire surE, on a :

Mate′
(
ϕ

)
=Mate

(
ϕ

)
×Pe→e′ .

Démonstration : C’est encore un corollaire immédiat de la proposition précédente.

25.4.5 Un exemple

Soit l’espace vectorielE =R2 muni de sa base canoniquee et les deux vecteursf1 = (1,2), f2 = (1,3).

1. Montrons que le systèmef = ( f1, f2) est une base deE. Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment donc

une famille libre deR2. CommedimR2 = 2, f est forcément une base deE. On écrit Mate
(

f
)
=

(
1 1

2 3

)

2. On écrit la matrice de passagePe→ f =
(
1 1

2 3

)
.

3. On inverse cette matrice en cherchant une matriceB =
(

x y

z t

)
telle quePe→ f ×B = I2. On obtient un système et on

trouveP f →e = B =
(

3 −1

−2 1

)

4. Soit le vecteurx = (4,1). On cherche matriciellement les coordonnées du vecteurx dans la basef . On trouve

Matf (x) = P f →eMate (x) =
(

3 −1

−2 1

)(
4

1

)
=

(
11

−7

)
.

5. Soit l’endomorphismeu :

{
E −→ E

(x, y) 7−→ (2x + y, x − y)
. On écrit les matrices de cet endomorphisme dans les

basese et f : Mate (u) =
(
2 1

1 −1

)
et Matf (u) = P f →eMate (u)Pe→ f =

(
3 −1

−2 1

)(
2 1

1 −1

)(
1 1

2 3

)
=

(
13 17

−9 −12

)
.

25.5 Rang d’une matrice

On va développer dans cette section des méthodes pratiques pour :

1. calculer le rang d’une application linéaire à partir de samatrice dans des bases données.

2. tester si une matrice (et donc si l’endomophisme associé)est inversible.

25.5.1 Définition et propriétés

DÉFINITION 25.23 ♥♥♥ Rang d’une matrice
On appellerang de A ∈Mq,p (K), et on noterg A, le rang de la famille constituée des vecteurs colonnesC1,...,Cp de A

dansKq .
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PROPOSITION25.34 ♥♥♥ Le rang d’une matrice est égal au rang de l’application linéaire qu’elle représente
Soient :

1 E unK-espace vectoriel de dimensionp muni d’une basee.

2 F unK-espace vectoriel de dimensionq muni d’une basef .

3 A ∈Mq,p (K).

On sait qu’il existe une unique application linéaireu ∈L (E,F) telle queA =Matf ←e (u) alors on a : rgu = rg A .

Démonstration Rappelons quergu = dimVect
(
u (e1) , . . . ,u

(
ep

))
. Pour touti ∈

�
1, p

�
, notonsCi le vecteur colonne deMq,1 (K)

donné par :Ci =Matf

(
u

(
ei

))
. Les vecteurs colonnes deA=

(
ai j

)
sont exactement les vecteursC1, . . . ,Cp . Notons aussi :

F = Vect
(
u (e1) , . . . ,u

(
ep

))
⊂ F et G = Vect

(
C1, . . . ,Cp

)
⊂Kq .

Utilisant le lemme de réduction d’une famille liée, on peut extraire de la famille
(
u (e1) , . . . ,u

(
ep

))
une sous-famille libreb qui

engendre encoreF . Quitte à re-numéroter les vecteurs de la famille
(
u (e1) , . . . ,u

(
ep

))
, supposons que la sous-famille en question

est :b =
(
u (e1) , . . . ,u

(
el

))
où l ∈

�
1, p

�
. b est donc une base deF et rgu = l . Montrons quec =

(
C1, . . . ,Cl

)
est une base deG .

On aura ainsi bien prouvé querg A = l = rgu. Supposons queα1, . . . ,αl sont l scalaires deK tels que
∑l

j=1
α j C j = 0. Alors :

∀i ∈
�

1, q
�

,
∑l

j=1
α j ai j = 0. Par ailleurs :

l∑

j=1

α j u
(
e j

)
=

l∑

j=1

α j

p∑

i=1

ai j fi =
p∑

i=1




l∑

j=1

α j ai j

︸ ︷︷ ︸
=0




fi = 0

La famille b étant libre, ceci n’est possible que siα1 = . . . = αl = 0. Doncc est libre. Montrons quec est génératrice deG . Il suffit
de montrer que chacun des vecteursC j pour j ∈

�
l +1, p

�
est combinaison linéaire des vecteursC1, . . . ,Cl . Mais ceci est clairement

conséquence du fait que chaque vecteuru
(
e j

)
pour j ∈

�
l +1, p

�
est combinaison linéaire des vecteursu (e1) , . . . ,u

(
el

)
. La famille

c est donc bien une base deG et la proposition est alors démontrée.

THÉORÈME 25.35 ♥♥♥ Une matrice carrée est inversible si et seulement si son rangest égal à sa taille
A ∈Mn (K) est inversible si et seulement sirg(A)= n.

Démonstration Soiente une base d’unK-espace vectorielE de dimensionn et soitu l’unique endomorphisme deE tel que :
Mate (u) = A. On a :A inversible⇐⇒ u est un automorphisme deE ⇐⇒ rgA= rgu = n.

PROPOSITION25.36 ♥♥♥
Soit E un K-espace vectoriel de dimensionn, e une base deE et (x1, . . . , xn ) une famille den vecteurs deE. Alors
Mate (x1, . . . , xn ) est inversible si et seulement si(x1, . . . , xn ) est une base deE.

Démonstration Soit u l’endomorphisme deE défini par :∀i ∈ �1,n� , u
(
ei

)
= xi . NotonsA = Mate (x1, . . . , xn ) =Mate (u). On

a : A est inversible⇐⇒ u est un automorphisme deE ⇐⇒ l’image d’une base deE paru est une base deE.

THÉORÈME 25.37 ♥
Soit A ∈Mq,p (K). On a : A est une matrice de rangr si et seulement si il existeQ ∈ GLq (K) et P ∈ GLp (K) telles que
A =QJr P où

r

��

1 0 0

0

1 0 0 roo

Jr =









































































0 0 0









































































0 0 0 0

Démonstration
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⇒ Soit E un K-espace vectoriel de dimensionp, e une base deE, F un K-espace vectoriel de dimensionq et f une base de
F. Soit u ∈ L (E,F) l’unique application linéaire deE dansF telle queMatf ←e (u) = A. On a :rgu = rgA = r . Faisant comme
dans la démonstration du théorème 24.27, on peut décomposerE en la somme :E = Ker u ⊕G où G est un sous-espace deE

tel queu|G : G → Imu est un isomorphisme. Par conséquent,dimG = dim Imu = rgu = r . Soit
(
e′1, . . . ,e′r

)
une base deG et(

e′r+1, . . . ,e′p
)

une base deKer f . e′ =
(
e′1, . . . ,e′r ,e′r+1, . . . ,e′n

)
est donc une base deE et l’image d’une base d’un espace vectoriel

par un isomorphisme étant une base de l’espace vectoriel d’arrivée,
(
u

(
e′1

)
, . . . ,u

(
e′r

))
est une base deIm f qu’on peut compléter

en une basef ′ =
(
u

(
e′1

)
, . . . ,u

(
e′r

)
, f ′r+1, . . . , f ′q

)
deF. On a :Matf ′←e′ (u) = Jr et utilisant les formule de changement de base,

on a :
A=Matf ←e (u) = P f → f ′ ×Matf ′←e′ (u)×Pe′→e

qui est de la forme voulue.
⇐ Soit E unK-espace vectoriel de dimensionp et F unK-espace vectoriel de dimensionq. Soite une base deE, f une base de

F et :
– e′ une autre base deE telle quePe′→e = P.
– f ′ une autre base deF telle queP f ′→ f = Q.
Soit u ∈L (E,F) tel que :Matf ′←e′ (u) = Jr . Interprétant la formuleA= QJr P comme une formule de changement de base, on a :
A= Matf ←e (u). Par conséquent :rgA= rgu = rgJr .

COROLLAIRE 25.38 ♥ Le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée
Pour toutA ∈Mq,p (K), rg

(
tA

)
= rg(A).

Démonstration Posonsr = rg A. En appliquant la proposition précédente, il existeQ ∈ GLq (K) et P ∈ GLp (K) telles queA =
QJr P. Par conséquent :tA = tPtJr

tQ = tPJr
tQ et tP ∈ GLp (K), tQ ∈ GLq (K). Par conséquent, appliquant à nouveau la proposition

précédente :rg tA = r .

DÉFINITION 25.24 Matrices équivalentes
Deux matricesA,B ∈Mq,p (K) sont diteséquivalentessi et seulement s’il existe deux matrices inversiblesQ ∈ GLq (K)

et P ∈ GLp (K) telles queA =QBP−1.

Remarque 25.13 Un corollaire du théorème précédent est que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles
ont même rang.

DÉFINITION 25.25 Matrices semblables
Deux matrices carréesA,B ∈Mn (K) sont ditessemblabless’il existe une matrice inversible P telle queA =PBP−1.

Remarque 25.14 Deux matrices semblables sonta fortiori équivalentes.

Remarque 25.15 Deux matrices semblables ont même trace.

25.5.2 Calcul pratique du rang d’une matrice

PROPOSITION25.39 ♥ Deux matrices déduites l’une de l’autre par une oel ou une oecont même rang
Deux matrices obtenues l’une de l’autre par une oel ou une oecsont de même rang.

Démonstration SoitA ∈Mn,p (K) etP une matrice correspondant à une oel ou une oec.P est donc inversible. PosonsB = PA. Soit
r = rg(A). On applique le théorème 25.37. Il existe des matricesQ1 ∈ GLn (K) et Q2 ∈ GLp (K) telles queA = Q1Ir Q2. On a donc :
B = PQ1Ir Q2 = Q0Ir Q2 avecQ0 = PQ1 qui est une matrice inversible deGLn (K). Par conséquent,B étant de la formeQ0Ir Q2 où
Q0 et Q1 sont inversibles. On applique à nouveau la proposition 25.37 et on peut affirmer queB est de rangr .

LEMME 25.40 ♥
Soitα ∈K∗. On a :

rg




α ⋆ . . . ⋆

0
... A′

0



= 1+ rg A′.
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Démonstration Soit

A=




α ⋆ . . . ⋆

0
... A′

0




.

Par définition,rgA = dimVect (L1, . . . ,Ln ) où L1, . . . ,Ln représentent les vecteurs colonnes deA. PosonsF = Vect (L1) et G =
Vect (L2, . . . ,Ln ). Montrons que ces deux sous-espaces vectoriels deKp sont en somme directe. SoitL=

(
ℓ1, . . . ,ℓp

)
∈ F∩G. Comme

L ∈ F, on a :L = λL1. CommeL ∈ G, on a aussiℓ1 = 0. Par conséquent, en regardant la première coordonnée,λα= 0, d’où λ= 0 et
doncL= 0. DoncF et G sont en somme directe. On a doncdimVect (L1, . . . ,Ln ) = dimF+dim G ce qui s’écrit aussirg A= 1+rg A′.

PLAN 25.4 : Application au calcul du rang d’une matriceA

Pour calculer le rang d’une matrice, on applique le plan suivant :

1 Si A =0 alorsrg A =0.

2 SinonA possède un coefficientα non nul. Par des permutations de lignes et de colonnes, on peut supposer
queα est en position(1,1). En retranchant auxn−1 dernières lignes un multiple judicieusement choisi de la
première ligne, on obtient une matrice du type :




α ⋆ . . . ⋆

0
... A′

0




et doncrg A =1+ rg A′

3 On se ramène ainsi à une matrice de taille(n−1)×
(
p −1

)
sur laquelle il suffit de réitérer le procédé jusqu’à

obtenir une matrice de taille nulle.

Exemple 25.18Calculons le rang de la matriceA =




1 −1 2 0

0 2 1 −1

1 −1 2 0


. On a

rg(A)= rg




1 −1 2 0

0 2 1 −1

1 −1 2 0


 L3←L3−L1========= rg




1 −1 2 0

0 2 1 −1

0 0 0 0


= 1+ rg

(
2 1 −1

0 0 0

)
= 2+ rg

(
0 0

)
= 2

PROPOSITION25.41 ♥ Méthode du pivot de Gauss
Par une suite d’oel, on peut transformer une matrice inversible en une matrice triangulaire supérieure (inversible !).

Démonstration On va démontrer cette proposition en effectuant une récurrence sur la taillen de cette matrice.

1 Si n = 1 la proposition est évidente.

2 Soit n ∈N, n > 1.

3 Supposons la proposition vraie au rangn−1 et prouvons la au rangn. SoitA=
(
ai j

)
∈ GLn (K). Quitte à permuter les lignes

de A, cette matrice étant inversible, on peut supposer quea11 6= 0. Par des oel, en utilisant comme pivot le coefficienta11,
on peut alors transformerA en une matriceB de la forme :

B =




a11 ⋆ . . . ⋆

0
... A′

0




et on a, par application du lemme précédent :rgA = rgB = 1+ rgA′. On applique l’hypothèse de récurrence àA′, on peut
transformerA′, via une suite finie d’oel, en une matrice triangulaire. On effectue les oel correspondantes sur la matriceB et
on la transforme en une matrice triangulaire.

4 La proposition est alors démontrée par application du principe de récurrence.

Remarque 25.16 Grâce aux opérations élémentaires sur les lignes et en s’inspirant de l’algorithme précédent, on peut
calculer l’inverse d’une matriceA ∈GLn (K) donnée. Il suffit de suivre les étapes suivantes.

1 On juxtaposeA et In .
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2 Grâce à des oel de type 1 et 3 surA on se ramène à une matrice triangulaire supérieure.Ceci correspond à
multiplier successivement à gaucheA par des matricesP1, . . . ,Pr de type 1 ou 3. La matrice triangulaire obtenue
estPr . . . . .P1.A. On effectue ces mêmes oel surIn . La matrice obtenue estPr . . . . .P1.

3 On effectue des oel de type 2 surPr . . . . .P1.A afin d’obtenir une matrice triangulaire dont la diagonale ne
comporte que des 1.Ceci correspond à multiplier successivement à gaucheA par des matricesQ1, . . . , Qs de
type 2. La matrice triangulaire obtenue estQs . . . . .Q1.Pr . . . . .P1.A. On effectue ces mêmes oel surIn . La matrice
obtenue estQs . . . . .Q1.Pr . . . . .P1.

4 Enfin, à nouveaugrâce à des oel de type 1, on se ramène à la matriceIn . Ceci correspond à multiplier
successivement à gaucheQs . . . . .Q1.Pr . . . . .P1.A par des matricesR1, . . . , Rt de type 1. La matrice triangu-
laire obtenue estRt . . . . .R1.Qs . . . . .Q1.Pr . . . . .P1.A. On effectue ces mêmes oel surIn . La matrice obtenue est
Rt . . . . .R1.Qs . . . . .Q1.Pr . . . . .P1.

5 Au final, on a doncRt . . . . .R1.Qs . . . . .Q1.Pr . . . . .P1.A = In . La matriceRt . . . . .R1.Qs . . . . .Q1.Pr . . . . .P1 est donc l’in-
verse deA.

Exemple 25.19La matriceA =




1 1 −1

−1 1 0

0 −1 1


 est de rang3 comme on le vérifie en appliquant la méthode 70. Calculons

son inverse :
1 1 −1 1 0 0

−1 1 0 0 1 0

0 −1 1 0 0 1

1 1 −1 1 0 0

0 2 −1 L2 ← L2 +L1 1 1 0

0 −1 1 0 0 1

1 1 −1 1 0 0

0 2 −1 1 1 0

0 0 1/2 L3 ← L3 +L2/2 1/2 1/2 1

1 1 1 1 0 0

0 1 −1/2 L2 ← L2/2 1/2 1/2 0

0 0 1 L3 ← 2L3 1 1 2

1 1 0 L1 ← L1 +L3 2 1 2

0 1 0 L2 ← L2 +L3/2 1 1 1

0 0 1 1 1 2

1 0 0 L1 ← L1 −L2 1 0 1

0 1 0 1 1 1

0 0 1 1 1 2

et on en déduit queA−1 =




1 0 1

1 1 1

1 1 2


.

25.6 Déterminant d’une matrice carrée de taille2 ou 3

Grâce à la notion de déterminant nous disposerons d’un outilperformant pour prouver qu’une matrice est inversible.
Cette notion a néanmoins d’autres applications comme le calcul de l’inverse d’une matrice inversible via le calcul de la
comatrice, la résolution de certains systèmes linéaires, les problèmes d’orientation du plan ou de l’espace...
Comme stipulé dans les programmes des filières PCSI, PTSI, TSI, nous nous bornerons à travailler en dimension2 ou 3.
Néanmoins, la plupart des démonstrations que nous allons donner sont valables en dimensionn quelconque.
Les étudiants de la filière MPSI devront compléter ce chapitre par la lecture du chapitre 26 sur le groupe symétrique.
Dans toute la suite, on pourra considérer quen est un entier égal à2 ou3 et queE est unK-espace vectoriel de dimension
n. On commencera par expliquer ce qu’est le déterminant d’unematrice, d’une famille de vecteurs puis d’un endomor-
phisme. Nous nous intéresserons ensuite à des méthodes pratiques de calcul du déterminant. Enfin, nous donnerons des
applications.
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25.6.1 Définitions

DÉFINITION 25.26 ♥ Déterminant d’une matrice de taille 2 ou 3

– On appelledéterminant de la matriceA =
(

a11 a12

a21 a22

)
∈M2 (K) le scalaire deK, notédet(A) et donné par :

det(A)=
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣= a11a22 −a12a21

– On appelledéterminant de la matriceA =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


∈M3 (K) le scalaire deK, notédet (A) et donné par :

det(A)=

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣−a21

∣∣∣∣
a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣+a31

∣∣∣∣
a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣=

a11a22a33 +a12a23a31 +a13a21a32 −a31a22a13 −a32a23a11 −a33a21a12

qui se calcule avec larègle de Sarrus. Voir remarque 3.14 p. 125.

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

+−

Exemple 25.20
– detI2 = 1, det I3 = 1.
– Plus généralement, le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses coefficients diagonaux.

25.6.2 Propriétés

THÉORÈME 25.42 ♥ Propriétés du déterminant d’une matrice
SoientA, B ∈Mn (K)

1 det
(
0Mn (K)

)
= 0 .

2 det(In) = 1 .

3 det(λA)=λn det (A) oùλ ∈K.

4 det(AB)= det (A)×det (B)

5 Caractérisation des matrices inversibles :

A ∈GLn (K) ⇐⇒ det(A) 6= 0 .

Autrement dit : le déterminant d’une matrice in-
versible est inversible

6 Si A est inversible alorsdet
(
A−1

)
= 1

det(A)
.

7 det
(

tA
)
= det(A)

Démonstration Ces propriétés se démontrent pour la plupart par des calculsdirects. Prouvons par exemple les points5 et 6
. Soit A ∈ GLn (K) une matrice inversible. AlorsA×A−1 = In et d’après les points2 et 4, det(A) det

(
A−1

)
= 1 doncdet(A) 6= 0

et det
(
A−1

)
= 1

det(A)
. La réciproque sera une conséquence du corollaire 25.45. Eneffet, A peut être vue comme la matrice d’une

certaine famille den vecteurs dans un espace de dimensionn dans une basee fixée. Dire quedet(A) 6= 0 revient à dire que cette
famille est libre et donc que la matriceA qui les représente dans la basee est inversible.

25.7 Déterminants d’ordre2 ou 3 d’une famille de vecteurs

25.7.1 Définition
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DÉFINITION 25.27 ♥ Déterminant d’ordre 2 et 3 d’une famille de vecteurs
Soit E unK-espace vectoriel de dimensionn muni d’une basee = (e1, . . . ,en ).
– Si n = 2, on appelledéterminant dans la basee des vecteursV1 et V2 deE et on notedete (V1,V2), le déterminant de

la matrice formée par la famille(V1,V2) dans la basee : Mate (V1,V2) :

det
e

(V1,V2) = detMate (V1,V2)

En particulier, si :V1 = x11e1 + x12e2, V2 = x21e1 + x22e2 alors :

det
e

(V1,V2)=
∣∣∣∣

x11 x21

x12 x22

∣∣∣∣= x11x22 − x12x21

– Si n = 3, on appelledéterminant dans la basee des vecteursV1, V2 et V3 deE et on notedete (V1,V2,V3), le détermi-
nant de la matrice formée par la famille(V1,V2,V3) dans la basee : Mate (V1,V2,V3) :

det
e

(V1,V2,V3) = detMate (V1,V2,V3)

En particulier, si :V1 = x11e1 + x12e2 + x13e3, V2 = x21e1 + x22e2 + x23e3 et V3 = x31e1 + x32e2 + x33e3 alors :

det
e

(V1,V2,V3) =

∣∣∣∣∣∣

x11 x21 x31

x12 x22 x32

x13 x23 x33

∣∣∣∣∣∣

= x11x22x33 + x12x23x31 + x13x21x32 − x31x22x13 − x32x23x11 − x33x21x12

qui se calcule avec larègle de Sarrus.

Remarque 25.17
– Le déterminant introduit dans les chapitres 2 et 3 est celuidans les bases canoniques respectives deR2 etR3.
– Le déterminant d’une matrice carrée définie dans le paragraphe précédent est le déterminant de ses vecteurs colonnes

dans la base canonique deKn .

25.7.2 Propriétés

PROPOSITION25.43 ♥ Le déterminant de deux ou trois vecteurs est une forme multilinéaire alternée
Soit e une base duK-espace vectorielE.
– Si n = 2, le déterminant est uneforme bilinéaire et alternée: pour toutu, u1, u2, v , v1, v2 ∈ E et pour tous scalaires

λ1, λ2, on a :

1 Le déterminant est uneforme bilinéaire:

det
e

(u,λ1v1 +λ2v2) =λ1 det
e

(u, v1)+λ2 det
e

(u, v2)

det
e

(λ1u1 +λ2u2, v) =λ1 det
e

(u1, v)+λ2 det
e

(u2, v)

2 Le déterminant estalterné:
det

e
(v,u) =−det

e
(u, v)

– Si n = 3, Le déterminant est uneforme trilinéaire et alternée : pour toutu, u1, u2, v , v1, v2, w , w1, w2 ∈ E et pour
tous scalairesλ1, λ2, on a :

1 Le déterminant est uneforme trilinéaire:

det
e

(λ1u1 +λ2u2, v, w) = λ1 det
e

(u1, v, w)+λ2 det
e

(u2, v, w)

det
e

(u,λ1v1 +λ2v2, w) =λ1 det
e

(u, v1, w)+λ2 det
e

(u, v2, w)

det
e

(u, v,λ1v w1 +λ2w2) =λ1 det
e

(u, v, w1)+λ2 det
e

(u, v, w2)

2 Le déterminant estalterné:

det
e

(u, v, w) =−det
e

(v,u, w) = det
e

(v, w,u) =−det
e

(w, v,u) .
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Démonstration Par un calcul direct.

Remarque 25.18

On suppose quen = 2 ou3. Soientx1, . . . , xn ∈E. Si deux des vecteurs de cette famille sont égaux alorsdete (x1, . . . , xn ) =
0.

25.7.3 Formule de changement de base

PROPOSITION25.44 ♥ Formule de changement de base
Soient :
– E unK-espace vectoriel de dimensionn.
– e = (e1, . . . ,en) une base deE.
– e ′ =

(
e ′1, . . . ,e ′n

)
une autre base deE.

– S = (x1, . . . , xn ) une famille den vecteurs deE.
Alors :

det
e′

(x1, . . . , xn ) = det
e′

(e1, . . . ,en )×det
e

(x1, . . . , xn )

Démonstration On a :

det
e′

(x1, . . . , xn ) = det
(
Mate′ (x1, . . . , xn )

)

= det
(
Pe←e′ ×Mate (x1, . . . , xn )

)

= det
(
Mate′ (e)×Mate (x1 , . . . , xn )

)

= det
(
Mate′ (e)

)
×det (Mate (x1 , . . . , xn ))

= det
e′

(e)×det
e

(x1, . . . , xn )

Remarque 25.19 En remplaçantx pare ′ dans cette dernière formule, on obtient :

1 = det
e′

(
e ′

)
= det

e′
(e)×det

e

(
e ′

)

COROLLAIRE 25.45 ♥♥♥ Caractérisation des familles libres via le déterminant
Soient :
– E unK-espace vectoriel de dimensionn.
– e = (e1, . . . ,en) une base deE.
– S = (x1, . . . , xn ) une famille den vecteurs deE.
Alors S est libre si et seulement sidete (x1, . . . , xn ) 6= 0.

Démonstration
⇒ Supposons queS soit libre. Alors commeS est de cardinaln = dimE, S forme une base deE. Par conséquent,Mate (S )

est inversible etdete (S ) = detMate (S ) 6= 0.
⇐ Réciproquement, supposons queS soit liée, alors, quitte à re-numéroter les vecteurs de la famille S , on peut supposer que

x1 est combinaison linéaire des vecteurs :x2, . . . , xn , c’est-à-dire qu’il existeα2, . . . ,αn tels que :x1 = α2x2 + . . .+αn xn . On a
donc

det
e

(x1, x2 , . . . , xn ) = det
e

(α2x2 + . . .+αn xn , x2 , . . . , xn ) =α2 det
e

(x2, x2 . . . , xn )+ . . .+αn det
e

(xn , x2, . . . , xn ) = 0

par application de la remarque 25.18 p.975. Doncdete (S ) est nul.

PROPOSITION25.46 ♥♥♥ Caractérisation des familles liées via le déterminant
Soient :
– E unK-espace vectoriel de dimensionn.
– e = (e1, . . . ,en) une base deE.
– S = (x1, . . . , xn ) une famille den vecteurs deE.
Alors S est liée si et seulement sidete (x1, . . . , xn ) = 0.

Démonstration Par contraposée de la proposition précédente.
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25.8 Déterminant d’un endomorphisme

25.8.1 Définition

PROPOSITION25.47 ♥ Déterminant d’un endomorphisme
Soient :

– E unK-espace vectoriel de dimensionn.
– e = (e1, . . . ,en) une base deE.
– u un endomorphisme deE.
Le scalairedete (u (e1) , . . . ,u (en)) est indépendant dee et est appelédéterminant de l’endomorphismeu. On le note
det(u)..

Démonstration Soit f une autre base deE. On a :Matf (u) = P f →e ×Mate (u)×Pe→ f . Par conséquent,

det
f

(
u

(
f1

)
, . . . ,u

(
fn

))
= det

(
Matf (u)

)
= det

(
P f →e ×Mate (u)×Pe→ f

)

= det
(
P f →e

)
det(Mate (u))det

(
Pe→ f

)
= det(Mate (u))

carPe→ f =
[

P f →e

]−1
et doncdet

(
Pe→ f

)
=

(
det

(
P f →e

))−1
.

Remarque 25.20 Si u est un endomorphisme deE et quee est une base deE, on a :det(u) = det(Mate (u)).

25.8.2 Propriétés

THÉORÈME 25.48 ♥♥♥ Propriétés du déterminant d’un endomorphisme
SoientE unK-espace vectoriel de dimensionn, u, v des endomorphismes deE. On a :

1 det
(
0L (E)

)
= 0K .

2 det(IdE) = 1K

3 det(λu) =λn det(u) oùλ ∈K est un scalaire.

4 det(u ◦ v) = det(u)×det(v) .

5 Caractérisation des automorphismes deE :

u ∈GL (E) ⇐⇒det (u) 6= 0

6 Si u ∈ GL (E) alors det
(
u−1

)
= 1

det(u)
.

Démonstration C’est un corollaire immédiat du théorème 25.42 et de la remarque précédente.

25.9 Méthodes de calcul du déterminant

On se restreindra dans cette section aux déterminants des matrices carrées, le déterminant d’une famille de vecteurs ou
d’un endomorphisme s’en déduisant.

25.9.1 Opération sur les lignes et les colonnes

Les propriétés qui suivent découlent directement des propriétés des formesn-linéaires alternées :

THÉORÈME 25.49 ♥ Calcul d’un déterminant par des oel et des oec

1 Un déterminant qui a deuxcolonnesidentiques est nul.

2 Un déterminant qui a unecolonnecombinaison linéaire des autrescolonnesest nul.

3 Un déterminant dont unecolonneest formée de0 est nul.

4 On ne change pas la valeur d’un déterminant en ajoutant à unecolonneune combinaison linéaire des autres
colonnes.

5 Si on multiplie parλ unecolonned’un déterminant, on multiplie parλ la valeur de ce déterminant.

6 Quand on permute deuxcolonnesd’un déterminant, on change son signe.

7 Comme le déterminant d’une matrice est égale à celui de sa transposée, les6 phrases précédentes restent vraies
si on remplace le mot "colonne" par le mot "ligne".
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Démonstration Démontrons par exemple le point4. On suppose que la matriceA ∈Mn (K) est composée des vecteurs colonnes
C1,. . .,Cn Soienti ∈ �1,n�, α1, . . . ,αi−1 ,αi+1 , . . . ,αn des scalaires deK. On a :

det(A) = det(C1, . . . ,Cn ) = det (C1, . . . ,Cn )+det

(
C1, . . . ,Ci−1,

n∑

k=1,k 6=i

αk Ck ,Ci+1 , . . . ,Cn

)

︸ ︷︷ ︸
=0 en raison du second point

= det

(
C1, . . . ,Ci−1,Ci +

n∑

k=1,k 6=i

αk Ck ,Ci+1 , . . . ,Cn

)

Exemple 25.21Calculons

–

∣∣∣∣∣∣

1 3 1

1 2 0

0 1 2

∣∣∣∣∣∣
L2←−L2−L1==========

∣∣∣∣∣∣

1 3 1

1 2 0

0 1 2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 3 1

0 −1 −1

0 1 2

∣∣∣∣∣∣
=−1

–

∣∣∣∣∣∣

1 1 2

2 3 1

0 0 0

∣∣∣∣∣∣
= 0 car la troisième ligne est nulle.

–

∣∣∣∣∣∣

2 1 4

1 1 2

3 2 6

∣∣∣∣∣∣
= 0 carL3 = L1 +L2.

25.9.2 Développement d’un déterminant suivant une rangée

PROPOSITION25.50 ♥
Soit A ∈Mn (K) une matrice de la forme :

A =




0

A′ ...
0

⋆ . . . ⋆ α




où A′ ∈Mn−1 (K). Alors det (A) =αdet
(
A′) .

Démonstration Par un calcul immédiat en utilisant la définition d’un matrice de taille2 ou 3.

DÉFINITION 25.28 ♥ matrices triangulaires
On appelle matrice triangulaire inférieure toute matriceA ∈Mn (K) vérifiant∀i < j , ai j = 0.
On appelle matrice triangulaire supérieure toute matriceA ∈Mn (K) vérifiant∀i > j , ai j = 0.

Soit L (resp.U) l’ensemble des matrices triangulaires inférieures (resp. supérieures).L et U sont des sous-espaces-
vectoriels deMn (K), etMn (K) = L+U. L∩U est l’espace vectoriel des matrices diagonales.

COROLLAIRE 25.51 ♥ Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses éléments diagonaux
Soit A =

(
ai j

)
∈Mn (K) une matrice triangulaire : Alors :

det A =
n∏

k=1

akk

Démonstration Immédiat par un calcul direct (sin = 2 ou 3) ou en utilisant la propriété précédente.

Exemple 25.22On va calculer, sous forme factorisée :

1.

∣∣∣∣∣∣

a −b −c 2a 2a

2b b −c −a 2b

2c 2c c −a −b

∣∣∣∣∣∣

2.

∣∣∣∣∣∣

1+a a a

b 1+b b

c c 1+c

∣∣∣∣∣∣

3.

∣∣∣∣∣∣

a b c

c a b

b c a

∣∣∣∣∣∣

4.

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣

5.

∣∣∣∣∣∣

bc ca ab

a b c

1 1 1

∣∣∣∣∣∣

où a,b,c sont trois complexes.
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1. On commence par additionner toutes les lignes, disons dans la troisième :L3 ←− L1 +L2 +L3 On peut mettre
(a +b +c) en facteur.∣∣∣∣∣∣

a −b −c 2a 2a

2b b −c −a 2b

2c 2c c −a −b

∣∣∣∣∣∣
= (a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

a −b −c 2a 2a

2b b −c −a 2b

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
. On effectue

C1 ←− C1 −C3

C2 ←− C2 −C3
:

∣∣∣∣∣∣

a −b −c 2a 2a

2b b −c −a 2b

2c 2c c −a −b

∣∣∣∣∣∣
= (a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

−(a +b +c) 0 2a

0 −(a +b +c) 2b

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (a +b +c)3.

2. En procédant de la même façon :∣∣∣∣∣∣

1+a a a

b 1+b b

c c 1+c

∣∣∣∣∣∣
= (1+a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1+a a a

b 1+b b

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= (1+a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1 0 a

0 1 b

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (1+a +b +c).

3. Là encore :L3 ←− L1 +L2 +L3 On peut mettre(a +b +c) en facteur.∣∣∣∣∣∣

a b c

c a b

b c a

∣∣∣∣∣∣
= (a +b + c)

∣∣∣∣∣∣

a b c

c a b

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= (a +b + c)

∣∣∣∣∣∣

a b j c j 2

c a j b j 2

1 j j 2

∣∣∣∣∣∣
= (a +b + c)

∣∣∣∣∣∣

a +b j +c j 2 b j c j 2

c +a j +b j 2 a j b j 2

0 j j 2

∣∣∣∣∣∣
=

(a+b+c)(a+b j +c j 2)

∣∣∣∣∣∣

1 b c

j a b

0 1 1

∣∣∣∣∣∣
= (a+b+c)(a+b j +c j 2)

∣∣∣∣∣∣

1 b −c c

j a −b b

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (a+b+c)(a+b j +c j 2)(a−b+

c j −b j ) = (a +b +c)(a +b j +c j 2)(a +b j 2 +c j ) .

4. On effectue
L1 ←− L1 −L3

L2 ←− L2 −L3
:

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

0 a −c a2 −c2

0 b −c b2 −c2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
= (a −c)(b −c)

∣∣∣∣∣∣

0 1 a +c

0 1 b +c

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
= (a −c)(b −c)(b −a).

5.

∣∣∣∣∣∣

bc ca ab

a b c

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

bc −ab ca −ab ab

a −c b −c c

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (a −c)(b −c)

∣∣∣∣∣∣

−b −a ab

1 1 c

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (a −c)(b −c)(a −b).

DÉFINITION 25.29 ♥ Mineur,cofacteur
Soit A =

(
ai j

)
∈Mn (K).

– On appellemineur d’indice
(
i , j

)
le déterminant∆i , j de la matrice obtenue en supprimant lai -ème ligne et laj -ème

colonne de la matriceA.
– On appellecofacteur d’indice

(
i , j

)
et on noteAi , j le scalaireAi , j = (−1)i+ j ∆i , j .

THÉORÈME 25.52 ♥ Développement d’un déterminant suivant une ligne ou une colonne
Soit A =

(
ai j

)
∈Mn (K).

– Soit j0 ∈ �1,n�. Alors :

det A =
n∑

i=1

ai , j0 Ai , j0

=
n∑

i=1

(−1)i+ j0 ai , j0∆i , j0

– Soiti0 ∈ �1,n�. Alors :

det A =
n∑

j=1

ai0 , j Ai0, j

=
n∑

j=1

(−1)i0+ j ai0 , j∆i0 , j

Démonstration On peut le vérifier facilement par un calcul immédiat dans lescasn = 2 et n = 3.
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25.10 Applications

25.10.1 Colinéarité de deux vecteurs du plan

PROPOSITION25.53 ♥ Caractérisation de l’alignement de trois points du plan

SoitR (O,e1,e2) un repère du plan.e = (e1,e2) forme donc une base du plan. SoientM0

(
x0, y0

)
, M1

(
x1, y1

)
, M2

(
x2, y2

)

trois points distincts du plan. Alors,M0, M1, M2 sont alignés si et seulement si

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

x0 x1 x2

y0 y1 y2

∣∣∣∣∣∣
= 0

Démonstration On a :
∣∣∣∣∣∣

1 1 1

x0 x1 x2

y0 y1 y2

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣

1 0 0

x0 x1 −x0 x2 −x0

y0 y1 − y0 y2 − y0

∣∣∣∣∣∣
= 0 par des opérations sur les colonnes

⇐⇒
∣∣∣∣

x1 −x0 x2 −x0

y1 − y0 y2 − y0

∣∣∣∣= 0 par développement suivant la première ligne

⇐⇒ det
e

(−−−−→
M0M1,

−−−−→
M0M2

)
= 0

⇐⇒ les vecteurs
−−−−→
M0M1 et

−−−−→
M0M2 sont colinéaires

⇐⇒ les pointsM0, M1, M2 sont alignés

25.10.2 Inversion de matrice

DÉFINITION 25.30 ♥ Comatrice
Soit A =

(
ai j

)
∈Mn (K). On appellecomatricedeA et on noteCom(A) la matrice des cofacteurs deA :

∀i , j ∈ �1,n� , [Com(A)]i , j = Ai , j = (−1)i+ j ∆i , j

PROPOSITION25.54 ♥
Soit A ∈Mn (K). Alors :

A× t(Com A)= t(Com(A))×A = (det A)In

En particulier, siA ∈GLn (K) :

A−1 =
1

det A

t(Com(A))

Démonstration Notons, pour touti , j ∈ �1,n�, bi j = (−1)i+ j ∆i , j et posonsB =
(
bi j

)
∈Mn (K). Soit i , j ∈ �1,n�, on a :

[
AtB

]
i j =

n∑

k=1

aik b j k =
n∑

k=1

aik (−1) j+k ∆ j ,k =
{

det(A) si i = j

0 sinon

Exemple 25.23

– Soit A =
(

1 −1

−3 2

)
. Commedet(A) = −1, A ∈ GL2 (R). On calculeCom(A) =

(
2 3

1 1

)
et A−1 = 1

detA
t(Com(A)) =

(
−2 −1

−3 −1

)
.

– SoitA =




1 1 2

0 1 1

−1 0 2


. On calculedet (A) = 3 doncA ∈GL3 (R). On calcule alorsCom(A) =




2 −1 1

−2 4 −1

−1 −1 1


 et A−1 =

1
det A

t(Com(A)) = 1
3




2 −2 −1

−1 4 −1

1 −1 1


.
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Remarque 25.21 On comprend après ces quelques calculs les limitations pratiques de cette méthode. En dimension2

et 3 les calculs restent faisables mais ils deviennent très lourds dés quen Ê 4 si la matrice ne possède pas beaucoup de0.

25.10.3 Orientation du plan et de l’espace

DÉFINITION 25.31 ♥ Bases de même sens, de sens contraire
Soit E unK-espace vectoriel de dimension2 ou 3. Soiente et e ′ deux bases deE. On dit que :
– e et e ′ sont demême sens(ou ontmême orientation) si et seulement sidete

(
e ′

)
> 0.

– Sinon, on dit quee et e ′ sont desens contraires(ou n’ontpas la même orientation).

DÉFINITION 25.32 ♥ Orientation
Soit E unK-espace vectoriel de dimension2 ou 3. OrienterE revient à choisir une basee deE. Si e ′ une autre base de

E, on dit qu’elle estdirecte si elle est de même sens queE et indirectesinon.

Exemple 25.24On orienteE =R2 en prenant la base canoniquee. La base donnée pare ′ = ((1,1) ,(1,−1)) est indirecte.
En effet : ∣∣∣∣

1 1

1 −1

∣∣∣∣=−2< 0

25.11 Systèmes linéaires

On termine ce chapitre par une étude des systèmes linéaires.

25.11.1 Définitions

DÉFINITION 25.33 ♥ Système linéaire àn équations etp inconnues
Soient

A =




a1,1 . . . a1,p

...
...

an,1 . . . an,p


 ∈Mn,p (K) et B=




b1

...
bn


 ∈Mn,1 (K)

On considère le système linéaire àn lignes etp inconnues(S ) donné par :

(S ) =





a1,1x1 +a1,2x2 +·· · +a1,p xp = b1

...
an,1x1 +an,2x2 +·· · +an,p xp = bn

1 Résoudre ce systèmeconsiste à déterminer l’ensembleS de tous lesp-uplets
(
x1, . . . , xp

)
∈Kp vérifiant(S ).

2 Le vecteurb = (b1, . . . ,bn ) s’appelle lesecond membre du système(S ).

3 On appellesystème homogène associéau système(S ), le système obtenu lorsqueb = 0. On le note(S0) et on
noteS0 l’ensemble de ses solutions.

4 A s’appelle lamatrice du système(S ).

5 rg A s’appelle lerang du systèmeet est notérg(S ).

6 On dit que le système estcompatiblesi l’ensemble de ses solutions est non vide.

25.11.2 Interprétations

La compréhension des différentes interprétations qu’on peut avoir d’un système linéaire est un bon test de votre com-
préhension de l’algèbre linéaire.

Interprétation vectorielle

NotonsC1 = (a11, . . . , an1) , . . . ,Cp =
(
a1p , . . . , anp

)
∈Kn lesp vecteurs colonnes deA et b = (b1, . . . ,bn ) le second membre

de(S ). On a :
(
x1, . . . , xp

)
∈Kp est solution de(S ) ⇐⇒ x1C1 + . . . xp Cp = b

Donc :
– Le système est compatible si et seulement sib ∈ Vect

(
C1, . . . ,Cp

)
.

– rg(S ) = rg
({

C1, . . . ,Cp

})
.
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Interprétation matricielle

NotonsX =




x1

...
xp


∈Mp,1 (K) On a :

(
x1, . . . , xp

)
∈Kp est solution de(S ) ⇐⇒ AX = B

Interprétation en termes de formes linéaires

NotonsE =Kp , e la base canonique deE et L1 =
(
a11, . . . , a1p

)
, . . . ,Ln =

(
an1, . . . , anp

)
∈ Kp les n vecteurs lignes deA.

Soientϕ1, . . . ,ϕn n formes linéaires surE telles que :

∀i ∈ �1,n� , Mate
(
ϕi

)
= Li

On a :

(
x1, . . . , xp

)
∈Kp est solution de(S0)

⇐⇒∀i ∈ �1,n� , ϕi

(
x1, . . . , xp

)
= 0

⇐⇒
(
x1, . . . , xp

)
∈

n⋂
i=1

Kerϕi

Interprétation en termes d’applications linéaires

ConsidéronsE =Kp etF =Kn munis de leurs bases canoniques respectivese et f . Soientu ∈L (E,F) l’unique application

linéaire deE dansF telle que Matf ←e (u) = A et x le vecteur deE tel que Mate (x) =




x1

...
xp


.

On a :
(
x1, . . . , xp

)
∈Kp est solution de(S ) ⇐⇒u (x) = b

Donc :
– Le système(S ) est compatible si et seulement sib ∈ Im(u).
– Si u est injective et si le système(S ) est compatible alors l’ensemble des solutions de(S ) ne possède qu’un et un seul

élément.
– Si u est surjective, le système(S ) est compatible.
– Si u est à la fois surjective et injective alors l’ensemble des solutions de(S ) ne possède qu’une et une seule solution.

25.11.3 Structure de l’ensemble des solutions

THÉORÈME 25.55 ♥ Structure de l’ensemble des solutions de l’équation homogène
Soit (S ) un système linéaire àn équations etp inconnues. L’ensemble des solutions du système homogène(S0)

associé à(S ) est unK-espace vectoriel de dimensionp − rg(S ).

Démonstration Soit u : Kp → Kn l’application linéaire représentée parA dans les bases canoniques deKn et Kp . Soit x =(
x1, . . . , xp

)
∈ Kp . x est solution de(S0) si et seulement siu (x) = 0 c’est-à-dire si et seulement six ∈ Keru. Par conséquent

(S0) = Ker u. Ceci prouve à la fois que(S0) est un sous-espace vectoriel deKp mais aussi que, d’après la formule du rang,
dim (S0)= dim Ker u = dimKp − rgu = p − rgS .

THÉORÈME 25.56 ♥ Structure de l’ensemble des solutions de(S )

Soit S l’ensemble des solutions du système linéaire(S ).

1 Si le système(S ) n’est pas compatible alorsS =∅.

2 Sinon, alors il existe une solution particulièrex0 de(S ) et on a alors :

S = x0 +S0 =
{

x0 + x ∈Kp | x ∈ S0

}

Démonstration Supposons que le système(S ) soit compatible, alorsS 6=∅. Soit x0 ∈S . On a :

x ∈S ⇐⇒ u (x) = b ⇐⇒u (x −x0 ) = 0 ⇐⇒ x −x0 ∈Ker u =S0 ⇐⇒ x = x0 +S0
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25.11.4 Cas Particulier : Les systèmes de Cramer

DÉFINITION 25.34 ♥ Système de Cramer
Un système den équations àn inconnues de rangn est dit deCramer.

Remarque 25.22 Matriciellement, un système de Cramer s’écritAX = B où A ∈GLn (K) et B ∈Mn,1 (K).

PROPOSITION25.57 ♥ Résolution matricielle d’un système de Cramer
Un système de Cramer possède une et une seule solution qui s’écrit matriciellement :X = A−1B.

Démonstration A étant inversible, la proposition est immédiate.

PROPOSITION25.58 ♥ Formules de Cramer
Si (S ) est un système de Cramer d’écriture matricielleAX = B, l’unique solution de(S ) est len-uplet (x1, . . . , xn ) tel
que :

∀i ∈ �1,n� , xi =
det Ai

det A

où Ai est la matrice obtenue en remplaçant lai -ème colonne deA parB.

Démonstration Soit (x1 , . . . , xn ) l’unique solution de(S ) alors si C1, . . . ,Cn désignent les vecteurs colonnes deA, on a :∑n
k=1

xk Ck = B. Par conséquent, pour touti ∈ �1,n�, on a :

det
(
C1, . . . ,Ci−1,B,Ci+1 , . . . ,Cn

)
=

n∑

k=1

xk det
(
C1, . . . ,Ci−1 ,Ck ,Ci+1, . . . ,Cn

)

= xi det
(
C1, . . . ,Ci−1,Ci ,Ci+1 , . . . ,Cn

)
= xi det(A)

d’où le résultat.

Remarque 25.23 En particulier, sin = 2, on a : Soit

(S ) =
{

ax +by = α

cx +d y = β
.

NotonsA =
(

a b

c d

)
Ce système est de Cramer si et seulement sidet(A) =

∣∣∣∣
a b

c d

∣∣∣∣ = ad −bc 6= 0 et dans ce cas, le

couple solution de(S ) est donné par :

x =

∣∣∣∣∣
α b

β d

∣∣∣∣∣

ad−bc
et y =

∣∣∣∣∣
a α

b β

∣∣∣∣∣

ad−bc

25.11.5 Méthode du Pivot de Gauss

Remarque 25.24 Si un système àn équations et àn inconnues est sous forme triangulaire (c’est à dire si la matrice A

correspondante est triangulaire et sans zéro sur la diagonale) alors il est de Cramer. En effet, la matriceA est inversible.

Méthode : Résolution d’un système de Cramer par la méthode deGauss

Soit (S ) un système de Cramer d’écriture matricielleAX = B. La méthode du pivot de Gauss consiste, en utilisant des
oel à transformer la matriceA en une matrice triangulaire supérieure en effectuant les mêmes opérations sur la matrice
colonneB. Le système correspondant est alors équivalent au système initial et possède donc le même ensemble solution.

La descente :





x +2y +3z = 1

−x −3y +5z = 2

x +y +z = −1

On fait apparaître des zéros : coefficients dex dans les deuxièmes et troisièmes lignes. On ne touche pas à lapremière.





x +2y +3z = 1

−y +8z = 3 L2 ←− L2 +L1

y +2z = 2 L3 ←− L3 −L1
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Ces opérations sur les lignes se traduisent par des multiplications à gauche par des matrices. Il suffit de voir le résultat sur
la matriceI3. Donc il s’agit de la matrice

G1 =




1 0 0

1 1 0

−1 0 1


 .

Autrement dit

G1 ·A =




1 0 0

1 1 0

−1 0 1


×




1 2 3

−1 −3 5

1 1 1


=




1 2 3

0 −1 8

0 1 2




ou encore

G1 · Ã =




1 0 0

1 1 0

−1 0 1


×




1 2 3 1

−1 −3 5 2

1 1 1 −1


=




1 2 3 1

0 −1 8 3

0 1 2 2


 .

On continue de «sculpter» le système (ou la matriceÃ obtenue en soudant les matricesA et B) pour faire apparaître un
zéro : le coefficient dey dans la troisième ligne.





x +2y +3z = 1

−y +8z = 3

10z = 5 L3 ←− L3 +L2

Cette fois

G2 =




1 0 0

0 1 0

0 1 1


 .

Il ne reste plus qu’à remonter : On trouve successivementz = 1
2 , y = 1 et x =− 5

2 .
Il est à remarquer queG1 etG2 sont inversibles. Pour trouver leurs inverses, il suffit de défaire ce que faisaient ces matrices.

PourG−1
1 :





L1 ←− L1

L2 ←− L2 −L1

L3 ←− L3 +L1

.

Donc

G−1
1 =




1 0 0

−1 1 0

1 0 1


 . De mêmeG−1

2 =




1 0 0

0 1 0

0 −1 1


 .
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25.12 Exercices

25.12.1 Opérations sur les matrices

Exercice 25.1 ♥
Soient les matrices :

A =




−1 0 1

0 2 −1

−2 1 0


 et B=




1 1 1

−1 0 2

2 −1 2




1. Calculer :AB et BA.

2. Calculer :t(AB) et tB, tA et tBtA.

3. Calculer :Tr (A), Tr (B), Tr (AB) et Tr (BA).

4. Développer :(A+B)2.

Solution :

1. AB=




1 −2 1

−4 1 2

−3 −2 0


 et BA =




−3 3 0

−3 2 −1

−6 0 3


. On remarque queAB 6= BA.

2. t(AB)=




1 −4 −3

−2 1 −2

1 2 0


, tB =




1 −1 2

1 0 −1

1 2 2


, tA =




−1 0 −2

0 2 1

1 −1 0


 et tBtA =




1 −4 −3

−2 1 −2

1 2 0


= t(AB).

3. Tr (A)= 1, Tr (B) = 3, Tr (AB)= 2 et Tr (BA) = 2. On a bien :Tr (AB) = Tr (BA)

4. (A+B)2 = A2 + AB+BA+B2 6= A2 +2AB+B2 car AB 6= BA. De manière plus générale, la formule du binôme ne
s’applique pour développer(A+B)n que siA et B commutent.

Exercice 25.2 ♥
Calculer lorsque cela est possible les produitsAB et BA :

1.

A =
(
−1 0 1 1

2 1 0 0

)
et B=




1 0

0 1

1 2

−1 1




2.

A =
(

1
)

et B=




1

0

1




3.

A =
(

1 1 1 1
)

et B=




−1

1

0

1




Solution :

1. AB=
( −1 3

2 1

)
et BA =




−1 0 1 1

2 1 0 0

3 2 1 1

3 1 −1 −1



.

2. Le produitAB n’est pas possible. Par contre :BA =B.

3. AB=
(

1
)

et BA =




−1 −1 −1 −1

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1




Exercice 25.3 ♥♥

1. Soienti , j ,k, l ∈ �1,n� et Ei j , Ekl les matrices élémentaires deMn (K) correspondantes. CalculerEi j ×Ekl .
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2. Soit une matriceA ∈Mn(R). On suppose queA commute avec toutes les matrices diagonales. Montrer queA est
une matrice diagonale.

3. Trouver les matricesA ∈Mn(R) qui commutent avec toutes les matrices symétriques.

Solution :

1. On vérifie facilement queEi j ×Ekℓ = δ j kEiℓ

2. NotonsA = ((ai j )). Soitk ∈ [1,n]. CommeA commute avec la matriceEkk , on a

AEkk =
n∑

i=1

n∑

j=1

et

Ekk A = ai j Ei j Ekk =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j EkkEi j

et donc
n∑

i=1

aik Eik =
n∑

j=1

ak j Ek j ,

Ceci pour tout indicek.
Comme le membre de gauche est une matrice nulle sauf peut-être sur lak-ième colonne et le membre de droite,
une matrice nulle sauf peut-être sur lak-ième ligne. On en déduit que pouri 6= k, aik = 0 et donc queA est une
matrice diagonale. La réciproque est claire.

3. Soit une matriceA = ((ai j )) qui commute avec toutes les matrices symétriques. Soitk ∈ [[1,n]]. La matriceEkk est
symétrique, et on calcule

AEkk =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j Ei j Ekk =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j δ j kEik =
n∑

i=1

aik Eik

Ekk A =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j EkkEi j =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j δki Ek j =
n∑

j=1

ak j Ek j

Par conséquent, les coefficients de la matriceAEkk sont nuls, sauf sur lak-ième colonne où ce sont les coefficients
de lak-ième colonne de la matriceA. De même, les coefficients de la matriceEkk A sont tous nuls sauf sur lak-
ième ligne, où l’on retrouve les coefficients de la matriceA. PuisqueAEkk = Ekk A, on en déduit que∀(i ,k) ∈
[[1,n]]2 , i 6= k =⇒ aik = aki = 0K . La matriceA est donc nécessairement une matrice diagonale :A =∑n

i=1
di Ei i .

Considérons ensuite pour(k,ℓ) ∈ [[1,n]]2 , k 6= ℓ, la matrice symétriqueS = Ekℓ+Eℓk . On calcule

AS =
n∑

i=1

di Ei i Ekℓ+
n∑

i=1

di Ei i Eℓk = dk Ekℓ+dℓEℓk

SA =
n∑

i=1

di EkℓEi i +
n∑

i=1

di Eℓk Ei i = dℓEkℓ+dk Eℓk

Puisque le système(Ekℓ,Eℓk ) est libre, on trouve quedℓ = dk . En définitive, la matriceA doit être une matrice
scalaire :∃α ∈K tel queA = αIn . Réciproquement, une matrice scalaire commute avec toute matrice, donc avec
toute matrice symétrique.

Exercice 25.4 ♥♥
Soit une matriceA = ((ai j ))∈Mn(K) et deux indices(k, l) ∈ [[1,n]]2 .

1. Déterminer les matricesAEkl et Ekl A.

2. Trouver toutes les matricesA ∈Mn(K) vérifiant :∀B ∈Mn (K), AB= BA.

Solution :

1. On sait queA =∑
i , j=1...n ai j Ei j donc

AEkl =
∑

i , j=1...n

ai j Ei j Ekl =
∑

i , j=1...n

ai j δ j k Ei l =
∑

i=1...n

aik Ei l

Ekl A =
∑

i , j=1...n

ai j Ekl Ei j =
∑

i , j=1...n

ai j δl i Ek j =
∑

j=1...n

al j Ek j
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2. Si pour toutB ∈Mn (K), AB= BA, alors en particulier, pour toutk, l ∈ �1,n�, Ekl A = AElk et donc
∑

i=1...n aik Ei l =∑
j=1...n al j Ek j . Mais la famille

(
Ei j

)
est libre donc cette égalité n’a lieu que siaik = 0 pouri 6= k et siai ,i = a j , j

pour touti , j ∈ �1,n�, autrement dit que siA est scalaire. Réciproquement, siA est scalaire alors elle commute
avec toutes les matrices deMn(K).

Exercice 25.5 ♥♥
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le produit de deux matrices symétriques soit encore une
matrice symétrique.

Solution : Soit C = AB, où A =
(
ai j

)
1ÉiÉn
1É jÉn

et B =
(
bi j

)
1ÉiÉn
1É jÉn

sont deux matrices carrées symétriques. On aci j =
n∑

k=1

aik bk j =
n∑

k=1

aki b j k =
n∑

k=1

b j k aki = c ′j i avecC′ = BA. Doncci j = c j i si et seulement siC = C′ c’est-à-dire lorsqueA

et B commutent.
Plus synthétiquement :t (AB)= t Bt A =BA carA = t A et B = t B. Donct (AB)= AB si et seulement siAB= BA.

Exercice 25.6 ♥♥
On considère la matrice

J =




0 1 . . . O

...
...

...
...

0 1

O . . . 0 0




Calculert JJ, et Jt J.

Solution : On considèreB = (ei )1ÉiÉn la base canonique deRn et u l’endomorphisme deRn défini paru(e1) = 0 et
u(ei ) = ei−1 pour i Ê 2. J est la matrice deu dansB. t J est la matrice dev dansB, avecv(ei ) = ei+1 pour i É n−1 et
v(en)= 0. t JJ est la matrice dev ◦u dansB. On av ◦u(e1) = 0 et v ◦u(ei ) = v(ei−1) = ei . Donc

t JJ =




0 0 . . . . . . . . . 0

0 1 0 . . . . . .
...

... 0 1 0 . . .
...

...
...

...
...

... 0
...

...
...

... 0

0 0 . . . . . . 0 1




de même Jt J =




1 0 . . . . . . . . . 0

0 1 0 . . . . . .
...

... 0 1 0 . . .
...

...
...

...
...

... 0

0
...

... 1 0

0 0 . . . . . . 0 0




Exercice 25.7 ♥♥
On définit pouri 6= j , la matriceTλ

i j
∈Mn (R) par

Tλ
i j = I+λEi j

Soit une matriceA ∈Mn (R). CalculerATλ
i j

et Tλ
i j

A. Interpréter le résultat trouvé.

Solution : Soit ei les vecteurs colonnes de la base canonique deRn . On aTλ
i j

ek = ek pourk 6= i et Tλ
i j

e j = e j +λei . On

en déduit que lak-ième colonne de la matrice deATλ
i j

estATλ
i j

ek = Aek pourk 6= i et ATλ
i j

e j = Ae j +λAei . Moralité : la

matriceATλ
i j

est obtenue en ajoutantλ fois la i -ème colonne deA à saj -ème colonne.

De même (par exemple en transposant) la matriceTλ
i j

A est obtenue en ajoutantλ fois la j -ème ligne deA à sai -ème
ligne.
Moralité : Lorsqu’on multiplie à gauche (par une matriceTλ

i j
) on agit sur les lignes. Quelle action ? Il suffit de le voir

sur la matriceIn.

Exercice 25.8 ♥♥
Soit A ∈Mnp (R) telle que

∀(X,Y) ∈Mn1(R)×Mp1(R) t XAY = 0.

1. Montrer queA =0.
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2. Trouver une matrice2×2 non-nulle telle que

∀X ∈M21(R) t XAX = 0.

Solution :

1. Soit f j la j -ème matrice de la base naturelle deMp1(R) etei la i -ème matrice de la base naturelle deMn1(R). On
a t ei A f j = ai j d’où le résultat.

2.
(

0 1

−1 0

)
.

Exercice 25.9 ♥♥
Soient deux matricesA,B ∈Mn (R) telles que :

∀C ∈Mn(R) ACB= 0

Montrer queA = 0 ou B= 0.

Solution : On traduit l’énoncé avec des endomorphismes : Soitu, v ∈ L (Rn) tels que∀w ∈ L (Rn ), u ◦ w ◦ v = 0.
Démonter queu = 0 ou v = 0.
Par contraposée : Supposonsu 6= 0 et v 6= 0. Donc∃x ∈Rn tel quez = v(x) 6= 0 et∃y ∈Rn tel queu(y) 6= 0. On construit
alorsw ∈L (Rn) tel quew(z) = y . On a alors(u ◦w ◦ v)(x) = u(y) 6= 0. Doncu ◦w ◦ v 6= 0.

Exercice 25.10 ♥♥
Soit deux matrices colonnes non nullesX,Y ∈Mn1(R).

1. Montrer que la matriceXt Y est de rang1.

2. Montrer que toute matrice carréeA de rang1 peut s’écrire sous la forme ci-dessus.

3. Soit une matriceA ∈Mn1(R) de rang1. Montrer qu’il existeλ ∈R tel que

A2 =λA

et exprimerλ en fonction deX et Y.

Solution :

1. Le rang deX et det Y égale1 donc le rang du produit estÉ 1. Par exemple parce que toutes les lignes (ou les
colonnes) sont proportionnelles, ou bien parce que siu et v sont deux applications linéaires,u ◦ v (si elle existe)
a un rang inférieur au rang deu. Le rang deXt Y n’est pas0 manifestement.

2. CommeA 6= 0, on choisit un élémentai j 6= 0. CommeA est de rang1, toutes les lignes sont proportionnelles à la
i -ème ligne :Lk =αk Li . Donc on peut prendreX = (α1, . . . ,αi−1,1,αi+1 , . . . ,αn) et Y = (ai1, . . . , ain ).

3. On écritA =Xt Y, d’oùA2 = AA =Xt YXt Y. Commet YX est un réel, il commute àX. DoncAA = (t YX)Xt Y = (t YX)A.
On peut donc prendreλ= t YX.

Exercice 25.11 ♥♥
Déterminer toutes les formes linéairesϕ surMn (R) vérifiant :

∀A,B ∈Mn (R) ϕ(AB)=ϕ(Bt A)

Solution : Remarque : Sin = 1, alors toutes les formes linéaires conviennent.
On prendn > 1. Une forme linéaire est définie par ses images des vecteurs d’une base, donc ici lesϕ (Eik ).
Or Eik = Ei j E j k donc en choisissantA =Ei j et B= E j k aveck 6= j (c’est possible puisquen > 1) on aBt A =E j k E j i = 0.
Doncϕ (Eik ) = 0 etϕ est la forme nulle.

Exercice 25.12 ♥♥
On considère deux matricesA et B deM2(R), etC = AB.

1. Calculer le nombre d’additions, puis de multiplicationsnécessaires au calcul deC.

2. On pose :S1 = a21 − a11; S2 = a11 + a12; S3 = a12 − S1; S4 = a22 − S3; S5 = b22 − b12; S6 = b12 − b11; S7 =
b11 +S5; S8 = b21 −S7.
P1 = a21b11; P2 = a22b21; P3 = S1S5; P4 = S2S6; P5 = S4b22; P6 = a12S8; P7 = S3S7. Enfin S9 = P1 +P7; S10 =
S9 +P3; S11 = P4 +P5.
Démontrer quec11 = S10 +P6; c12 = S10 +P4; c21 = P1 +P2; c22 = S9 +S11.

3. Calculer le nombre d’additions, puis de multiplicationsnécessaires au calcul deC par cette nouvelle méthode.
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Solution :

1. Il y a 4 coefficients à calculer. Pour chacun d’eux il y a deux multiplications et une addition. Soit8 multiplications
et 4 additions.

2. S10 + P6 = S9 + P3 + a12S8 = P1 + P7 + S1S5 + a12(b21 − S7) = a21b11 + S3S7 + (a21 − a11)(b22 − b12) + a12b21 −
a12(b11+S5) = a21b11+(a12−S1)(b11+S5)+a21b22−a21b12−a11b22+a11b12+a12b21−a12b11−a12(b22−b12) =
a21b11+a12b11+a12(b22−b12)−(a21−a11)b11−(a21−a11)(b22−b12)+a21b22−a21b12−a11b22+a11b12+a12b21−
a12b11−a12b22+a12b12 = a21b11+a12b11+a12b22−a12b12−a21b11+a11b11−a21b22+a21b12+a11b22−a11b12+
a21b22−a21b12−a11b22+a11b12+a12b21−a12b11−a12b22+a12b12 = a11b11+a11b22−a11b12−a11b22+a11b12+
a12b11+a12b22−a12b12+a12b21−a12b11−a12b22+a12b12+a21b11−a21b11−a21b22+a21b12+a21b22−a21b12 =
a11b11 +a12b21 +0 = c11. Les trois autres calculs sont tout aussi jubilatoires.

3. Il y a 7 multiplications et11 additions. Le deuxième algorithme est plus rapide dès qu’une addition est7 fois
plus rapide qu’une addition. Dans ce cas on constate que le gain en rapidité est au détriment de la place mémoire
utilisée.

25.12.2 Trace d’une matrice

Exercice 25.13 ♥
Existe-t-il deux matrices(A,B)∈ Mn(R)2 vérifiantAB−BA = In ?

Solution : Si AB−BA = In , en prenant la trace, on obtiendraitTr(AB)−Tr(BA) = Tr(In) et alorsTr(In) = 0 ce qui est
faux.

Exercice 25.14 ♥
Soit (A,B) ∈Mn(R)2 vérifiantAB−BA =B.
Démontrer que∀k ∈N∗, Tr(Bk ) = 0.

Solution : On démontre par récurrence :Hk : ABk −Bk A = kBk . On aH1 par hypothèse. D’autre part

ABk+1−Bk+1A = (ABk −Bk A)B+Bk (AB−BA)= kBk B+Bk B = (k +1)Bk+1.

En prenant la trace, on obtient le résultat.

Exercice 25.15 ♥
Soit deux matricesA,B ∈Mn(K). On suppose que

∀X ∈Mn (K) Tr(AX)= Tr(BX)

Montrer queA =B.

Solution : Si A = ((ai j ) et X = ((xi j )), on calcule

Tr(AX)=
n∑

i=1

n∑

k=1

aik xki

En prenantX = Epq , on axki = δkpδi q , Tr(AX)= aqp , donc∀q, p ∈ [1,n], aqp = bqp et par suiteA =B.

Exercice 25.16 ♥♥
On se donne deux matricesA,B ∈Mn(R). Trouver toutes les matricesX ∈Mn(R) vérifiant :

X+Tr(X)A =B.

Indication 25.24 :Si X est une solution, prendre la trace de l’équation puis discuter.

Solution : Soit une matriceX ∈Mn(R) solution. AlorsTr(X)+Tr(X)Tr(A)= Tr(B). Il faut étudier deux cas :

1. Si Tr(A) 6= −1, alorsTr(X) = Tr(B)

1+Tr (A)
et alorsX = B− Tr(B)

1+Tr (A)
A. Réciproquement, on vérifie que cette matrice

convient.
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2. Si Tr(A) = −1, alors en prenant la trace dans l’égalitéX +Tr(X)A = B on déduitTr(X)+Tr(X)Tr(A) = Tr(B) soit
Tr(B) = 0. Donc siTr(B) 6= 0, il n’y a pas de solution.
Réciproquement, si on supposeTr(B) = 0, alors en posantX = B+λA, on a bienTrX = TrB+λTr A = −λ, et par
conséquentX+Tr(X)A =X−λA =B+λA−λA =B.
Dans le cas oùTr(A)=−1 et Tr(B) = 0, l’ensemble des solutions estS = {B+λA,λ ∈R}.

Conclusion : SiTr(A) 6= −1, S =
{

B− Tr(B)

1+Tr (A)
A

}
. Si Tr(A)=−1 et Tr(B) 6= 0, S =∅. Si Tr(A)=−1 et Tr(B) = 0, alors

S = {B+λA;λ ∈R}.

Exercice 25.17 ♥♥
Trouver toutes les formes linéairesϕ surMn (K) vérifiant

∀(A,B) ∈Mn(K)2, ϕ(AB)=ϕ(BA)

Solution : Soit ϕ une telle forme linéaire. Avec des matrices élémentaires, il vient pour tout i , j ,k,ℓ ∈ �1,n�,
ϕ

(
Ei j Ekl −Ekl Ei j

)
= 0 soitϕ

(
δ j kEi l −δℓi Ek j

)
= 0. Si j = k et i 6= ℓ il s’ensuit queϕ (Eiℓ) = 0. Et si j = k et i = ℓ alors

ϕ
(
Ei i −E j j

)
= 0. Doncϕ est nulle sur tous les vecteursEiℓ de la base canonique tel quei 6= ℓ et constante sur ceux tels

quei = ℓ. On en déduit que pour une matriceA =
(
ai j

)
∈Mn (K) alorsϕ (A) = γ

∑n
i=1

ai i = γTr (A) oùγ=ϕ (E11). Donc
ϕ ∈Vect (Tr). Réciproquement, siϕ est proportionnelle à la trace, alorsϕ vérifie∀(A,B) ∈Mn(K)2, ϕ(AB)=ϕ(BA).

Exercice 25.18 ♥♥
Soient deux matricesA,B ∈Mn (R). On note

< A,B>= Tr(At B)

1. Calculer< A,B> en fonction des coefficients deA et B.

2. Vérifier que< A,B>=< B, A >
3. On note‖A‖=

p
< A, A >. Montrer que‖A‖= 0 ⇐⇒ A =0.

4. Montrer queA 7→< A,B> et B 7→< A,B> sont des formes linéaires surMn(R).

5. Montrer que|< A,B>|É ‖A‖‖B‖.

On a prouvé que<,> est un produit scalaire surMn(R), voir le chapitre 27. L’inégalité prouvée dans la dernière
question n’est autre que celle de Cauchy-Schwarz. Voir le théorème 27.2 page 1063.

Solution :

1. On utilise la formule du produit matriciel. SiA =
(
ai j

)
et siB=

(
bi j

)
Pour touti , j ∈ �1,n�,

[
At B

]
i j =

∑n
k=1

aik b j k

donc < A,B>= Tr
(
At B

)
=

n∑

i=1

n∑

k=1

aik bik .

2. C’est évident d’après la formule précédente.

3. On utilise à nouveau la formule précédente :‖A‖2 =∑n
i=1

∑n
k=1

a2
ik

. Le résultat en découle immédiatement.

4. On montre facilement la linéarité deA 7→< A,B> en utilisant la linéarité deTr . D’après la question 2.,B 7→< A,B>
est aussi linéaire.

5. Pour toutt ∈R,
0 É ‖A+ tB‖2 =< A+ tB, A+ tB>= ‖B‖2 t 2 +2< A,B> t +‖A‖2 .

On obtient ainsi un trinôme du second degré ent . Son discriminant est∆ =< A,B >2 −‖A‖2 ‖B‖2. Comme ce
trinôme est positif, il admet au plus une racine réelle et donc∆É 0. On en déduit que< A,B>2 −‖A‖2 ‖B‖2 É 0 et
donc que|< A,B>|É ‖A‖‖B‖.

25.12.3 Rang d’une matrice

Exercice 25.19 ♥
Déterminer le rang des matrices suivantes :

1. A =




1 2 −1

2 1 0

−1 1 0




2. B =




1 −1 0 2

2 −1 1 −1

3 2 0 1

4 3 −1 1


 3. C =




2 2 1 0 1 1

1 2 1 0 −1 2

2 3 1 −1 0 1

−1 0 1 2 3 1



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Solution :

1.

rg




1 2 −1

2 1 0

−1 1 0


 C1↔C3======= rg




−1 2 1

0 1 2

0 1 −1


 L3←L3−L2========= rg




−1 2 1

0 1 2

0 0 −3


= 3

2.

rg




1 −1 0 2

2 −1 1 −1

3 2 0 1

4 3 −1 1




C1↔C3======= rg




0 −1 1 2

1 −1 2 −1

0 2 3 1

−1 3 4 1




L1↔L2====== rg




1 −1 2 −1

0 −1 1 2

0 2 3 1

−1 3 4 1




L4←L4+L1=========

rg




1 −1 2 −1

0 −1 0 2

0 2 3 1

0 2 6 0




L4←L4/2======== rg




1 −1 2 −1

0 −1 1 2

0 2 3 1

0 1 3 0




L3 → L3 +2L2

L4 → L4 +L2
================ rg




1 −1 2 −1

0 −1 1 2

0 0 3 5

0 0 5 2




L4←L4− 5
3 L3

==========

rg




1 −1 2 −1

0 −1 1 2

0 0 3 5

0 0 0 − 11
3


= 4

3.

rg




2 2 1 0 1 1

1 2 1 0 −1 2

2 3 1 −1 0 1

−1 0 1 2 3 1




C1↔C4======= rg




0 2 1 2 1 1

0 2 1 1 −1 2

−1 3 1 2 0 1

2 0 1 −1 3 1




L1↔L3====== rg




−1 3 1 2 0 1

0 2 1 1 −1 2

0 2 1 2 1 1

2 0 1 −1 3 1




L4←L4+2L1========== rg




−1 3 1 2 0 1

0 2 1 1 −1 2

0 2 1 2 1 1

0 6 3 3 3 3




L4←L4/3======== rg




−1 3 1 2 0 1

0 2 1 1 −1 2

0 2 1 2 1 1

0 2 1 1 1 1




L3 ← L3 −L2

L4 ← L4 −L2
=============== rg




−1 3 1 2 0 1

0 2 1 1 −1 2

0 0 0 1 2 −1

0 0 0 0 2 −1


= rg




−1 3 0 2 1

0 2 −1 1 2

0 0 2 1 −1

0 0 2 0 −1


= 4

On a supprimé la troisième colonne, combinaison linéaire des deux premières.

Exercice 25.20 ♥♥
Déterminer suivant la (ou les) valeur(s) du (des) paramètre(s) le rang des matrices :

1. A =




1−a 0 0

−1 2−a 1

2 0 3−a




2. B =




1 1 1

b +c c +a a +b

bc ca ab


.

3. C =




1 cosθ cos2θ

cosθ cos2θ cos3θ

cos 2θ cos3θ cos4θ


.

4. D =




1 1 1

a b c

a2 b2 c2


.

5. E =




a b 0 0 0

0 a b 0 0

0 0 a b 0

0 0 0 a b

b 0 0 0 a



.

Solution :
1.

rg




1−a 0 0

−1 2−a 1

2 0 3−a


 transpo.
======== rg




1−a −1 2

0 2−a 0

0 1 3−a


 si a 6= 1======== 1+ rg

(
2−a 0

1 3−a

)
transpo.
========

1+ rg

(
2−a 1

0 3−a

)
si a 6= 2======== 2+ rg(3−a)
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De plus, on vérifie facilement que sia = 1 ou a = 2 alorsrg A =2.Doncrg A =
{

2 si a = 1,2 ou 3

3 sinon
.

2.

rg




1 1 1

b +c c +a a +b

bc ca ab


 transpo.
======== rg




1 b +c bc

1 c +a ca

1 a +b ab




L2 ← L2 −L1

L3 ← L3 −L1
=============== rg




1 b +c bc

0 a −b c (a −b)

0 a −c b (a −c)


=

1+ rg

(
a −b c (a −b)

a −c b (a −c)

)
si a 6= b et a 6= c=============== 1+ rg

(
1 c

1 b

)
=

{
3 si b 6= c

2 si b = c
.

En utilisant les symétries de la matrice, on en déduit quergB =



1 si a = b = c

2 si deux parmi les trois nombresa, b et c sont égaux et le troisième différent

3 si b 6= c et a 6= b et a 6= c

3. Siθ 6= 0
[π

2

]
,

rg




1 cosθ cos 2θ

cosθ cos2θ cos 3θ

cos2θ cos3θ cos 4θ




L2 ← L2 −cosθL1

L3 ← L3 −cos 2θL1
==================== rg




1 cosθ cos2θ

0 cos2θ−cos2θ cos3θ−cosθcos2θ

0 cos3θ−cos 2θcosθ cos 4θ−cos2 2θ


=

rg




1 cosθ cos 2θ

0 −sin2θ −sin 2θsinθ

0 −sin 2θsinθ −sin2 2θ




L2 ←
L2

−sinθ

L3 →
L3

−sin 2θ================ rg




1 cosθ cos2θ

0 sinθ sin 2θ

0 sinθ sin 2θ


 L3←L3−L2=========

rg




1 cosθ cos 2θ

0 sinθ sin2θ

0 0 0


= 2.

Par ailleurs siθ= 0
[π

2

]
, r g C = 2.

4.

rg




1 1 1

a b c

a2 b2 c2


= rg




1 a a2

1 b b2

1 c c2




L2 ← L2 −L1

L3 ← L3 −L1
===============




1 a a2

0 b −a b2 −a2

0 c −a c2 −a2


= 1+ rg

(
b −a b2 −a2

c −a c2 −a2

)

si b 6= a et c 6= a=============== 1+ rg

(
1 b +a

1 c +a

)
L2←L2−L1========= 1+ rg

(
1 b +a

0 c −b

)
= 2+ rg(c −b)=

{
3 si c 6= b

2 si c = b

En utilisant les symétries de la matrice, on en déduit quergD =



1 si a = b = c

2 si deux parmi les trois nombresa, b et c sont égaux et le troisième différent

3 si b 6= c et a 6= b et a 6= c

.

5. Supposanta 6= 0 et b 6= 0 :

rg




a b 0 0 0

0 a b 0 0

0 0 a b 0

0 0 0 a b

b 0 0 0 a




L5←aL5−bL1=========== rg




a b 0 0 0

0 a b 0 0

0 0 a b 0

0 0 0 a b

0 −b2 0 0 a2




L5←aL5+b2L2============ rg




a b 0 0 0

0 a b 0 0

0 0 a b 0

0 0 0 a b

0 0 b3 0 a3




L5←aL5−b3L3============ rg




a b 0 0 0

0 a b 0 0

0 0 a b 0

0 0 0 a b

0 0 0 −b4 a4




L5←aL5+b4L4============ rg




a b 0 0 0

0 a b 0 0

0 0 a b 0

0 0 0 a b

0 0 0 0 b5 +a5



=

{
5 si a5 +b5 6= 0

4 si a5 +b5 = 0

En résumé, (et dans le cas oùa et b sont réels) :rg(E) = 0 si a et b sont non nuls.rg(E) = 5 si a ou b est nul mais
pas en même temps.rgE = 4 si a = 1 et b =−1 ou sia =−1 et b = 1. Dans tous les autres casrg(E) = 5.
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Exercice 25.21 ♥
Calculer le rang des familles de vecteursv = (v1, v2, v3) deR3 suivantes avec :

1. v1 = (1,2,0), v2 = (0,1,0), v3 = (1,1,1).

2. v1 = (1,1,0), v2 = (0,1,1), v3 = (1,2,1).

3. v1 = (1,1,1), v2 = (1,2,1), v3 = (1,−1,1).

Solution :

1. On a très clairement une base deR3. Le rang est3.

2. v1 et v2 forment une famille libre.v3 = v1 + v2. Le rang est2.

3. Le rang de la famillev est le rang de la matrice




1 1 1

1 2 −1

1 2 1


. En opérant sur les lignes, on obtient :

L2 ← L2 −L1

L3 ← L3 −L1




1 1 1

0 1 −2

0 1 0


, puis

L3 ← L3 −L2




1 1 1

0 1 −2

0 0 2


. Le rang est donc3.

Exercice 25.22 ♥
Calculer le rang des applications linéaires suivantes :

1. f :

{
R3 −→ R3

(
x, y, z

)
7−→

(
x + y − z, x,−z

) .

2. f :

{
R2 −→ R3

(s, t) 7−→ (s + t ,2s − t , t)
.

3. θ :

{
R2 [X] −→ R2 [X]

P 7−→ P′ .

4. θ :

{
R3 [X] −→ R3 [X]

P 7−→ XP′−P
.

Solution :

1. C’est le rang de la matrice




1 1 −1

1 0 0

0 0 −1


 qui est clairement de rang3.

2. C’est le rang de la matrice




1 1

2 −1

0 1


 qui est clairement de rang2 en regardant les deux dernières lignes.

3. L’image de la base(1,X,X2) parθ est(0,1,2X) qui est de rang2. Doncθ est de rang2.

4. L’image de la base(1,X,X2,X3) parθ est(−1,0,X2 ,2X3) qui est de rang3. Doncθ est de rang3.

Exercice 25.23 ♥♥

Soit M =




8 2 −2

2 5 4

−2 4 5


.

1. CalculerM2.

2. Déterminer le rang deM.

3. SoitA ∈M3,2(C) et B ∈M2,3(C) telles queAB= M. Démontrer queBA = 9I2.

Solution :

1. M2 =




64+4+4 16+10−8 −16+8−10

16+10−8 4+25+16 −4+20+20

−16+8−10 −4+20+20 4+16+25


=




72 18 −18

18 45 36

−18 36 45


= 9M.

2. M est de rang 2. (4L2 −L1 = 4L3 +L1).

3. AB est de rang 2, doncrg(A) Ê 2, doncrg(A) = 2. De mêmerg(B) = 2. Donc A est la matrice d’une application
linéaire injective.∃A′ ∈M2,3(C), telle queA′A = I2. De mêmeB est la matrice d’une application linéaire surjective.
∃B′ ∈M3,2(C), telle queBB′ = I2. CommeABAB= 9AB, on en déduit queA′ABABB′ = 9A′ABB′ = 9I2I2 = 9I2.

25.12.4 Calcul de déterminants de taille2 ou 3

Exercice 25.24 ♥
En variant les techniques utilisées (Règle de Sarrus, développement suivant une ligne, une colonne, en faisant appa-
raître des zéros,...) Calculer les déterminants suivants :
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a)

∣∣∣∣∣∣

1 2 0

0 1 6

2 4 2

∣∣∣∣∣∣

b)

∣∣∣∣∣∣

−3 2 9

−1 0 −1

11 −5 −12

∣∣∣∣∣∣

c)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

5 8 3

2 −1 2

∣∣∣∣∣∣

d)

∣∣∣∣∣∣

1 −1 0

5 −5 5

2 1 3

∣∣∣∣∣∣

e)

∣∣∣∣∣∣

3 4 −2

2 3 1

1 2 3

∣∣∣∣∣∣

f)

∣∣∣∣∣∣

1 1 −2

−1 3 4

−1 1 8

∣∣∣∣∣∣

Solution :

a) On peut opérer sur les lignes :L3 ←− L3 −2L1 et

∣∣∣∣∣∣

1 2 0

0 1 6

2 4 2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 2 0

0 1 6

0 0 2

∣∣∣∣∣∣
= 2.

b) En développant par rapport à la deuxième ligne :∣∣∣∣∣∣

−3 2 9

−1 0 −1

11 −5 −12

∣∣∣∣∣∣
=−1× (−1)×

∣∣∣∣
2 −9

−5 −12

∣∣∣∣+ (−1)× (−1)×
∣∣∣∣
−3 2

11 −5

∣∣∣∣= (−24+45)+ (15−22) = 21−7 = 14.

c) La présence des trois1 à la première ligne incite à soustraire la première colonne aux deux autres :∣∣∣∣∣∣

1 1 1

5 8 3

2 −1 2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0

5 3 −2

2 −3 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
3 −2

−3 0

∣∣∣∣=−6.

d) En additionnant les colonnes :C2 ←− C2 +C1∣∣∣∣∣∣

1 −1 0

5 −5 5

2 1 3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0

5 0 5

2 3 3

∣∣∣∣∣∣
=−

∣∣∣∣∣∣

1 0 0

5 5 0

2 3 3

∣∣∣∣∣∣
=−15.

e) Avec la règle de Sarrus, alors ?

∣∣∣∣∣∣

3 4 −2

2 3 1

1 2 3

∣∣∣∣∣∣
= 27+4+6−8−24−6 =−1.

f) L2 ←− L2 +L1 et L3 ←− L3 +L1

∣∣∣∣∣∣

1 1 −2

−1 3 4

−1 1 8

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 1 −2

0 4 2

0 2 6

∣∣∣∣∣∣
= 24−4 = 20.

Exercice 25.25 ♥
Sans les calculer, expliquer pourquoi les déterminants suivants sont nuls :

1. ∆1 =

∣∣∣∣∣∣

0 −1 10

0 2 5

0 1 1

∣∣∣∣∣∣

2. ∆2 =

∣∣∣∣∣∣

−1 2 3

1 −2 5

1 −2 2

∣∣∣∣∣∣

3. ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

2 −1 3

−1 2 −3

3 1 2

∣∣∣∣∣∣

4. ∆4 =

∣∣∣∣∣∣

1 2 1

0 0 3

0 0 1

∣∣∣∣∣∣

5. ∆5 =

∣∣∣∣∣∣

1 a b +c

1 b c +a

1 c a +b

∣∣∣∣∣∣

6. ∆6 =

∣∣∣∣∣∣

1 cos2x 2cos2 x

1 −cos 2x 2sin2 x

cos x sin x cos x sin x sin 2x

∣∣∣∣∣∣

Solution :

1. Une colonne de∆1 est nulle donc∆1 = 0.

2. Les deux premières colonnes de∆2 sont proportionnelles, donc∆2 = 0.

3. La première colonne de∆3 est somme des deux autres donc∆3 = 0.

4. ∆4 étant diagonale, le déterminant∆4 est égal au produit de ces termes diagonaux. Un de ceux-ci étant nul, il en
est de même de∆4.

5. ∆5
C3→C2+C3=========

∣∣∣∣∣∣

1 a a +b +c

1 b a +b +c

1 c a +b +c

∣∣∣∣∣∣
et les première et troisième colonnes de∆5 sont proportionnelles. Il vient

∆5 = 0.

6. La dernière colonne de∆6 est somme des deux autres donc∆6 = 0.

Exercice 25.26 ♥♥
Calculer, sous forme factorisée :
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1.

∣∣∣∣∣∣

a −b −c 2a 2a

2b b −c −a 2b

2c 2c c −a −b

∣∣∣∣∣∣

2.

∣∣∣∣∣∣

0 a b

a 0 c

b c 0

∣∣∣∣∣∣

3.

∣∣∣∣∣∣

1+a a a

b 1+b b

c c 1+c

∣∣∣∣∣∣

4.

∣∣∣∣∣∣

a b c

c a b

b c a

∣∣∣∣∣∣

5.

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
(appelé déterminant de Vandermonde).

6.

∣∣∣∣∣∣

a +b b +c c +a

a2 +b2 b2 +c2 c2 +a2

a3 +b3 b3 +c3 c3 +a3

∣∣∣∣∣∣

7.

∣∣∣∣∣∣

1 sin a cos a

1 sin b cosb

1 sinc cos c

∣∣∣∣∣∣

où a,b,c sont trois réels.

Solution :

1.

∣∣∣∣∣∣

a −b −c 2a 2a

2b b −c −a 2b

2c 2c c −a −b

∣∣∣∣∣∣
L1←L1+L2+L3============

∣∣∣∣∣∣

a +b +c a +b +c a +b +c

2b b −c −a 2b

2c 2c c −a −b

∣∣∣∣∣∣
=

(a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

2b b −c −a 2b

2c 2c c −a −b

∣∣∣∣∣∣

C2 ←C2 −C1

C3 ←C3 −C1
=============== (a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1 0 0

2b −b −c −a 0

2c 0 −c −a −b

∣∣∣∣∣∣
=

(a +b +c)3

2.

∣∣∣∣∣∣

0 a b

a 0 c

b c 0

∣∣∣∣∣∣
= 2abc par application de la règle de Sarrus.

3.

∣∣∣∣∣∣

1+a a a

b 1+b b

c c 1+c

∣∣∣∣∣∣
L1←L1+L2+L3============

∣∣∣∣∣∣

1+a +b +c 1+a +b +c 1+a +b +c

b 1+b b

c c 1+c

∣∣∣∣∣∣
=

(1+a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

b 1+b b

c c 1+c

∣∣∣∣∣∣

C2 ← C2 −C1

C3 ← C3 −C1
=============== (1+a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1 0 0

b 1 0

c 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 1+a +b +c

4.

∣∣∣∣∣∣

a b c

c a b

b c a

∣∣∣∣∣∣
C1←C1+C2+C3============

∣∣∣∣∣∣

a +b +c b c

a +b +c a b

a +b +c c a

∣∣∣∣∣∣
=

(a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1 b c

1 a b

1 c a

∣∣∣∣∣∣

L2 ← L2 −L1

L3 ← L3 −L1
=============== (a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1 b c

0 a −b b −c

0 c −b a −c

∣∣∣∣∣∣
=

(a +b +c)
(
a2 +b2 +c2 −ab −ac −bc

)
=

1

2
(a +b +c)

(
(a −b)2 + (a −c)2 + (b −c)2

)

5.

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣

L2 ← L2 −L1

L3 ← L3 −L1
===============

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

0 b −a b2 −a2

0 c −a c2 −a2

∣∣∣∣∣∣
= (b −a) (c −a)

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

0 1 b +a

0 1 c +a

∣∣∣∣∣∣

L3←L3−L2========= (b −a) (c −a)

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

0 1 b +a

0 0 c −b

∣∣∣∣∣∣
= (b −a)(c −a) (c −b)

6.

∣∣∣∣∣∣

a +b b +c c +a

a2 +b2 b2 +c2 c2 +a2

a3 +b3 b3 +c3 c3 +a3

∣∣∣∣∣∣
C1←C1−C2−C3============

∣∣∣∣∣∣

−2c b +c c +a

−2c2 b2 +c2 c2 +a2

−2c3 b3 +c3 c3 +a3

∣∣∣∣∣∣
=−2

∣∣∣∣∣∣

c b +c c +a

c2 b2 +c2 c2 +a2

c3 b3 +c3 c3 +a3

∣∣∣∣∣∣
C2 ← C2 −C1

C3 ← C3 −C1
=============== −2

∣∣∣∣∣∣

c b a

c2 b2 a2

c3 b3 a3

∣∣∣∣∣∣
= −2abc

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

c b a

c2 b2 a2

∣∣∣∣∣∣
= −2abc (b −a)(c −a) (c −b) car on reconnaît

un déterminant de Vandermonde.
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7.

∣∣∣∣∣∣

1 sin a cos a

1 sin b cosb

1 sin c cos c

∣∣∣∣∣∣

L2 ← L2 −L1

L3 ← L3 −L1
===============

∣∣∣∣∣∣

1 sin a cos a

0 sinb − sin a cos b −cos a

0 sin c − sin a cosc −cos a

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 sin a cos a

0 2cos b+a
2

sin b−a
2

−2sin b+a
2

sin b−a
2

0 2cos c+a
2 sin c−a

2 −2sin c+a
2 sin c−a

2

∣∣∣∣∣∣
=−4sin b−a

2 sin c−a
2

∣∣∣∣∣∣

1 sin a cos a

0 cos b+a
2

sin b+a
2

0 cos c+a
2 sin c+a

2

∣∣∣∣∣∣
=

−4sin b−a
2

sin c−a
2

(
sin c+a

2
cos b+a

2
− sin b+a

2
cos c+a

2

)
= −4sin b−a

2
sin c−a

2
sin

(
c+a

2
− b+a

2

)
=

−4sin
b−a

2
sin

c−a

2
sin

c−b

2

Exercice 25.27 ♥
Montrer que :

∣∣∣∣∣∣

3 0 0

0 4 0

0 0 5

∣∣∣∣∣∣
=−

∣∣∣∣∣∣

0 0 3

0 4 0

5 0 0

∣∣∣∣∣∣
= 60

Solution : Facile par permutations des colonnes.

Exercice 25.28 ♥

Les nombres119, 153 et 289 sont tous divisibles par17. Montrer, sans le développer que le déterminant

∣∣∣∣∣∣

1 1 9

1 5 3

2 8 9

∣∣∣∣∣∣
est

divisible par 17.

Solution : Notons ∆ ce déterminant. On a :1000∆ =

∣∣∣∣∣∣

100 10 9

100 50 3

200 80 9

∣∣∣∣∣∣
C1→C1+C2+C3============

∣∣∣∣∣∣

119 10 9

153 50 3

289 80 9

∣∣∣∣∣∣
=

17

∣∣∣∣∣∣

a 10 9

b 50 3

c 80 9

∣∣∣∣∣∣
où a, b et c désignent respectivement le quotient de119, 153 et 289 par 17. On obtient :∆ = 17m

avecm =

∣∣∣∣∣∣

a 10 9

b 50 3

c 80 9

∣∣∣∣∣∣
qui est un entier. Comme17 est premier avec1000, appliquant le lemme de Gauss,17 divise∆.

Exercice 25.29 ♥
Soit (a,b,c) ∈ R3. Considérons les polynômesPa = (X−a)2 ,Pb = (X−b)2 ,Pc = (X−c)2. Déterminer pour quelles
valeurs de(a,b,c) la familleP = (Pa ,Pb ,Pc ) forme une base deR2 [X] ?

Solution : La matrice de la familleP dans la base canonique
(
1,X,X2

)
deR2 [X] est M =




a2 b2 c2

−2a −2b −2c

1 1 1


.

Utilisant les déterminants de Vandermonde, on trouvedet M =−2(b −a)(c −a) (c −b). La familleP forme une base de
R2 [X] si et seulement si les scalairesa, b et c sont deux à deux distincts.

Exercice 25.30 ♥♥♥
Montrer que

∆=

∣∣∣∣∣∣

cos (a −b) cos (b −c) cos(c −a)

cos (a +b) cos (b +c) cos(c +a)

sin (a +b) sin (b +c) sin (c +a)

∣∣∣∣∣∣
=−2sin (a −b)sin (b −c) sin (c −a)

Solution : On développe suivant la première ligne et on reconnaît les formules d’addition :

∆= cos(a −b) [cos(b +c) sin (c +a)−cos(c +a)sin (b +c)]−cos (b −c) [cos (a +b)sin (c +a)−cos (c +a)sin (a +b)]+
cos (c −a) [cos (a +b)sin (b +c)−cos (b +c)sin (a +b)] =

cos(a −b)sin (a −b)+cos (b −c) sin (b −c)+cos (c −a)sin (c −a)=
1

2
(sin 2(a −b)+ sin 2(b −c)+ sin 2(c −a))
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puis on utilise les deux formulessin p + sin q = 2sin
p+q

2
cos

p−q
2

et cos p −cos q =−2sin
p+q

2
sin

p−q
2

:

∆= 1

2
(2sin (a −c) cos(a +c −2b)+ sin 2(c −a))

= sin (a −c)cos (a +c −2b)+ sin (c −a)cos(c −a) = sin (a −c) (cos(a +c −2b)−cos (c −a))

=−2sin (a −b)sin (b −c) sin(c −a)

Exercice 25.31 ♥
Soient

P1 = 2X2 −X+1, P2 = X2 +2X, P3 = X2 −1

Montrer que la familleP = (P1,P2,P3) est une base deR2 [X].

Solution : Notante =
(
X2,X,1

)
la base canonique deR2 [X], on a :

Mate (P)=




2 1 1

−1 2 0

1 0 −1




qui est inversible. La familleP est donc une base deR2 [X].

Exercice 25.32 ♥
Á quelle condition sur le réela la famille e = (e1,e2,e3) :

e1 = (a,1,1) e2 = (1, a,1) e3 = (1,1, a)

forme-t-elle une base deR3 ?

Solution : La famillee forme une base deR3 si et seulement si

∣∣∣∣∣∣

a 1 1

1 a 1

1 1 a

∣∣∣∣∣∣
6= 0. Ce déterminant vaut :(a −1)2 (a +2).

La famille e est donc libre si et seulement sia 6= 1 et a 6= −2.

25.12.5 Inversion de matrice

Exercice 25.33 ♥
Inverser

A =




−3 1 0

2 0 1

1 2 −1




1. en utilisant des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.
2. en utilisant la comatrice.

Solution :
1. On effectue les mêmes opérations sur les lignes deA et deI3.

−3 1 0 1 0 0

2 0 1 0 1 0

1 2 −1 0 0 1

−3 1 0 1 0 0

0 2 3 L2 ← 3L2 +2L1 2 3 0

0 7 −3 L3 ← 3L3 +L1 1 0 3

−6 0 −3 L1 ← 2L1 −L2 0 −3 0

0 2 3 2 3 0

0 0 −27 L3 ← 2L3 −7L2 −12 −21 6

−54 0 0 L1 ← 9L1 −L3 12 −6 −6

0 18 0 L2 ← 9L2 +L3 6 6 6

0 0 −27 −12 −21 6

9 0 0 L1 ← L1/(−6) −2 1 1

0 9 0 L2 ← L2/2 3 3 3

0 0 9 L3 ← L3/(−3) 4 7 −2
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Chaque opération sur les lignes est la multiplication à gauche par une matrice inversible. DoncA est inversible et

A−1 =
1

9



−2 1 1

3 3 3

4 7 −2


.

2. On calculedet(A)= 9 et com(A)=



−2 3 4

1 3 7

1 3 −2


 doncA−1 =

tcom(A)

det(A)
= 1

9



−2 1 1

3 3 3

4 7 −2


.

Exercice 25.34 ♥
Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et calculer leur inverse :

1. A =
(
−1 1

2 1

)

2. B =
(

1 i

i 1

)

3. C =




1 0 1

−1 0 1

0 1 −1




4. D =




0 −2 1

1 0 1

0 −1 2




5. E =




1 1 0

0 1 2

0 0 1




6. F =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0




Solution :

1. A−1 =
(

−1/3 1/3

2/3 1/3

)

2. B−1 =
(

1/2 −i /2

−i /2 1/2

)

3. C−1 =




1/2 −1/2 0

1/2 1/2 1

1/2 1/2 0




4. D−1 =




1/3 1 −2/3

−2/3 0 1/3

−1/3 0 2/3




5. E−1 =




1 −1 2

0 1 −2

0 0 1




6. F−1 =




0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0




Exercice 25.35 ♥
On considère la matriceA ∈M2 (C) donnée parA =

(
1 2i

−i 1

)
.

1. Montrer queA2 −2A− I2 = 0. On dit queX2 −2X−1 est un polynôme annulateur deA.

2. En déduire queA est inversible et calculer son inverse.

3. Retrouver ce résultat par un calcul direct.

Solution :

1. On montre par un calcul direct queA2 −2A− I2 = 0.

2. L’égalité précédente amène :A(A−2I2) = I2. A est donc inversible et sa matrice inverse est :

( −1 2 i

−i −1

)

3. On retrouve ce résultat en utilisant la comatrice ou en passant par un système.
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Exercice 25.36 ♥

Soit A =




1 0 1

−1 0 2

0 1 −1




1. Montrer que le polynôme queP = X3 −3X+3 est un polynôme annulateur deA.

2. En déduire queA est inversible et calculer son inverse.

3. Retrouver ce résultat par un calcul direct.

Solution : Même déroulement que l’exercice précédent. On trouveA−1 = I3 −
1

3
A2 = 1

3




2 −1 0

1 1 3

1 1 0


.

Exercice 25.37 ♥
Soient deux matrices carréesA,B ∈Mn(K) vérifiantAB= 0. Montrer que siA est inversible, alorsB= 0.

Solution : Si A est inversible alors on peut écrire :

AB= 0 =⇒ A−1 ×AB= A−1 ×0 =⇒ B = 0.

Exercice 25.38 ♥♥
Soit une matriceA ∈Mn (R) antisymétrique. On poseM = I+A.

1. Soit une matrice colonneX ∈Mn,1(R). Calculer la matricet XAX

2. En déduire que la matriceM est inversible.

Solution :

1. Si A =
(
ai j

)
alorst XAX = ∑n

i=1

∑n
j=1

ai j xi x j . CommeA est antisymétrique, pour touti 6= j a j i xi x j =−ai j xi x j

et ai i = 0. Alors t XAX = 0 .

2. SoitX ∈Mn,1(R). Alors

MX = 0 =⇒ t XMX = 0 =⇒ t X (I+A)X = 0 =⇒ t XX+ t XAX = 0 =⇒ t XX = 0

en vertu de la première question. Mais siX = (xi ), t XX = ∑n
i=1

x2
i

et t XX = 0 implique que∀i ∈ �1,n�, xi = 0 et
queX = 0. On en déduit queM est inversible.

Exercice 25.39 ♥♥

Déterminer l’inverse de la matrice carréeA =




1 O

a
...
...

...
O a 1




Solution : Soit e = (e1, . . . ,en) une base deKn et f =
(

f1, . . . , fn

)
la famille de vecteurs deKn admettantA comme

matrice dans la basee. On a donc :

f1 = e1 +ae2, f2 = e2 +ae3, . . . , fn−2 = en−2 +aen−1, fn−1 = en−1 +aen , fn = en .

On en déduit que :

en = fn

en−1 = fn−1 −a fn

en−2 = fn−2 −a fn−1 +a2 fn

... =
...

e2 = f2 −a f3 +a2 f4 −a3 f5 + . . .+ (−1)n−2 an−2 fn

e1 = f1 −a f2 +a2 f3 −a3 f4 + . . .+ (−1)n−1 an−1 fn
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donc f est une base deKn , A est inversible et

A−1 =Matf (e) =




1 0 . . . . . . 0

−a 1
...

...
...

a2 −a
...

−a3 a2 ...
...

...
...

(−1)n−2an−2 (−1)n−3an−3 . . . 1 0

(−1)n−1an−1 (−1)n−2an−2 . . . −a 1




Exercice 25.40 ♥♥
Soit A ∈Mn (K) telle queIn +A est inversible. SoitB= (In −A)(In +A)−1.

1. Montrer queB= (In +A)−1 (In −A).

2. Montrer queIn +B est inversible et exprimerA en fonction deB.

Solution :

1. On a(In +A)(In −A) = (In −A)(In +A), donc In − A = (In +A)−1 (In −A)(In −A) donc B = (In −A)(In +A)−1 =
(In +A)−1 (In −A), ce qu’il fallait vérifier.
Un argument plus savant :(In +A)−1 est un polynôme enA, et comme tel commute avec n’importe quel polynôme
en A, par exempleIn − A. En effet, soitB = In + A. La famille In ,B,B2, . . . ,Bn2

est liée. On peut écrireλ0In +
λ1B + . . .λk Bk = 0 où k désigne le plus grand indiceÉ n2 pour lequelλk 6= 0. On aλ0 6= 0, sinon on aurait
B(λ1In + . . .λk Bk−1 = 0 et doncB ne serait pas inversible. Donc on peut écrire

In = B

(
−
λ1

λ0
In −

λ2

λ0
B− . . .−

λk

λ0
Bk−1

)
.

DoncB−1 =−λ1

λ0
In − λ2

λ0
B− . . .− λk

λ0
Bk−1 est un polynôme enB donc un polynôme enA =B− In .

2. B= (2In − In −A)(In +A)−1 = 2(In +A)−1 − (In +A)(In +A)−1 = 2(In +A)−1 − In . D’où In +B= 2(In +A)−1, ce qui

montre bien queIn +B est inversible. De plus(In +B)−1 = 1

2
(In +A), d’où A =2(In +B)−1 − In .

Exercice 25.41 ♥♥
Soit A une matrice carrée nilpotente de taillen ∈N∗. Montrer que la matrice(In −A) est inversible.

Solution : On suppose queA est nilpotente d’ordrep ∈N∗. On a doncAk = 0 pour toutk Ê p et Ak 6= 0 pour toutk < p.
Mais

(In −A)
(
In +A+A2 + . . .+Ap−1

)
= (In −A)+

(
A−A2

)
+ . . .+

(
Ap−1 −Ap

)
= In

par télescopage et carAp = 0. DoncIn −A est inversible d’inverseIn +A+A2+ . . .+Ap−1.

Exercice 25.42 ♥♥
Soit une matriceU triangulaire supérieure telle que tous les éléments de la diagonale soient non-nuls. Montrer que la
matriceU est inversible. (On montrera queUX = 0=⇒ X = 0 )

Solution : Soit une matrice colonneX ∈Mn1(R) telle queUX = 0. On obtient un système d’équations triangulaire sur
les coordonnées deX qui se résout de proche en proche en partant de la dernière équation et on obtient finalement que
X = 0. Par conséquent,U est inversible.
Une autre façon de voir est de considérer que la matrice est celle d’un endomorphismeu de Rn−1[X] dans la base
(Xk ). L’hypothèse «U triangulaire supérieure avec tous les éléments de la diagonale non-nuls » se traduit par :∀k ∈
{0, . . . ,n −1},deg(u(Xk )) = k. Doncu transforme la base(Xk ) en une famille échelonnée en degrés, donc une base de
Rn−1[X]. Doncu est bijectif, doncU est inversible.

Exercice 25.43 ♥♥

On considère la matriceM = ((mi j ))1Éi , jÉn ∈Mn(R) avecmi j =





i

j
si i 6= j

0 si i = j

. CalculerM2 et M−1.
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Solution : Faire d’abord le calcul pourn = 3. En notantM2 = ((ai j )), on tire queai j =
∑n

k=1
mik mk j =

∑
k 6∈{i , j }

i

j

ai j =





(n−2)
i

j
si i 6= j

(n−1) si i = j

On remarque queM2 = (n−2)M+ (n−1)In d’où l’on tire queM est inversible et queM−1 =
1

n−1
.(M− (n−2)In ).

Exercice 25.44 ♥♥♥
Inverser la matrice suivante :

A =




1 6 5 4 3 2

2 1 6 5 4 3

3 2 1 6 5 4

4 3 2 1 6 5

5 4 3 2 1 6

6 5 4 3 2 1




Solution : Avec la forme de la matriceA, on peut faire le pari que la matrice inverse peut s’écrire, si elle existe,

A−1 =




x y z t u v

v x y z t u

u v x y z t

t u v x y z

z t u v x y

y z t u v x




.

L’égalité AA−1 = I6 se traduit, pour la première colonne deAA−1, par




x +6v +5u +4t +3z +2y = 1

2x +v +6u +5t +4z +3y = 0

3x +2v +u +6t +5z +4y = 0

4x +3v +2u +t +6z +5y = 0

5x +4v +3u +2t +z +6y = 0

6x +5v +4u +3t +2z +y = 0

Il n’est pas difficile de voir que la (les ?) solutions de ce système fournit une solution pour les autres colonnes.
Maintenant, en additionnant les lignes, en posantS = x + v +u+ t + z + y , on obtient21S = 1.
Ensuite on multiplie la2ème la 4èmeet la6ème ligne par−1 et on additionne les six lignes pour obtenir−3x +3v −3u+
3t −3z +3y = 1 soit 3S1 −3S2 =−1 en posantS1 = x +u+ z et S2 = v + t + y . Ce qui donneS1 =−

1

7
et S2 =

4

21
.

Si on continue dans la même idée, pourquoi ne pas multiplier la2èmeet la5èmeligne parj et la3èmeet la6èmeligne parj 2

avant d’additionner le tout :(5+7 j+9 j 2)(x+t)+(9+5 j+7 j 2)(v+z)+(7+9 j+5 j 2)(u+y) = 1. En utilisant7(1+ j+ j 2) = 0,
on a(−2+2 j 2)(x+t)+(2−2 j )(v+z)+(2 j −2 j 2)(u+y) = 1. En factorisant par(2−2 j ), on aj 2(x+t)+(v+z)+ j (u+y) =

1

2(1− j )
=

1− j 2

2(1− j )(1− j 2)
=

1

6
(1− j 2). En conjuguant, on obtientj (x + t)+ (v + z)+ j 2(u + y) =

1

6
(1− j ). En posant

T1 = x + t , T2 = v + z, T3 = u+ y on a



T1 + T2 + T3 = 1

21

j 2T1 + T2 + j T3 =
1

6
(1− j 2)

j T1 + T2 + j 2T3 = 1

6
(1− j )

. Bon, on sent qu’il y a de l’idée mais il n’y a rien de décisif. Il faut aller

encore plus loin :
Soit ζ= exp

(
2iπ

6

)
. On multiplie lakème ligne parζk et on additionne le tout :

xS+ζvS+ζ2uS+ζ3tS+ζ4zS+ζ5yS = 1 en posantS = 1+2ζ+3ζ2+4ζ3 +5ζ4+6ζ5. SoitP(X) = X
X6 −1

X−1
, on aS = P′(ζ).

Or P′(X) = X6 −1

X−1
+X

6X5(X−1)− (X6 −1)

(X−1)2
, d’où S = 6

ζ−1
.
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On obtient ainsi en faisant jouer le rôle deζ parζ2,ζ3, . . .





x +v +u +t +z +y = 1−1

6
+ 1

21

x +ζv +ζ2u +ζ3t +ζ4z +ζ5 y =
ζ−1

6

x +ζ2v +ζ4u +ζ6t +ζ2z +ζ4 y = ζ2 −1

6

x +ζ3v +ζ6u +ζ9 +ζ12z +ζ15y =
ζ3 −1

6

x +ζ4v +ζ8u +ζ12t +ζ16z +ζ20y = ζ4 −1

6

x +ζ5v +ζ10u +ζ15t +ζ20z +ζ25y = ζ5 −1

6

On trouvex en additionnant les lignes, en utilisant1+ζk +ζ2k +ζ3k ++ζ4k ++ζ5k = 0 pour1 É k É 5 : 6x = 1

21
−1 d’où

x =−10

63
. Pour trouverv , on multiplie lakème ligne parζ5k et on additionne le tout :6v = 1+ 1

21
d’où v = 11

63
.

Pour trouvert , on multiplie lak-ième ligne parζ4k et on additionne le tout :6u =
1

21
d’où t =

1

126
. Le même calcul

donne le même résultat pour les autres inconnues :t = z = y =
1

126
.

A−1 =
1

126




−20 1 1 1 1 22

22 −20 1 1 1 1

1 22 −20 1 1 1

1 1 22 −20 1 1

1 1 1 22 −20 1

1 1 1 1 22 −20




.

Exercice 25.45 ♥♥♥
On considère une matriceA ∈Mn(C), A = (ai j )1Éi , jÉn à diagonale dominante:

∀i ∈ [[1,n]]2 , |ai i | >
∑

j 6=i

|ai j |

Montrer que la matriceA est inversible. Cette propriété est connue sous le nom delemme d’Hadamard.

Solution : Supposons queA ne soit pas inversible. Alors il existeX = (xi ) ∈M1(C) non nul tel queAX = 0. CommeX est
non nul, on sait queα= maxi∈�1,n� |xi | 6= 0. De plus, on a encoreA(X/α) = 0. On peut donc supposer quemaxi∈�1,n� |xi | =
1. On notei0 l’indice i ∈ �1,n� tel que|xi | = 1 . L’égalité AX = 0 amène pour touti ∈ �1,n�,

∑n
j=1

ai j x j = 0 ou encore
−ai i xi =

∑n
j=1, j 6=i

ai j x j . En particulier, pouri = i0, cette égalité devient en passant à la valeur absolue et en utilisant
l’inégalité triangulaire :

∣∣ai0 i0

∣∣=
∣∣ai0i0 xi0

∣∣=
∣∣∣∣∣

n∑

j=1, j 6=i0

ai0 j x j

∣∣∣∣∣É
n∑

j=1, j 6=i0

∣∣ai0 j

∣∣ ∣∣x j

∣∣É
n∑

j=1, j 6=i0

∣∣ai0 j

∣∣

carmaxi∈�1,n� |xi | = 1. Mais comme la matrice est à diagonale dominante, on a aussi|ai0i0 | >
∑

j 6=i0
|ai0 j | et on aboutit à

une contradiction. Par conséquentA est inversible.

Exercice 25.46 ♥♥♥

1. Soitn ∈N, Démontrer qu’il existe un unique polynômeUn(X) ∈Z[X], de degrén, vérifiant

∀ϑ ∈R, sinϑ .Un (cosϑ) = sin (n+1)ϑ.

Démontrer que

Un+1(X)+Un−1(X) = 2XUn (X) (∗)

Démontrer que

∀n Ê 1, ∀p Ê 1, Un+p = Up Un −Up−1Un−1 (∗∗).
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2. Soit

Bn (x) =




2x 1 0 . . . 0

1 2x 1
...

...

0
...

...
... 0

...
... 1 2x 1

0 . . . 0 1 2x




.

Démontrer que pourx 6= cos
kπ

n+1
,Bn (x) est inversible et son inverse est la matrice symétrique définie par

b′
i j = (−1)i+ j

Ui−1(x)Un− j (x)

Un (x)
pouri É j

et

b′
i j = (−1)i+ j

U j−1(x)Un−i (x)

Un (x)
pouri Ê j .

Solution :

1. Existence : On l’établit par récurrence. On peut prendreU0(X) = 1, U1(X)= 2X,
et puisquesin (n+2)ϑ+ sin nϑ= 2cosϑsin (n+1)ϑ on a nécessairement

sinϑUn+1(cosϑ)+ sinϑUn−1(cosϑ) = 2cosϑsinϑUn (cosϑ).

Donc on choisitUn+1(x) = 2xUn (x)−Un−1(x) sur[−1;1]. On en déduit que lesUn sont des fonctions polynômes,
appeléspolynômes de Tchebychev(de deuxième espèce). Les polynômesUn (X) ainsi construits conviennent et
appartiennent àZ[X].
Unicité : La différence de deux tels polynômes s’annuleraitsur[−1;1] ce qui donne l’unicité.
On a bien entendu

Un+1(X)+Un−1(X) = 2XUn (X). (∗)

Un est de degrén par une récurrence immédiate.

Lesξk = cos

(
kπ

n+1

)
,1 É k É n sont lesn racines distinctes deUn .

Enfin, en utilisant trois foissin a sin b = 1
2 (cos(a −b)−cos(a +b)), on a d’une part :

sin2ϑUn+p (cosϑ) = sinϑsin(n+p +1)ϑ= 1

2
cos(n+p)ϑ− 1

2
cos(n+p +2)ϑ,

et d’autre part :

sin2ϑUp (cosϑ)Un (cosϑ)− sin2ϑUp−1(cosϑ)Un−1(cosϑ) = sin(p +1)ϑsin(n+1)ϑ− sin pϑsin nϑ

= 1

2
cos(p −n)ϑ− 1

2
cos(p +n+2)ϑ

−
1

2
cos(p −n)ϑ+

1

2
cos(p +n)ϑ

= 1

2
cos(p +n)ϑ− 1

2
cos(p −n)ϑ

On a bien établi (**)

2. Soit1 É i < j É n (en posantU−1(x) = 0 dans le cas oùj = n)

n∑

k=1

b′
ik bk j = b′

i j−1b j−1 j +b′
i j b j j +b′

i j+1b j+1 j = b′
i j−1b j−1 j +2xb′

i j +b′
i j+1

=
(−1)i+ j−1Ui−1Un− j+1 + (−1)i+ j 2xUi−1Un− j + (−1)i+ j+1Ui−1Un− j−1

Un (x)

= (−1)i+ j−1
Ui−1

(
Un− j+1 −2xUn− j +Un− j−1

)

Un (x)

= 0.

d’après(∗) où l’on remplacen parn− j .
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Pouri = j (en posantU−1(x) = 0 dans le cas oùj = n et doncb′
nn+1 = 0)

n∑

k=1

b′
ik bki = b′

i i−1bi−1i +b′
i i bi i +b′

i i+1bi+1i = b′
i i−1bi−1i +2xb′

i i +b′
i i+1

=−Ui−2Un−i +2xUi−1Un−i −Ui−1Un−i−1

Un(x)

=
1

Un(x)
(−Ui−2Un−i +Ui−1 (2xUn−i +Un−i−1))

= 1

Un(x)
(−Ui−2Un−i +Ui−1Un−i+1) =

1

Un (x)
Un−i+1+i−1 d’après(∗∗)

= 1

Un(x)
Un = 1.

25.12.6 Calcul des puissances d’une matrice

Exercice 25.47 ♥
CalculerAn pourn ∈N∗ et les matricesA suivantes :

1. A =
(

1 1

0 2

)

2. A =
(

a b

0 a

)
3. A =

(
1 1

1 1

)

4. A =
(

1 −1

−1 1

)

Solution : Par des récurrences faciles, on trouve :

1. An =
(

1 2n −1

0 2n

)

2. An =
(

an nan−1b

0 an

)
3. An = 2n−1

(
1 1

1 1

)

4. An = 2n−1

(
1 −1

−1 1

)

Exercice 25.48 ♥

1. Calculer les puissances deA =
(

1 1

1 0

)
.

2. On pose :F0 = 0 ; F1 = 1 ; Fn+2 = Fn+1 +Fn (suite de Fibonacci) .
Démontrer que pour tous entiers naturelsn et p, Fn+p = Fn+1Fp +Fn Fp−1.

Solution :

1. Par récurrence,∀n ∈N∗ An =
(

Fn+1 Fn

Fn Fn−1

)
.

2. On calcule le coefficient de la1ère ligne et2èmecolonne deAn+p = An Ap . Comparer avec l’exercice 20.21 p. 764

Exercice 25.49 ♥

Soit A =




1 2 −1

0 1 1

0 0 1




1. Montrer queA− I3 est nilpotente d’ordre3 (c’est à dire que(A− I3)2 6= 0 et que(A− I3)3 = 0

2. En déduire, en utilisant la formule du binôme de NewtonAn pour toutn ∈N.

Solution :

1. Par un calcul direct, on montre queB = A− I3 vérifie B3 = 0 et B2 6= 0.
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2. Utilisant la formule du binôme, ce qui est valide carI3 ×B= B× I3, on obtient, pourn Ê 3 :

An = (B+ I3)n

=
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk

=
(

n

0

)
B0 +

(
n

1

)
B1 +

(
n

2

)
B2

=




1 2n n (n−2)

0 1 n

0 0 1




Cette formule reste valable sin = 0,1,2.

Exercice 25.50 ♥

CalculerAn pourA =




1 −1 0

0 1 −1

0 0 1


 de deux manières différentes.

Solution : Même déroulement que dans l’exercice précédent : on forme lamatriceB = A− I3 et on montre qu’elle est

nilpotente d’ordre3. On applique ensuite la formule du binôme et on trouve :An =




1 −n
n (n−1)

2
0 1 −n

0 0 1


. On peut

aussi prouver ce résultat en effectuant une récurrence.

Exercice 25.51 ♥♥

On considère la matriceA =
(

2 −1

−2 3

)

1. Montrer que le polynômeX2 −5X+4 est un polynôme annulateur deA.

2. En déduire queA est inversible et calculer son inverse.

3. Pourn Ê 2, déterminer le reste de la division euclidienne deXn parX2 −5X+4.

4. En déduire l’expression deAn pour toutn ∈N.

Solution :

1. Par un calcul direct.

2. On déduit de la question précédente que :A

(
5

4
I2 −

1

4
A

)
= I2. A est donc inversible d’inverse :

5

4
I2 −

1

4
A.

3. En utilisant le théorème de la division euclidienne, il existe des polynômes à coefficients réelsQ et R tels que :
Xn = Q

(
X2 −5X+4

)
+R et degR < 2. Le polynômeR est donc de la formeR = aX+b. Remarquant que les racines

deX2−5X+4 sont1 et4, on obtient le système :

{
a +b = 1

4a +b = 4n
qui admet comme solution :a = 1

3
(4n −1) et

b = 1

3
(4−4n ).

4. On en déduit que sin Ê 2, An = Q (A)
(
A2 −5A+4I3

)
+R(A)= R(A) =

1

3

(
4n −1

)
A+ 1

3

(
4−4n

)
I2

Exercice 25.52 ♥♥
On considère la matriceJ ∈Mn (R) remplie de1 :

J =




1 . . . 1
... 1

...
1 . . . 1




1. CalculerJ2 puis pourk ∈N, Jk .

2. J est-elle inversible?
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3. On considère la matrice

A =




1 −1 −1

−1 1 −1

−1 −1 1




Calculer les puissances successives deA.

Solution :

1. J2 = nJ puis par récurrence, pourk Ê 1, Jk = nk−1J.

2. PuisqueJ2 = nJ, il vient queJ(J−nI) = 0 et alors siJ était inversible, en multipliant à gauche parJ−1, on aurait
J = nI ce qui est faux pourn Ê 2.
Remarque : La matriceJ est visiblement de rang 1.

3. ÉcrivonsA =2I− J et en utilisant le binôme (I et J commutent), on trouve pourn Ê 1 que

An =
n∑

k=0

(
n

k

)
2n−k (−1)k Jk = 2n I+

( n∑

k=1

(
n

k

)
2n−k (−1)k 3k−1

)
J

Mais
∑n

k=1

(
n

k

)
2n−k (−1)k 3k−1 =

1

3

(
∑n

k=0

(
n

k

)
2n−k (−3)k −2n

)
=

(−1)n −2n

3
. Et finalement,

An = 2n I+ (−1)n −2n

3
J.

Exercice 25.53 ♥
On considère la matrice

A =



−1 a a

1 −1 0

−1 0 −1


 ∈M3(R)

Calculer pourn ∈N, An.

Solution : Décomposons la matrice sous la formeA =H− I où

H =




0 a a

1 0 0

−1 0 0


 H2 = a




0 0 0

0 1 1

0 −1 −1


 H3 = 0

Avec le binôme, on trouve finalement que

An = (−1)n




1 −na −na

−n 1+ n(n−1)
2

a n(n−1)
2

a

n −n(n−1)
2 a 1− n(n−1)

2 a




Exercice 25.54 ♥
On considère la matrice

A =
(

a b

b a

)

Calculer ses puissancesAn pourn ∈N.

Solution : On poseA = aI2 +bJ avecJ =
(
0 1

1 0

)
. On vérifie queJ2 = I2. CommeI2 et J commutent, on peut appliquer la

formule du binôme :

An =
n∑

k=0

(
n

k

)
bk an−kJk =

n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
bk an−k I2 +

n∑

k=0
k impair

(
n

k

)
bk an−k J = SI2 +TJ.

Maintenant(a − b)n =
n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
bk an−k −

n∑

k=0
k impair

(
n

k

)
bk an−k = S − T. Comme(a + b)n = S + T, on en déduitS =
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1

2
[(a +b)n + (a −b)n] et T =

1

2
[(a +b)n − (a −b)n]. Donc

An =
(

S T

T S

)
= 1

2

(
(a +b)n + (a −b)n (a +b)n − (a −b)n

(a +b)n − (a −b)n (a +b)n + (a −b)n

)
.

Exercice 25.55 ♥

Soient les matricesA =




1 1 1

0 1 1

0 0 1


, B =




a b 0

0 a b

b 0 a


. Calculer les puissances des matricesA,B.

Solution : On écrit A = I+ J avecJ =




0 1 1

0 0 1

0 0 0


. On calculeJ2 =




0 0 1

0 0 0

0 0 0


 et J3 = 0. En appliquant le binôme,

An = I+nJ+
n(n−1)

2
J2.

On écrit B = aI + bP avecP =




0 1 0

0 0 1

1 0 0


. Alors P2 =




0 0 1

1 0 0

0 1 0


 et P3 = I. En appliquant la formule du binôme,

Bn =αI+βP+γP2 avecα=∑n
k=0,k=3p

an−k bk

(
n

k

)
, β=∑n

k=0,k=3p+1
an−k bk

(
n

k

)
etγ=∑n

k=0,k=3p+2
an−k bk

(
n

k

)
.

Pour calculer ces trois sommes (voir aussi B.2.2 p. 1162), ondéveloppe(a+b)n, (a+ j b)n et (a+ j 2b)n . On trouve ainsi





α + β + γ = (a +b)n

α + β j + γ j 2 = (a + j b)n

α + β j 2 + γ j = (a + j 2b)n
.

Soit V =




1 1 1

1 j j 2

1 j 2 j


, X =



α

β

γ


 et D =




(a +b)n

(a + j b)n

(a + j 2b)n


. Posons aussiV =




1 1 1

1 j 2 j

1 j j 2


. On aVV = 3I3, doncX =

1

3
VD,

soit 



α =
1

3

(
(a +b)n + (a + j b)n + (a + j 2b)n

)

β = 1

3

(
(a +b)n + j 2(a + j b)n + j (a + j 2b)n

)

γ = 1

3

(
(a +b)n + ( j a + j b)n + j 2(a + j 2b)n

)
.

Autrement ditBn =



α β γ

γ α β

β γ α




=
1

3




(a +b)n + (a + j b)n + (a + j 2b)n (a +b)n + j 2(a + j b)n + j (a + j 2b)n (a +b)n + ( j a + j b)n + j 2(a + j 2b)n

(a +b)n + ( j a + j b)n + j 2(a + j 2b)n (a +b)n + (a + j b)n + (a + j 2b)n (a +b)n + j 2(a + j b)n + j (a + j 2b)n

(a +b)n + j 2(a + j b)n + j (a + j 2b)n (a +b)n + ( j a + j b)n + j 2(a + j 2b)n (a +b)n + (a + j b)n + (a + j 2b)n


.

Exercice 25.56 ♥
Soit la matriceA =

(
5 −4

4 −3

)
. CalculerAn. (on décomposeraA = I2 +4J)

Solution : On aA = I2 +4J, avecJ =
(
1 −1

1 −1

)
. CommeJ2 = 0, on en déduit, puisqueI2 et J commutent,

An = I2 +4nJ =
(
4n+1 −4n

4n −4n+1

)
.

Exercice 25.57 ♥♥

1. Soit la matriceH = ((hi j )) ∈Mn (R) avechi j = 1. CalculerHk .

2. En déduire les puissances de la matriceA = ((ai j )) où ai j = (1−δi j ).

3. Montrer que la matriceA est inversible en calculant son rang.

4. Trouver l’inverse de la matriceA (on le cherchera sous la formeaI+bH).
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Solution :

1. On montre par récurrence queHk = nk−1H pourk Ê 1 et H0 = I.

2. A =H− I. En utilisant la formule du binôme,

Ap = (−1)p I+ 1

n

(
p∑

k=1

(
p

k

)
nk (−1)p−k

)
H = (−1)p I+ (n−1)p

n
H− (−1)p

n
.H

3. Par les opérationsC2 ← C2 −C1, . . . ,Cn ← Cn −C1, puis en ajoutant toutes les colonnes de la matrice obtenue à
la première,A a même rang que la matrice triangulaire supérieure avec pouréléments(n −1),−1, . . . ,−1 sur la
diagonale. Par conséquent, pourn Ê 2, le rang deA vautn et doncA est inversible.

4. En calculant
(aI+bH)(H− I)=−aI+ (a + (n−1)b)H

il suffit de prendrea =−1 et b = 1

n−1
pourn Ê 1. Par conséquent,A est inversible et

A−1 = 1

n−1
H− I

Exercice 25.58 ♥♥

1. Soit la matriceJ =




0 0 . . . 0

1 0
...

0 1
...

...
... 0

...
0 . . . 0 1 0




∈Mn (K). Calculer les matricesJ2 et Jn pour tout entiern ∈N.

2. Calculer les puissances de la matriceA =




a 0 . . . 0

b a
...

0 b
...

...
...

... b a 0

0 . . . 0 b a




∈ Mn(K). Les matrices de cette forme sont

appeléesmatrices de Jordan.

Solution :

1. On aJ2 =




0 0 . . . 0

0 0
...

1 0
...

...
... 0

...
0 . . . 1 0 0




. On déduit doncJ2 deJ « en baissant d’un cran la diagonale de1 dans la matrice ».

On déduitJ3 deJ2 par le même procédé et ainsi de suite. On obtient alorsJn−1 =




0 0 . . . 0
...

...
... 0

...

0 0
... 0 0

1 0 . . . 0 0



, Jn = 0 et

Jm = 0 pour toutm Ê n.
2. On remarque queA = aIn +bJ. CommeIn et J commutent, on peut appliquer la formule du binôme. On obtient

pour toutm ∈N :

(aIn +bJ)m =
m∑

k=0

(
m

k

)
am−k bk Jk

et

Am =




am 0 . . . . . . 0
(m

1

)
am−1b

...
...

...
...

...
...

(m
m

)
bm ...

...

0
...

...
...

...
...

...
...

...
... 0

0 . . . 0
(m

m

)
bm . . .

(m
1

)
am−1b am




si m < n
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Am =




am 0 . . . . . . 0
(m

1

)
am−1b

...
...

...
...

...(m
k

)
am−k bk

...
...

...
...

...
...

... 0(m
n

)
am−nbn . . .

(m
k

)
am−k bk . . .

(m
1

)
am−1b am




si m Ê n

25.12.7 Représentation matricielle d’une application linéaire

Exercice 25.59 ♥
Pour chacune des applications linéaires suivantes :

1. vérifier queu est linéaire.
2. déterminer sa matrice dans les bases canoniques des espaces vectoriels considérés.

3. déterminer son rang.
4. Détermineru−1 quand cette application existe.

5. calculer l’image du vecteurV donné en utilisant cette matrice.

1. u :

{
R3 −→ R2

(
x, y, z

)
7−→

(
x + y + z, x −2y −3z

) et V = (0,1,−1)..

2. u :

{
R3 −→ R3

(
x, y, z

)
7−→

(
x + z, y − z, z − x

) et V = (1,2,−1).

3. On pose−→v = (1,1,1). u :

{
R3 −→ R3

−→u 7−→ −→u ∧−→v et V = (−1,0,2).

4. u :

{
R3 [X] −→ R3 [X]

P 7−→ XP′ (X)−P
et V = X3 −3X2 +X−1.

5. u :

{
R2 [X] −→ R3

P 7−→ (P (0) ,P (1) ,P (2))
et V = X2 −X+1.

6. u :

{
M2 (R) −→ M2 (R)

M 7−→ M
et V =

(
1 −1

0 1

)
.

7. u :

{
M2 (R) −→ M2 (R)

M 7−→ EM
où E =

(
1 1

0 1

)
et V =

(
0 1

1 0

)

Solution :

1. (a) On vérifie facilement queu est linéaire.

(b) A =Mate′⇐e (u) =
(
1 1 1

1 −2 −3

)
où e est la base canonique deR3 et e ′ celle deR2.

(c) rg(u) = rg(A)= 2

(d) u ne peut être bijective carR2 etR3 ne sont pas de même dimension.

(e) On aB = Mate′ V =




0

1

−1


 et AB=

(
0

1

)
. Doncu (V) = (0,1).

2. (a) On vérifie facilement queu est linéaire.

(b) A =Mate (u) =




1 0 1

0 1 −1

−1 0 1


 où e désigne la base canonique deR3.

(c) rg(u) = rg(A)= 3

(d) On en déduit que u est bijective. De plus A−1 =
1

2




1 0 −1

1 2 1

1 0 1


 donc u−1 :

{
R3 −→ R3

(
x, y, z

)
7−→ 1

2

(
x − z, x +2y + z, x + z

)
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(e) On aB = Mate V =




1

2

−1


 et AB=




0

3

−2


. Doncu (V) = (0,3,−2).

3. (a) u est linéaire par bilinéarité du produit vectoriel.

(b) A =Mate (u) =




0 1 −1

−1 0 1

1 −1 0


 où e désigne la base canonique deR3.

(c) rgu = rg A = 2.

(d) u n’est donc pas bijective.

(e) On aB = Mate V =



−1

0

2


 et AB=



−2

3

−1


. Doncu (V) = (−2,3,−1).

4. (a) On vérifie facilement queu est linéaire.

(b) A =Mate (u) =




−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 2


 où e =

(
1,X,X2,X3

)
est la base canonique deR3 [X].

(c) rgu = rg A = 3.

(d) u n’est donc pas bijective.

(e) On aB = Mate V =




−1

1

−3

1


 et AB=




1

0

−3

2


. Doncu (V) = 2X3 −3X2 +1.

5. (a) On vérifie facilement queu est linéaire.

(b) A =Mate′⇐e (u) =




1 0 0

1 1 1

1 2 4


 où e ′ est la base canonique deR3 et e celle deR2 [X].

(c) rgu = rg A = 3.

(d) A−1 = 1

2




2 0 0

−3 4 −1

1 −2 1


. On en déduit queu−1 :

{
R3 −→ R2 [X]

(
x, y, z

)
7−→ 1

2

(
2x +

(
−3x +4y − z

)
X+

(
x −2y + z

)
X2

)

(e) On aB = Mate V =




1

−1

1


 et AB=




1

1

3


. Doncu (V) = 3X2 +X+1.

6. (a) u est linéaire car l’opération de transposition est linéaire.

(b) A =Mate (u) =




1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1


 où e = (E11,E12,E21,E22) est la base canonique deM2 (R)

(c) rgu = rg A = 4.

(d) On vérifie sans peine queA−1 = A ce qui se vérifie par ailleurs en remarquant que la transposition est une
symétrie deM2 (R).

(e) On aB = Mate V =




1

−1

0

1


 et AB=




1

0

−1

1


. Doncu (V) =

(
1 0

−1 1

)

7. (a) On vérifie facilement queu est linéaire.

(b) A =Mate (u) =




1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1


 où e = (E11,E12,E21,E22) est la base canonique deM2 (R)

(c) rgu = rg A = 4.

(d) On vérifie queA−1 =




1 0 −1 0

0 1 0 −1

0 0 1 0

0 0 0 1


. On montre par ailleurs que :u−1 :

{
M2 (R) −→ M2 (R)

M 7−→ E−1M
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(e) On aB = Mate V =




0

1

1

0


 et AB=




1

1

1

0


. Doncu (V) =

(
1 1

1 0

)

Exercice 25.60 ♥
Soit l’endomorphismeϕ :

{
Rn [X] −→ Rn [X]

P 7−→ P′′ .

1. Montrer queϕ est linéaire.

2. Écrire la matrice deϕ dans la base canonique deRn [X].

Solution : 


0 0 2 0 . . . . . . . . . 0

0 0 0 6 0 . . . . . .
...

...
...

...
... 12

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
... 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . n(n−1)

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0




.

Exercice 25.61 ♥
Soitϕ : P 7→XP′+P où P est un polynôme.

1. Prouver queϕ ∈L (R3 [X]).

2. Calculer la matrice deϕ dans la base canonique deR3 [X].

3. Démontrer que cette matrice est inversible et calculer son inverse.

4. En déduire queϕ est bijective et calculer l’image réciproque de chacun des éléments de la base canonique de
R3 [X] parϕ.

Solution :

1. La linéarité provient de la linéarité de la dérivation et de la multiplication parX. Reste à démontrer queXP′+P

est un polynôme et quedeg(XP′+P) É 3 ce qui ne pose pas de difficulté.

2. On a ϕ
(
Xk

)
= XkXk−1 +Xk = (k +1)Xk . D’où la matrice :M =




1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 3 0

0 0 0 4


 .

3. M−1 =




1 0 0 0

0 1
2 0 0

0 0 1
3

0

0 0 0 1
4


 .

4. On a ϕ−1
(
Xk

)
= 1

k +1
Xk .

Exercice 25.62 ♥
On considère l’espace vectorielE =C ∞ (R) et les vecteursf1, f2, f3, f4 ∈ E donnés par :

f1 : x 7→ ch x, f2 : x 7→ sh x, f3 : x 7→ x ch x et f4 : x 7→ x sh x

1. Déterminer la dimension du sous-espace vectorielF deE engendré par la famillef =
(

f1, f2, f3, f4

)
.

2. Soitϕ : f 7→ f ′′′−2 f ′′+ f ′− f . Montrer queϕ ∈L (E).

3. Déterminer la matrice deϕ dans la basef .

4. ϕ est-elle un automorphisme deF dansF ? Si oui, déterminer la matrice deϕ−1 dans la basef .

5. Trouver une solution particulière de l’équation différentielle : f ′′′−2 f ′′+ f ′− f = sh x + x ch x.
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Solution :

1. dimF = 4 car la famillef est libre. En effet supposons∀x ∈R, a ch x +b sh x +cx ch x +d x sh x = 0, en regardant
en0, on aa = 0 on a doncd x sh x =−(b sh x+cx ch x) qui est donc une fonction impaire : d’oùd = 0. Comme en
+∞, b sh x = o(x sh x) on en déduit qued , puisc sont nuls.

2. La linéarité est claire.ϕ( f1) = f2 − 2 f1 + f2 − f1 = 2 f2 − 3 f1,ϕ( f2) = 2 f1 − 3 f2,ϕ( f3) = 2 f4 − 3 f3 + 4 f1 − 4 f2 et
ϕ( f4) = 2 f3 −3 f4 +4 f2 −4 f1.

3. M =




−2 1 4 −4

1 −2 −4 4

0 0 −3 2

0 0 2 −3


 .

4. M−1 =−
1

15




10 5 4 −4

5 10 −4 4

0 0 9 6

0 0 6 9


 . CommeM−1 existe,ϕ est un automorphisme deF.

5. On cherche une solutionu ∈ F, vérifiantϕ(u) = f2 + f3 = v . Il suffit de prendreu = ϕ−1(u) pour cela on calcule

− 1

15




10 5 4 −4

5 10 −4 4

0 0 9 6

0 0 6 9







0

1

1

0


=− 1

15




−9

−6

9

6


 D’où u =−1

5
(−3ch x −2sh x +3x ch x +2x sh x).

Exercice 25.63 ♥♥
On considère unC-espace vectorielE de dimension3 et f un endomorphisme non nul deE. Montrez quef 2 = 0 si et
seulement s’il existe une basee deE telle que

Mate ( f ) =




0 1 0

0 0 0

0 0 0




Solution : Si f 2 = 0, Im f ⊂ Ker f . D’après le théorème du rang,

dimIm f +dim Ker f = 3

CommedimIm f É dim Ker f , il vient que3 É 2dim Ker f et donc quedim Ker f Ê 2. Comme f n’est pas l’endo-
morphisme nul,dim Ker f = 2 et dimIm f = 1. Donc il existe un vecteure1 ∈ E non-nul tel queIm f = Vect(e1). On
complète en une base(e1,e3) de Ker f que l’on complète ensuite en une base(e1,e2,e3) deE. Commef (e2) ∈ Im f , il

existeλ ∈ R tel que f (e2) = λe1. Maisλ n’est pas nul (sinonf = 0) ; on pose alorsε2 = 1

λ
e2. La matrice def dans la

basee = (e1,ε2,e3) est de la forme souhaitée. La réciproque est évidente.

Exercice 25.64 ♥♥
On considère la matriceA =

(
ai j

)
∈Mn+1 (R) donnée par :∀

(
i , j

)
�1,n+1� , ai j =

(j−1
i−1

)
. On suppose queA est la

matrice d’un endomorphismeθ ∈L (Rn [X]) dans la base canoniquee = (1,X, . . . ,Xn ) deRn [X].

1. SoitP ∈Rn [X]. Expliciterθ (P).

2. En déduire queA est inversible et calculerA−1.

3. CalculerAm pour toutm ∈N.

Solution :

1. SoientP = a0 +a1X+ . . .+anXn ∈Rn [X] et V = Mate (P) =




a0

...
an


. On a :

Mate (θ (P)) = AV =




(0
0

) (1
0

)
. . .

(n
0

)

0
(1

1

)
. . .

(n
1

)

... · · ·
...

...
0 0 0

(n
n

)







a0

...

an



=




∑n
k=0

(k
0

)
ak∑n

k=1

(k
1

)
ak

...(n−1
n−1

)
an−1 +

( n
n−1

)
an(n

n

)
an



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et doncθ (P) =
(∑n

k=0

(k
0

)
ak

)
+

(∑n
k=1

(k
1

)
ak

)
X + . . .+

((n−1
n−1

)
an−1 +

( n
n−1

)
an

)
Xn−1 +

(n
n

)
anXn , ce qui amène, en re-

groupant par coefficients et en utilisant la formule du binôme :

θ (P) = an

n∑

k=0

(
n

k

)
Xk +an−1

n−1∑

k=0

(
n−1

k

)
Xk + . . .+a1 (X+1)+a0

= an (X+1)n +an−1(X+1)n−1 + . . .+a1(X+1)+a0

= P (X+1)

On a alors montré queθ (P) = P (X+1) .

2. θ est un automorphisme deRn [X] et , pour toutP ∈Rn [X], θ−1 (P) = P (X−1). On déduit de la question précédente

queA est inversible et que :A−1 = Mate

(
θ−1

)
=

(
bi j

)
avec pour touti , j ∈ �0,n�, bi j = (−1) j−i

(
j −1

i −1

)

3. De la même façon que précédemment,Am = Mate (θm) et, pour toutP ∈Rn [X], θm (P) = P (X+m) doncAm =
(
ci j

)

avec pour touti , j ∈ �0,n�, ci j = m j−i

(
j −1

i −1

)
.

Exercice 25.65 ♥♥
Soit A ∈M2(R). On définit l’application

fA :

{
M2(R) −→ M2(R)

X 7−→ AX

1. Vérifier quefA est un endomorphisme deM2(R), et déterminer sa matrice dans la base canonique deM2(R).

2. Comparerrg fA et rguA où uA est l’unique endomorphisme de matriceA dans la base canonique deR2.

Solution :

1. Si A =
(

a b

c d

)
, on trouveM =




a 0 b 0

0 a 0 b

c 0 d 0

0 c 0 d


.

2. En général on arg fA = 2rguA. Si A est inversible, alorsfA est inversible, etf −1
A est définie par

f −1
A :

{
M2(R) −→ M2(R)

X 7−→ A−1X
. Doncrg fA = 4 = 2rguA.

Si A est nulle, il en est de même pourfA.
Si A est de rang1, alors il existe une relation de dépendance linéaire entre les deux colonnes. On retrouve cette
relation entre la premières et troisième colonne deM d’une part et entre la deuxième et la quatrième d’autre part.
Donc l’espace engendré par les colonnes deM est de dimension inférieure ou égale à2. Par ailleurs la première
et la deuxième colonne sont linéairement indépendantes. D’où le résultat.

Exercice 25.66 ♥♥♥
Soit A ∈Mn(R) définie parai j = (−1)i .

(
n− j −1

i

)
(0É i , j É n−1).

1. Démontrer queA3 = (−1)n−1In .

Indication 25.24 :On pourra considérerL :

{
Rn−1 [X] −→ Rn−1 [X]

P(X) 7−→ (1−X)n−1.P
(

1
1−X

) .

2. En déduire que
n−1∑

k=0

n−1∑

ℓ=0

(−1)i+k+ℓ
(

n−k −1

i

)(
n−ℓ−1

j

)(
n− j −1

ℓ

)
= (−1)n−1δi j

pour tout(n, i , j ) ∈ (N∗)3, i , j É n.

Solution :
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1. Remarquons queL est bien linéaire, et queL(Xk ) = (1−X)n−1.
1

(1−X)k
= (1−X)n−k−1 ∈Rn−1 [X]. L est donc bien

un endomorphisme.L2(Xk ) = (1−X)n−1

(
1− 1

1−X

)n−k−1

= (1−X)n−1

( −X

1−X

)n−k−1

= (−X)n−k−1(1−X)k .

L2(Xk ) = (1−X)n−1

(
− 1

1−X

)n−k−1 (
1− 1

1−X

)k

= (1−X)n−1

(
− 1

1−X

)n−k−1 ( −X

1−X

)k

= (−1)n−1Xk .

DoncL3 = (−1)n−1 idRn−1[X].
Enfin La matrice deL dans la base naturelle deRn−1 [X] est donnée par ses vecteurs colonnes. Laj èmeest donnée

parL(X j )= (1−X)n− j−1 =
n− j−1∑

i=0

(−1)i

(
n− j −1

i

)
Xi =

n−1∑

i=0

(−1)i

(
n− j −1

i

)
Xi . On retrouve donc bien la matriceA.

On a donc bienA3 = (−1)n−1In .

2. Le calcul deB = A3 s’obtient par

bi j =
n−1∑

k=0

n−1∑

ℓ=0

aik akℓaℓ j =
n−1∑

k=0

n−1∑

ℓ=0

(−1)i

(
n−k −1

i

)
(−1)k

(
n−ℓ−1

k

)
(−1)ℓ

(
n− j −1

ℓ

)
. D’où le résultat.

25.12.8 Structure formée de matrices

Exercice 25.67 ♥
Soit l’ensemble

J =
{(

x x

x x

)
∈M2 (R) | x ∈R\ {0}

}
.

Montrer que, muni de la multiplication usuelle des matrices, J est un groupe abélien.

Solution : Soit J(x) =
(

x x

x x

)
et J = J(1) . On aJ2 = 2J et J(x)J(y)= 2x yJ = J(2x y). On a donc la stabilité et la commuta-

tivité. On a aussiJ(x)J( 1
2

) = J(x) doncJ( 1
2

) est élément neutre etJ(x)J(y)= J( 1
2

) lorsque2x y = 1
2

soit y = 1
4x

. Tout élément
admet bien un symétrique.

Exercice 25.68 ♥
Pour la multiplication usuelles des matrices carrées, les ensembles suivants sont-ils des groupes :

GL(2,R)∩M2 (Z) , {M ∈M2 (Z) | detM = 1} ?

Solution : Le premier ensemble n’est pas un groupe car, par exemple, la matrice
(
2 0

0 2

)
ne peut avoir pour inverse que

( 1
2 0

0 1
2

)
qui n’appartient pas à l’ensemble.

NotonsG = {M ∈M2 (Z) | detM = 1} et montrons queG est un sous-groupe deGL2 (R).
– la matrice identité appartient àG.
– si A,B ∈ G alorsAB∈M2 (Z) et det AB= det A×detB= 1×1 = 1, et doncAB∈ G.

– Si A =
(

a b

c d

)
(a,b,c,d ∈Z) alors 1

det A

(
d −b

−c a

)
=

(
d −b

−c a

)
appartient àG et est l’inverse deA.

Exercice 25.69 ♥
1. L’ensembleE =

{(
a 0
0 0

)
: a ∈R\ {0}

}
muni de la loi de multiplication usuelle des matrices deM2 (R) est-il un

groupe?

2. L’ensembleS2(R) des matrices symétriques réelles d’ordre2 muni de la loi de multiplication usuelle des matri-
ces deM2 (R) est-il un groupe?

Solution :

1. Oui.
(

a 0

0 0

)
×

(
b 0

0 0

)
=

(
ab 0

0 0

)
. On a un groupe abélien.

2. Non. Le produit de deux matrices symétriques n’a aucune raison d’être symétrique :
(
1 1

1 0

)
×

(
0 0

0 1

)
=

(
0 1

0 0

)
.

La loi n’est pas interne.
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Exercice 25.70 ♥

1. L’ensemble des matrices
(

a c

b d

)
aveca,b,c,d ∈ R tels quead −bc 6= 0 et a2 −b2 − c2 −d2 É 1 est il un sous-

groupe deGl2(R) ?

2. L’ensemble des matrices
(

a b

0 a−1

)
aveca ∈R∗ et b ∈R est-il un sous groupe deGl2(R) ?

3. Existe-t-il une valeurM ∈ R telle que l’ensemble des matrices
(

a c

b d

)
aveca,b,c,d ∈R tels quead −bc 6= 0 et

a É M forme un sous-groupe deGl2(R) ?

Solution :

1. L’ensembleG des matrices
(

a c

b d

)
aveca,b,c,d ∈R tels quead−bc 6= 0 et a2−b2−c2−d2 É 1 n’est pas un sous-

groupe deGl2(R). En effet les deux matrices
(
1 1

0 1/2

)
et

(
1 0

1 1/2

)
appartiennent àG et leur produit

(
2 1/2

1/2 1/4

)

n’appartient pas àG.

2. L’ensembleH des matrices
(

a b

0 a−1

)
aveca ∈R∗ et b ∈R est un sous groupe deGl2(R). En effet,

- I2 élément neutre deGl2(R) appartient àH.

- SoientM =
(

a b

0 a−1

)
et M′ =

(
c d

0 c−1

)
deux éléments deH alorsMM′ =

(
ac ad +bc−1

0 (ac)−1

)
donc le produit de

deux éléments deH appartient àH.

- Soit M =
(

a b

0 a−1

)
. Alors M−1 =

(
a−1 −b

0 a

)
appartient àH.

3. SoitKM l’ensemble des matrices
(

a c

b d

)
aveca,b,c,d ∈R tels quead −bc 6= 0 et a É M. Nous allons montrer, en

raisonnant par l’absurde, qu’il n’existe pas de valeurM ∈R telle queKM forme un sous-groupe deGl2(R).
Soit M ∈R tel queKM forme un sous-groupe deGl2(R). Alors I2 appartient àKM doncM Ê 1. Ainsi, les matrices

A =
(
1 1

0 1

)
et, pour toutn ∈ N, An =

(
1 1

n 1

)
appartiennent àKn donc le produitAAn =

(
1+n 2

n 1

)
appartient à

Kn . En conséquence, pour toutn ∈N, on a :1+n É M, ce qui est absurde.

Exercice 25.71 ♥
Soient les ensembles

L =
{(

x 0

0 0

)
∈M2 (R) | x ∈R

}
et M =

{(
x x

−x −x

)
∈M2 (R) | x ∈R

}
.

Étudier si, munis des lois usuelles,L et M sont des anneaux, des corps.

Solution : Soit A(x) =
(

x 0

0 0

)
. On aA(x)+A(y)= A(x + y) et A(x)+A(y)= A(x + y). On vérifie ainsi queM est un

anneau et même un corps. De fait,A : x ∈R 7−→ A(x) est un morphisme d’anneaux.

Soit B(x) =
(

x x

−x −x

)
= xA(1). On aA(1)2 = 0. On en déduit queA(x)A(y) = 0 = A(0). La multiplication est donc

associative, commutative, distributive par rapport à l’addition. En revanche il n’y a pas d’élément neutre. Bien entendu,
M n’est pas un corps.

Exercice 25.72 ♥
Soit la matriceA =

(
1 1

−1 1

)
. On noteC l’ensemble des matrices qui commutent avecA.

Montrer queC est un sous-espace vectoriel deM2(R) et déterminer sa dimension.

Solution : C est le noyau defA :

{
M2(R) −→ M2(R)

X 7−→ AX−XA
et en tant que tel est un sous-espace vectoriel deM2(R).

On a clairementA ∈C et I2 ∈C . Remarquons aussi que les matrices deC commutent aussi avecS = A− I2 =
(

0 1

−1 0

)
.

Soit M =
(

a b

c d

)
∈ C , on a SM =

(
c d

−a −b

)
et MS =

(
−b a

−d c

)
. On a donc−b = c et a = d . Donc C est bien le

sous-espace vectoriel deM2(R) engendré parA et I2 (ou parS et I2.)
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Exercice 25.73 ♥
Posons :

I=
(

1 0

0 1

)
et J =

(
0 −1

1 0

)

et E =
{

xI+ yJ |
(
x, y

)
∈R2

}
. Vérifier queJ2 = −I et montrer que l’applicationθ :

{
C −→ E

x + i y 7−→ xI+ yJ
est un

isomorphisme de corps.

Solution : θ est linéaire, etθ(x + i y)= xI+ yJ = 0 n’est vérifié que pourx = y = 0. θ est donc un isomorphisme linéaire
entreE etC.
Une fois établiJ2 = −I, on en déduit queθ((xI+ yJ)(x′I+ y ′J)) = θ((xx′− y y ′)I+ (x y ′+ y x′)J) = θ(xI+ yJ)θ(x′I+ y ′J).
Comme on aθ(I)= 1, on a bien un isomorphisme de corps.

Exercice 25.74 ♥♥
Soit c > 0.

M(x) = 1√
1− x2

c2




1
x

c
x

c
1


 ; x ∈]−c;c[.

Démontrer que cet ensemble de matrices est un sous-groupe.(de quoi ?)

Solution : On poseϕ=argth
(

x
c

)
; Soit x = c.thϕ. Or 1− th2ϕ= 1

ch2ϕ
. Donc

1√
1− x2

c2

= chϕ, et
x
c√

1− x2

c2

= shϕ. Donc

M(x) =
(

chϕ shϕ
shϕ chϕ

)
. En posantϑ=argth

( y
c

)
,

on aM(x).M(y) =
(

ch(ϕ+ϑ) sh(ϕ+ϑ)

sh(ϕ+ϑ) ch(ϕ+ϑ)

)
. On obtient bien un sous-groupe du groupe des matrices inversibles. On

l’appelle le groupe de Lorentz.

Exercice 25.75 ♥♥
On considère le sous-espace vectorielV deM3(R) engendré par les matrices

A =



−1 0 1

1 −1 0

0 1 −1


 et B=



−1 1 0

0 −1 1

1 0 −1




Montrez qu’aucun élément deV n’est inversible. Montrez que(V,+,×) est un corps isomorphe àC.

Solution : Soit M =λA+µB et X =




1

1

1


. On aMX = 0. DoncM n’est pas inversible.

Pour la suite, on a besoin de quelques calculs euphorisants :AB = BA = −(A+B); A2 = B− 2A; B2 = A− 2B. On en
déduit queV est stable par multiplication. On remarque ensuite que(λA+µB)(λ′A+µ′B) =

[
(λ−µ)(λ′−µ′)−3λλ′]A+[

(λ−µ)(λ′−µ′)−3µµ′]B. On en déduit que la multiplication est commutative dansV. On cherche l’élément neutre de
V sous la formeλ′A+µ′B. On doit avoir(λA+µB)(λ′A+µ′B) = λA+µB pour tousλ etµ, donc en particulier lorsque
λ−µ= 0, ce qui donneλ′ =µ′ =− 1

3 . On pose alorsE =− 1
3 (A+B). Ensuite on vérifie queA(A+B)+3A =B(A+B)+3B= 0

ce qui veut bien dire queAE = A etBE = B. On en déduit par linéarité queE est élément neutre deV pour la multiplication.
Enfin (A−B)2 = A2 +B2 −2AB=−(A+B)+2(A+B) =−3E. Donc en posantJ = 1p

3
(A−B), on aJ2 =−E.

Maintenant on a tout reconstitué :(E,J) est une base deV et ϕ :

{
C −→ V

z = a +bi 7−→ aE+bJ
est un isomorphisme

d’anneaux qui transporte la structure de corps deC surV.

Exercice 25.76 ♥♥♥

Pour tout∀ϑ ∈R, on poseΓϑ =




cos2ϑ −sin 2ϑ sin2ϑ

cosϑ.sinϑ cos2ϑ −sinϑ.cosϑ

sin2ϑ sin 2ϑ cos2ϑ




1. Démontrer queΓ= {Γϑ,ϑ ∈R} est un groupe.

2. CalculerdetΓϑ.
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Solution :

1. SoitA =Γϑ.Γϕ = (ai , j )1Éi , jÉ3. On a

a1,1 = cos2ϑ.cos2 ϕ− sin2ϑ.cosϕ.sinϕ+ sin2ϑ.sin2ϕ

= cos2ϑ.cos2 ϕ−2sinϑ.sinϕcosϕ.sinϕ+ sin2ϑ.sin2ϕ

=
(
cosϑ.cosϕ− sinϑ.sinϕ

)2 = cos2(ϑ+ϕ).

a1,2 = −cos2 ϑ.sin 2ϕ− sin 2ϑ.cos 2ϕ+ sin2ϑ.sin 2ϕ

= −sin 2ϕ.(cos2ϑ− sin2ϑ)− sin 2ϑ.cos 2ϕ=−(cos2ϑsin 2ϕ+ sin 2ϑ.cos 2ϕ)

= −sin 2(ϑ+ϕ).

a1,3 = cos2ϑ.sin2ϕ+ sin 2ϑ.cosϕ.sinϕ+ sin2ϑ.cos2ϕ

= cos2ϑ.sin2ϕ+2sinϑ.sinϕcosϕ.sinϕ+ sin2ϑ.cos2ϕ

=
(
cosϑ.sinϕ+ sinϑ.cosϕ

)2 = sin2(ϑ+ϕ).

a2,1 = cosϑ.sinϑ.cos2ϕ+cos2ϑ.cosϕ.sinϕ− sinϑ.cosϑsin2ϕ

= sinϑ.cosϑ.(cos2ϕ− sin2 ϕ)+cos2ϑ.cosϕ.sinϕ

= 1
2

(sin 2ϑ.cos 2ϕ+cos 2ϑ.sin 2ϕ) = 1
2

sin(2ϑ+2ϕ)

= sin(ϑ+ϕ).cos(ϑ+ϕ).

a2,2 = −cosϑ.sinϑ.sin 2ϕ+cos 2ϑ.cos 2ϕ− sinϑ.cosϑsin 2ϕ

= cos 2ϑ.cos 2ϕ−2cosϑ.sinϑ.sin 2ϕ= cos 2ϑ.cos 2ϕ− sin 2ϑ.sin 2ϕ

= cos 2(ϑ+ϕ).

a2,3 = cosϑ.sinϑ.sin2ϕ−cos2ϑ.cosϕ.sinϕ− sinϑ.cosϑ.cos2ϕ

= −a2,1 =−sin(ϑ+ϕ).cos(ϑ+ϕ).

a3,1 = sin2ϑ.cos2ϕ+ sin 2ϑ.cosϕ.sinϕ+cos2ϑ.sin2ϕ

= a1,3 = sin2(ϑ+ϕ).

a3,2 = −sin2ϑ.sin 2ϕ+ sin 2ϑ.cos 2ϕ+cos2ϑ.sin 2ϕ

= −a1,2 = sin 2(ϑ+ϕ).

a3,3 = sin2ϑ.sin2ϕ− sin2ϑ.sinϕ.cosϕ+cos2ϑ.cos2ϕ

= a1,1 = cos2(ϑ+ϕ).

FinalementΓϑ.Γϕ = Γϑ+ϕ. On a donc un morphisme deR surΓ, qui fait donc deΓ un groupe.

2. Un calcul avec la règle de Sarrus n’est jamais méprisable :
detΓϑ = cos2ϑ.cos 2ϑ.cos2ϑ+ sin 2ϑ.sinϑ.cosϑ.sin2ϑ+cosϑ.sinϑ.sin 2ϑ.sin2ϑ

−sin2ϑ.cos 2ϑ.sin2ϑ.+ sin 2ϑ.cosϑ.sinϑ.cos2ϑ+cos2ϑ.sinϑ.cosϑ.sin 2ϑ

= cos2ϑ.cos 2ϑ.cos2ϑ+ sin 2ϑ.sinϑ.cosϑ+cosϑ.sinϑ.sin 2ϑ− sin2ϑ.cos 2ϑ.sin2ϑ

= cos2ϑ.cos 2ϑ.cos2ϑ+2.sin 2ϑ.sinϑ.cosϑ− sin2ϑ.cos 2ϑ.sin2ϑ

= cos 2ϑ.(cos4ϑ− sin4ϑ)+ sin 2ϑ.sin 2ϑ.

= cos 2ϑ.(cos2ϑ− sin2ϑ).(cos2ϑ+ sin2ϑ)+ sin 2ϑ.sin 2ϑ.

= cos 2ϑ.cos 2ϑ+ sin 2ϑ.sin 2ϑ= cos2(2ϑ)+ sin2(2ϑ) = 1.

.

Si on utilise le fait queΓ = {Γϑ,ϑ ∈ R} est un groupe, alors un argument plus savant permet d’aboutir au même
résultat :
Tous les éléments deΓϑ sont en valeur absolue inférieurs á1. Donc|detΓϑ| É

∑

σ∈S3

1 É 6.

Or ϑ−→ detΓϑ est un morphisme de groupes. Son image est donc un sous-groupe borné deR. Il est donc inclus
dans{−1;1}. De plus,ϑ −→ detΓϑ est une application continue deR dansR, son image est donc un intervalle.
C’est donc{1}. Donc,∀ϑ ∈R, detΓϑ = 1.

Exercice 25.77 ♥
Pour chacun des sous-ensembles suivants :

1. Montrer que c’est un sous-espace vectoriel deE =M3 (E).

2. En donner une base et la dimension.

F1 =








a −b a

b −a b

a −b a


 | a,b ∈R



 et F2 =








2a c −b a

3b +c a −b a +2c

a +3c b −a −c


 | a,b,c ∈R





Solution :

1. F1 = Vect






1 0 1

0 −1 0

1 0 1


 ,




0 −1 0

1 0 1

0 −1 0






2. F2 = Vect






2 0 1

0 1 1

1 0 −1


 ,




0 −1 0

3 −1 0

0 1 0


 ,




0 1 0

1 0 2

3 0 −1





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Exercice 25.78 ♥
Soit E l’ensemble des matrices deM2 (K) de la forme :A =

(
a +b b

−b a −b

)
avec(a,b) ∈K2.

1. Montrer queE est un sous-espace vectoriel deM2 (K). Donner une base deE.
2. Montrer queE est un sous-anneau commutatif deM2 (K).

3. Déterminer les éléments inversibles deE.
4. Déterminer les diviseurs de zéro deE.

Solution :

1. L’applicationϕ :





R2 −→ E

(a,b) 7−→
(

a +b b

−b a −b

)
est linéaire, clairement surjective. Son noyau est réduit au

vecteur nul.ϕ est donc bijective. Une base deE est donc, par exemple,(ϕ(1,0),ϕ(0,1)).

2. ϕ(a,b).ϕ(a′,b′) =
(

a +b b

−b a −b

)(
a′+b′ b′

−b′ a′−b′

)
=

(
aa′+ab′+ba′ ab′+ba′

−ba′−ab′ aa′−ab′−ba′

)
=

ϕ(aa′, ab′+ba′). E est donc stable par multiplication. Comme il contientI2 = ϕ(1,0), c’est un sous-anneau de
M2 (K).

3. Les éléments inversibles deE sont ceux pour lesquelsa 6= 0. On a alorsϕ(a,b)−1 =ϕ
(

1
a

,− b
a2

)
.

4. En résolvant le système
{

aa′ = 0

ab′+ba′ = 0
On obtient par exemplea = 0 ce qui interditb = 0 et implique

a′ = 0. Donc les diviseurs de zéro sont les(ϕ(0,b).ϕ(0,b′)) avecbb′ 6= 0.

Exercice 25.79 ♥♥
Une matriceA =

(
ai , j

)
deM3 (R) est dite magique si elles vérifie les4 conditions suivantes :

1 Pour toutj ∈ {1,2,3}, on a :
3∑

i=1

ai j = 0.

2 Pour touti ∈ {1,2,3}, on a :
3∑

j=1

ai j = 0.

3 On a :
3∑

i=1

ai i = 0.

4 a13 +a22 +a31 = 0.

On noteraM l’ensemble des matrices magiques.

1. Montrer que l’ensemble des matrices magiques possède unestructure deR-espace vectoriel.
2. Montrer que siM ∈M alorstM ∈M .

3. Caractériser les matrices magiques antisymétriques et les matrices symétriques. On noteraA l’ensemble des
matrices magiques antisymétriques etS l’ensemble des matrices magiques symétriques.

4. Prouver queA ⊕S =M .
5. Interpréter le résultat obtenu.

Solution :
1. M est l’intersection des noyaux de huit formes linéaires. C’est donc un sous-espace vectoriel deM3 (R) comme

intersection de sous-espaces vectoriels.

2. C’est clair, les rôles des formes linéairesA 7−→
3∑

i=1

aik et A 7−→
3∑

i=1

aki étant échangés.

3. SoitA ∈A . On aa11 = a22 = a33 = 0. En posanta = a13 on obtientA =




0 −a a

a 0 −a

−a a 0


 et

A =








0 −a a

a 0 −a

−a a 0


 | a ∈R



.

Soit A ∈S . En posanta = a13 on obtienta31 = a et a22 =−2a. On poseb = a12 d’où a21 = b, a11 =−a−b, a33 =

b +3a, a23 = a32 = 2a −b. La somme de la3èmecolonne donne6a = 0. DoncS =







−b b 0

b 0 −b

0 −b b


 | b ∈R



.
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4. M3 (R) est la somme directe de l’espace des matrices symétriques etde l’espace des matrices symétriques. Donc
a fortiori A ⊕S =M . (A = 1

2
(A+ tA)+ 1

2
(A− tA)).

5. On en déduit queM =








−b b −a a

a +b 0 −a −b

−a a −b b


 | (a,b) ∈R2



.

Exercice 25.80 ♥
(Extrait des petites Mines 2006)
I-Étude de deux ensembles de matrices

Soit
(
x, y

)
un élément quelconque deR2. On noteMx,y la matrice

(
x − y y

2 x + y

)

SoitΣ le sous-ensemble deM2 (R) tel queΣ=
{
Mx,y |

(
x, y

)
∈R2

}
.

1. Quelle relation doivent vérifierx et y pour que la matriceMx,y ne soit pas inversible? Calculer le produit
Mx,y ×M−x,y . En déduire l’inverse deMx,y lorsqu’il existe.

2. Σ est-il un sous-espace vectoriel de(M2 (R) ,+, .) ? On justifiera sa réponse.

Soit A =
(

0 0

−2 0

)
∈M2 (R) et J =

{
A+Mx,y |

(
x, y

)
∈R2

}
.

3. Montrer queJ est un sous-espace vectoriel de(M2 (R) ,+, .).

4. Quelle est la dimension deJ ? Déterminer une base deJ.

5. Montrer que la loi× est interne dansJ.

II - Étude d’une application deM2 (R)

Soit B une matrice quelconque deM2 (R). SoitϕB l’application deM2 (R) dansM2 (R) qui à la matriceX associe la
matriceϕB (X) = B×X.

1. Montrer queϕB est un endomorphisme de l’espace vectoriel(M2 (R) ,+, .).

2. On suppose dans cette question queB= M2,1 =
(
1 1

2 3

)
.

(a) ϕB est elle surjective ? Bijective ?

(b) Déterminer la matrice deϕB dans la base canonique deM2 (R).
On rappelle que la base canonique deM2 (R) est constituée des matrices

(
E1,1,E1,2,E2,1,E2,2

)
où

E1,1 =
(
1 0

0 0

)
E1,2 =

(
0 1

0 0

)
E2,1 =

(
0 0

1 0

)
et E2,2 =

(
0 0

0 1

)

3. On prend dans cette questionB= M0,−2 =
(
2 −2

2 −2

)
. ϕB est-elle surjective ? Bijective ?

Solution : I.

1. Mx,y n’est pas inversible lorsquex2 − y2 − 2y = 0. Dans les autres cas,Mx,y est inversible dansM2 (R), mais
peut-être pas dansΣ.
Mx,y ×M−x,y = (y2 − x2 +2y)I2. Donc, lorsquex2 − y2 −2y 6= 0, M−1

x,y = M
(
− x

y2−x2+2y
,

y

y2−x2+2y

)
qui appartient

bien àΣ.

2. La matrice nulle n’appartient pas àΣ. DoncΣ n’est pas un sous-espace vectoriel de(M2 (R) ,+, .).

3. L’applicationϕ :

{
R2 −→ E

(x, y) 7−→ A+Mx,y
est linéaire, clairement surjective. Son noyau est réduit au vecteur

nul.ϕ est donc bijective.

4. Une base deE est donc, par exemple,(ϕ(1,0),ϕ(0,1)). J est de dimension2.

5. ϕ(x, y).ϕ(x′, y ′) =
(

x − y y

0 x + y

)(
x′− y ′ y ′

0 x′+ y ′

)
=

(
xx′− x y ′− y x′+ y y ′ x y ′+ y x′

0 xx′+ x y ′+ y x′+ y y ′

)

=ϕ(xx′+ y y ′, x y ′+ y x′). C’est bien dire que la loi× est interne dansJ.

II.
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1. On aB(λX+µY) = λBX+µBY. De plusBX ∈M2 (R). ϕB est donc un endomorphisme de(M2 (R) ,+, .).

2. (a) On aB−1 =
(

3 −1

−2 1

)
. On aϕB−1

(
ϕB (X)

)
= B−1.ϕB (X) = B−1BX = X. On a doncϕB−1 =

(
ϕB

)−1.

(b) On aBE1,1 =
(
1 1

2 3

)(
1 0

0 0

)
=

(
1 0

2 0

)
= E1,1+2E2,1. On obtient ainsi la première colonne de la matrice deϕB

dans la base canonique deM2 (R) :




1

0

2

0


. On trouve de la même façon les autres colonnes :




1 0 1 0

0 1 0 1

2 0 3 0

0 2 0 3


.

3. Cette foisB n’est pas inversible. Puisqu’il n’est pas question d’obtenir une solution àϕB (X) = I2, ϕB n’est pas
surjective et donc pas bijective.

Exercice 25.81 ♥♥
Soit une sous-algèbreA de l’algèbreL(E). On suppose que∀ f ∈ L(E), f 2 ∈A =⇒ f ∈A . Montrer queA = L(E).

Solution : Raisonnons de façon équivalente sur les matrices carrées. Supposons queA soit une sous-algèbre deMn(K)

vérifiant∀M ∈Mn(K), M2 ∈A =⇒ M ∈A . Il suffit de montrer que toute matriceEi j de la base canonique appartient
à A . CommeA est une sous-algèbre deL(E), 0L(E) ∈ A . Or si (i , j ) ∈ [[1,n]]2 , E2

i j
= Ei j Ei j = δi j Ei j . Par conséquent,

si i 6= j , E2
i j

∈ A et doncEi j ∈ A . Soit maintenanti ∈ [[1,n]]. Soit j 6= i . On sait queEi j ,E j i ∈ A et commeA est
une sous-algèbre deL(E), le produitEi j E j i = Ei i est encore dansA . CommeA contient toutes les matrices de la base
canonique et que c’est un sous-espace vectoriel deMn(K), A =Mn (K).

25.12.9 Changement de base

Exercice 25.82 ♥
On considère l’espace vectorielR2 muni de sa base canoniquee = (e1,e2). On considère l’endomorphismef deR2

donné par :
f (e1) = e1 +e2 et f (e2) =−e1 +2e2

1. Déterminer la matriceA de f dans la base canoniquee.

2. Soitv = xe1 + ye2 ∈R2. Calculer les composantesx′ et y ′ de f (v) dans la base canoniquee.

3. On pose :ε1 = e2 et ε2 = e1 +e2. Prouver queε= (ε1,ε2) est une base deE.

4. DéterminerPe→ε ainsi quePε→e .

5. En déduire la matriceB de f dans la baseε et en déduire les expressions def (ε1) et f (ε2) en fonction deε1 et
ε2.

Solution :

1. A =
(

1 −1

1 2

)

2. Par linéarité def : f (v) =
(
x − y, x +2y

)

3. CommeMate (ε) =
(
0 1

1 1

)
et que cette matrice est inversible, la familleε est une base deR2.

4. CommePe→ε = Mate (ε) alorsPε→e = (Pe→ε)−1 =
(

−1 1

1 0

)

5. La formule de changement de base amèneB = Matε
(

f
)
= Pε→e Mate

(
f
)

Pe→ε. Après calcul, on trouve :B =(
3 3

−1 0

)

Exercice 25.83 ♥
Soit (e1,e2,e3) la base canonique deR3. On pose :

f1 = e1 −e2 +2e3, f2 = e2+e3, e1 +2e3

1. Prouver que
(

f1, f2, f3

)
forme une base deR3.
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2. Écrire la matrice de passage de la basee à la basef .

3. Déterminer la matrice de passage de la basef à la basee.

4. On considère le vecteuru de coordonnées(−1,0,2) dans la base canonique. Quelles sont ses coordonnées dans
la basef ?

5. On considère l’endomorphismeθ :

{
R3 −→ R3

(
x, y, z

)
7−→

(
x + y −2z,−x − z,−x +2y

) . Déterminer la matrice deθ

dans la basef .

Solution :

1. On a :Mate

(
f
)
=




1 0 1

−1 1 0

2 1 2


. Le déterminant de cette matrice est−1. On en déduit que la famillef est libre

et comme elle est de cardinal égal à la dimension deR3, que c’est une base deR3.

2. Par définition :Pe→ f = Mate

(
f
)
.

3. De mêmeP f →e =
(
Pe→ f

)−1 =




−2 −1 1

−2 0 1

3 1 −1




4. D’après la formule de changement de baseMat f u = P f →e Mate (u) =




4

4

−5


.

5. On a :Mate (θ)=




1 1 −2

−1 0 −1

−1 2 0


. En utilisant la formule de changement de baseMat f (θ) = P f →e Mate (θ)Pe→ f ,

on trouveMat f (θ)=




8 5 8

5 4 5

−12 −6 −11




Exercice 25.84 ♥
Soient :

P1 = X2 +1, P2 = X+1 et P3 = 2X2 −X

On noteB =
(
1,X,X2

)
la base canonique deR2 [X].

1. Montrer queB′ = (P1,P2,P3) forme une base deR2 [X].
2. Écrire la matrice de passage deB àB′, puis celle deB′ àB.

3. SoitP (X) = X2 −X+2. Donner les composantes deP dans la baseB′.

4. On considère l’endomorphisme deR2 [X] donné parθ :

{
R2 [X] −→ R2 [X]

P 7−→ XP′ . Déterminer la matrice deθ

dans la baseB′.

Solution :

1. On aMatB
(
B′)=




1 1 0

0 1 −1

1 0 2


 et det MatB

(
B′)= 1 donc la familleB′ est libre. Cette famille est de plus de

cardinal égal à la dimension deR2 [X] ce qui prouve que c’est une base deR2 [X].

2. On aPB→B′ = MatB
(
B′) et PB′→B =

(
PB→B′

)−1 =




2 −2 −1

−1 2 1

−1 1 1




3. On aMatB′ (P) = PB′→B MatB (P) =




2 −2 −1

−1 2 1

−1 1 1


×




2

−1

1


=




5

−3

−2


.
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4. On aMatB (θ)=




0 0 0

0 1 0

0 0 2


 et MatB′ (θ) = PB′→B MatB (θ)PB→B′ =




−2 −2 −2

2 2 2

2 1 3




Exercice 25.85 ♥
On considèreE = R3 et F = R2 tous deux munis de leurs bases canoniques respectives qu’onnoterae = (e1,e2,e3) et

f =
(

f1, f2

)
. Soitu :

{
R3 −→ R2

(
x, y, z

)
7−→

(
x + y, y − z

) .

1. Prouver queu ∈L (E,F) et écrire la matrice deu relativement aux basese et f .

2. On considère les familles de vecteurse ′ =
(
e ′1,e ′2,e ′3

)
avece ′1 = (0,1,−1), e ′2 = (1,0,2),e ′3 = (1,1,0) et f ′ =

(
f ′

1, f ′
2

)

avecf ′
1 = (1,0), f ′

2 = (1,1). Montrer quee ′ et f ′ sont des bases de respectivementE et F et écrire les matrices de
changement de base dee verse ′ et def vers f ′.

3. En déduire la matrice deu relativement aux basese ′ et f ′.

Solution :

1. On vérifie facilement queu est linéaire. De plusMat f ←e (u) =
(

1 1 0

0 1 −1

)
.

2. On écritMate e ′ =




0 1 1

1 0 1

−1 2 0


 et commedet

(
Mate e ′

)
= 1 on en déduit quee ′ est une base deE. De même

Mat f

(
f ′) =

(
1 1

0 1

)
et det

(
Mat f

(
f ′)) = 1. La famille f ′ est donc une base deF. De plusPe→e′ = Mate e ′ et

P f → f ′ = Mat f f ′.

3. La formule de changement de bases estMat f ′←e′ (u) = P f ′→ f Mat f ←e (u) Pe→e′ et commeP f ′→ f =
(
P f → f ′

)−1 =(
1 −1

0 1

)
on aMat f ′←e′ (u) =

(
−1 3 1

2 −2 1

)
.

Exercice 25.86 ♥
Dans leR-espace vectorielE = R3 muni de sa base canoniquee, on considère la famille de vecteursε = (ε1,ε2,ε3)

donnés parε1 = (1,0,2), ε2 = (0,1,1), ε3 = (1,0,1). PosonsF = Vect (ε1,ε2) et G = Vect (ε3).

1. Montrer queF etG sont supplémentaires dansE. Donner une base deE adaptée à la supplémentarité de ces deux
sous-espaces vectoriels.

2. Écrire, dans la basee, la matrice de la projectionp deE surF parallèlement àG.

3. En déduire les matrices, dans la basee de :

(a) la projectionp ′ deE surG parallèlement àF.

(b) la symétries par rapport àF parallèlement àG.

Solution :

1. On aMate (ε) =




1 0 1

0 1 0

2 1 1


 et det A =−1. La familleε est donc une base deE. On en déduit que(ε1,ε2) forme

une base deF et que(ε3) forme une base deG. Ces deux sous-espaces sont de plus clairement supplémentaires et
la baseε est adaptée à cette supplémentarité.

2. On a :Matε
(
p

)
=




1 0 0

0 1 0

0 0 0


 et, en utilisant les formules de changement de baseMate

(
p

)
= Pe→ε Matε

(
p

)
Pε→e

avecPe→ε = Mate (ε) et Pε→e = (Pe→ε)−1. Après calculs, on trouveMate

(
p

)
=




−1 −1 1

0 1 0

−2 −1 2



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3. (a) On sait quep +p ′ = idE. DoncMate

(
p ′)= I3 −Mate

(
p

)
=




2 1 −1

0 0 0

2 1 −1




(b) On sait aussi ques = 2p − idE. DoncMate (s) = 2Mate

(
p

)
− I3 =




−3 −2 2

0 1 0

−4 −2 3


.

Exercice 25.87 ♥
Soit E =R3, ε1 = (0,0,1), ε2 = (1,1,1) et ε3 = (0,1,1). On pose :F = Vect (ε1,ε2) et G = Vect (ε3).

1. Prouver queε= (ε1,ε2,ε3) est une base deE et en déduire queE = F⊕G.
2. Déterminer la matrice dans la base canoniquee deE de la projectionp surF parallèlement àG.

3. En déduire, dans la base canonique deE, la matrice de la symétries par rapport àF parallèlement àG et la
matrice de la projectionp ′ surG parallèlement àF.

Solution :

1. Comme la matriceMate (ε) =




0 1 0

0 1 1

1 1 1


 est inversible, la familleε est une base deR3. Comme(ε1,ε2) est une

base deF et que(ε3) est une base deG, on en déduit queE = F⊕G.

2. On sait queMatε
(
p

)
=




1 0 0

0 1 0

0 0 0


 donc grâce aux formules de changement de baseMate

(
p

)
=

Pe→ε Matε
(
p

)
Pε→e avecPe→ε = Mate (ε) etPε→e = (Pe→ε)−1 =




0 −1 1

1 0 0

−1 1 0


. On effectue les calculs et on trouve

Mate

(
p

)
=




1 0 0

1 0 0

1 −1 1




3. On sait ques = 2p − idE et quep +p ′ = idE doncMate (s) =




1 0 0

2 −1 0

2 −2 1


 et Mate

(
p ′)=




0 0 0

−1 1 0

−1 1 0


.

Exercice 25.88 ♥

SoientA =




2 1 −2

0 1 0

4 1 −4


 et e = (e1,e2,e3) la base canonique deR3. Soit f l’endomorphisme deR3 représenté parA

dans la basee. On poseε1 = (1,0,1) , ε2 = (0,1,0) , ε3 = (1,0,2) et ε= (ε1,ε2,ε3).

1. Montrer queε est une base deR3.
2. Écrire la matrice def dans cette base.

3. Déterminer une base deKer f et deIm f .

Solution :

1. On vérifie queMate (ε) =




1 0 1

0 1 0

1 0 2


 est inversible doncε est une base deR3.

2. D’après la formule de changement de baseMatε
(

f
)
= Pε→e Mate

(
f
)

Pe→ε avec Pe→ε = Mate (ε) et Pε→e =

(Pe→ε)−1 =




2 0 −1

0 1 0

−1 0 1


. Il vient Matε

(
f
)
=




0 1 0

0 1 0

0 0 −2


.

3. Les deux derniers vecteurs colonnes deMatε
(

f
)

sont non colinéaires et le premier est nul doncrg f = 2 et
dimIm f = 2. Les vecteursf (ε2) = (1,1,0) et f (ε3) = (0,0,−2) sont non colinéaires et dans l’image def . Il
forment donc une base deIm f . La formule du rang permet d’affirmer quedim Ker f = 1. Commef (ε1) = 0, une
base deKer f est(ε1).
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Exercice 25.89 ♥
Soit E unK-espace vectoriel muni d’une basee = (e1,e2,e3). On considèref l’endomorphisme deE dont la matrice

dans la basee estA =




3 −2 −4

1 0 −2

1 −1 −1




1. CalculerA2. Que peut-on en déduire au sujet def ?

2. Déterminer une base deIm f et deKer f .

3. Prouver de deux façons différentes queIm f et Ker f sont supplémentaires dansE.

4. Quelle est la matrice def relativement à une base adaptée à la supplémentarité deIm f et deKer f .

Solution :

1. On vérifie facilement queA2 = A. On a alorsf 2 = f et f est donc un projecteur deE.

2. SoitX =




x

y

z


. On a :AX = 0 si et seulement si





3x −2y −4z = 0

x −2z = 0

x − y − z = 0

c’est-à-dire si et seulement siX ∈ Vect




2

1

1


.

On en déduit queKer f = Vect (ε1) où ε1 = 2e1 +e2 +e3. Par ailleurs, posonsε2 = f (e1) et ε3 = f (e2). On vérifie,
par un calcul matriciel facile queε2 = 3e1+e2+e3 et queε3 =−2e1+e3. Les vecteursε2 etε3 sont dansIm f et sont
non colinéaires. Ils forment donc une famille libre. En appliquant la formule du rang, on montre quedimIm f = 2.
Il s’ensuit que cette famille est une base deIm f .

3. Commef est un projecteur,Im f et Ker f sont nécessairement supplémentaires dansE.

4. Utilisant la question précédente, la familleε est adaptée à la supplémentarité deIm f et deKer f . On obtient

facilement :Matε
(

f
)
=




0 0 0

0 1 0

0 0 1


.

Exercice 25.90 ♥

Soit e = (e1,e2,e3) la base canonique deR3 et soit A =




2 4 4

0 4 2

0 −4 −2


. Notons f l’endomorphisme deR3 dont la

matrice dans la basee estA.

1. DéterminerKer f et Im f . Démontrer que ces sous-espaces sont supplémentaires dansR3.

2. Déterminer une base à la supplémentarité deIm f et deKer f et écrire la matrice def dans cette base.

3. Écriref comme composée de transformations vectorielles élémentaires.

Solution :

1. Pour tout
(
x, y, z

)
∈ R3, on vérifie facilement quef

(
x, y, z

)
=

(
2x +4y +4z,4y +2z,−4y −2z

)
. On en déduit que

Ker f = Vect (ε1) oùε1 = (2,1,−2)et queIm f = Vect (ε2,ε3) oùε2 = (1,0,0) etε3 = (0,1,−1). On vérifie facilement
que la familleε = (ε1,ε2,ε3) est une base deE. Comme(ε1) est une base deKer f et que(ε2,ε3) est une base de
Im f , on sait queIm f et Ker f sont supplémentaires dansE.

2. La familleε est adaptée à la supplémentarité deIm f et deKer f . Utilisant la formule de changement de base :

Matε
(

f
)
= Pε→e Mate

(
f
)

Pe→ε où Pe→ε =




2 1 0

1 0 1

−2 0 −1


 et oùPε→e = Pe→ε

−1 =




0 −1 −1

1 2 2

0 2 1


, on obtient

Matε
(

f
)
=




0 −1 −1

1 2 2

0 2 1


×




2 4 4

0 4 2

0 −4 −2


×




2 1 0

1 0 1

−2 0 −1


=




0 0 0

0 2 0

0 0 2




3. f est alors la composée de l’homothétie vectorielle de rapport 2 et de la projection deR3 sur le planIm f paral-
lèlement au planKer f .
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Exercice 25.91 ♥
Soit E unK-espace vectoriel muni d’une basee = (e1,e2,e3). On considèreu ∈L (E) représenté dans la basee par la

matriceA =




1 0 0

1 2 0

−1 0 2


.

1. Montrer que la familleε= (ε1,ε2,ε3) avecε1 = (−1,1,−1), ε2 = (0,1,0) et ε3 = (0,1,1) est une base deE. Écrire
la matrice de passage de la basee à la baseε.

2. Calculer la matrice deu dans la baseε.

3. En déduire la matrice deun dans la basee.

Solution :

1. CommeMate (ε) =




−1 0 0

1 1 1

−1 0 1


 et quedet(Mate (ε)) = 1, la famille f est de rang3 et forme donc une base de

E. De plusPe→ε = Mate (ε).

2. Appliquant les formules de changement de bases :Matε (u) = Pε→e Mate (u)Pe→ε avec Pε→e = (Pe→ε)−1 =


−1 0 0

2 1 −1

−1 0 1


 et Mate (u) = A. On en déduit queMatε (u) =




1 0 0

0 2 0

0 0 2


.

3. NotonsP = Pe→ε et A0 = Matε (u). On a donc :Mate (un) = An =
(
PA0P−1

)n = PAn
0 P−1 =




1 0 0

−1+2n 2n 0

1−2n 0 2n




Exercice 25.92 ♥
On considère leK-espace vectorielE = R3 muni de sa base canoniquee = (e1,e2,e3). Soit u l’endomorphisme deE

représenté dans la basee par la matriceA =




0 −2 1

−3 −1 3

−2 −2 3


. Le but de cet exercice est de trouver une baseε deE tel

que dans cette base la matrice deu est diagonale. On dira alors qu’on a diagonaliséu.

1. Développer le polynômeP (λ) = det(A−λI3). P est appelépolynôme caractéristiquedeu.

2. Calculer les racines deP. Les trois réels trouvés sont appeléesvaleurs propresdeu.

3. Déterminer des vecteursε1,ε2,ε3 deE en sorte que(ε1) forme une base deKer (u− i d), (ε2) forme une base de
Ker (u−2i d) et (ε3) forme une base deKer(u+ i d). Ces trois vecteurs sont desvecteurs propresdeu.

4. Montrer queε= (ε1,ε2,ε3) est une base deE.

5. Vérifier que la matrice deu dans la baseε est diagonale.

Solution :

1. On a :P (λ) = det(A−λI3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ −2 1

−3 −1−λ 3

−2 −2 3−λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
. En effectuant les opérations élémentairesC1 ← C1+C3 puis

L3 ← L3 −L1, on aP (λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ+1 −2 1

0 −1−λ 3

0 0 2−λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−λ+1) (−1−λ) (2−λ).

2. Les valeurs propres deu sont1, −1 et 2.

3. Soit
(
x, y, z

)
∈ R3. PosonsX =




x

y

z


. On a :u (x) − x = 0 si et seulement siAX −X = 0 qui est équivalent au

système





−2 y + z − x = 0

−3 x −2 y +3 z = 0

−2 x −2 y +2 z = 0

On vérifie que l’ensemble des solution de ce système est donnéparVect (ε1) avec
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ε1 = (1,0,1). DoncKer (u− i d) = Vect (ε1) On montre de même queKer (u−2i d) = Vect (ε2) avecε2 = (−1,1,0)

et queKer (u+ i d) = Vect (ε3) avecε3 = (1,1,1).

4. CommeP = Mate (ε) =




1 −1 1

0 1 1

1 0 1


 et quedet (P) =1, la familleε est de rang3 et forme une base deE.

5. On a :Matε (u) = Pε→e Mate (u)Pe→ε avecPε→e = (Mate (ε))−1 =




−1 −1 2

−1 0 1

1 1 −1


 et donc :

Matε (u) =




1 0 0

0 2 0

0 0 −1


.

Exercice 25.93 ♥♥
Soit E =R2. Déterminer tous les endomorphismesu ∈ L(E) tels que :

Ker(u) = Vect(1,2), et Imu = Vect(1,1)

Solution : Posonsf1 = (1,2) et f2 = (0,1). Commef1 et f2 ne sont pas colinéaires,u
(

f2

)
est non nul et élément de

Imu. Il existe doncα 6= 0 tel queu
(

f2

)
= (α,α)αe1 +αe2 = α f1 −α f2 =. On vérifie facilement quef =

(
f1, f2

)
forme

une base deR2. Il est clair queMatf (u) =
(
0 α

0 −α

)
. De plus,Pe→ f =

(
1 0

2 1

)
et P f →e = P−1

e→ f
=

(
1 0

−2 1

)
. On en déduit

queMate (u) = Pe→ f Matf (u)P f →e =
(
−2α α

−2α α

)
. On en déduit queu

(
x, y

)
= α

(
−2x + y,−2x + y

)
. Réciproquement, on

vérifie facilement que tous les endomorphismes de cette forme satisfont l’hypothèse.

Exercice 25.94 ♥♥
1. Soit unK-espace vectorielE de dimension finie et un endomorphismeu ∈ L(E) de rang1. Montrer qu’il existe

λ ∈K tel queu2 = λu.
2. SoitA ∈Mn(K). Montrer que

(
rg(A)= 1

)
(i)

⇐⇒
(
∃(X,Y) ∈Mn1(K)∗2 A =Xt Y

)
(i i)

.

Solution :
1. Commerg(u) = 1, d’après la formule du rang,Keru est de dimensionn−1 oùn = dimE. Soite ′ une base deKeru.

On applique le théorème de base incomplète pour compléter par un vecteuren ∈ E en une basee de E. Comme
Vect(en) = Imu, il existeλ ∈ K∗ tel queu (en) = λen . Soit x = ∑n

i=1
xi ei ∈ E alorsu (x) = xn u (en) = xnλen et

u2 (x) = xnλ
2en =λu (x) et la propriété est prouvée.

2. (i ) =⇒ (i i ) Supposons querg(A) = 1. Soit b la base canonique deKn . Il existeu ∈ L(Kn) tel queMatb (u) = A.
Commerg(u) = rg(A) = 1, d’après la question1, on sait qu’il existe une basee deKn tel queu (ei ) = 0 pour
tout i ∈ �1,n−1� et u (en) =λen oùλ ∈K∗. Donc

Mate (u) =




0 . . . 0 0
...

...
...

...
... 0

0 . . . 0 λ



=λX0

t X0

avecX0 = t (0, . . . ,0,1) ∈ Mn1(K). Si P = Pb→e alors A = PX0
t X0P−1 = Xt Y avecX = λPX0 ∈Mn1(K) et Y =

t
P−1X0 ∈Mn1(K). Remarquons queX et Y sont non nuls car c’est le cas deX0 et queP est inversible.

(i i ) =⇒ (i ) Réciproquement, siA =Xt Y avecX = t (x1, . . . , xn ) ∈Mn1(K)∗ et Y = t (
y1, . . . , yn

)
∈Mn1(K)∗ alors

A =




x1 y1 . . . x1 yn

...
...

xn y1 . . . xn yn


 .

Toutes les colonnes deA sont colinéaires doncrg(A)= rg




x1 0 . . . 0
...

...
...

xn 0 . . . 0


= 1 carX est non nul.
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25.12.10 Matrices semblables, équivalentes

Exercice 25.95 ♥
Trouver les matricesEi j de la base canonique deMn(R) semblables à une matrice diagonale.

Solution : Ce sont celles qui sont déjà des matrices diagonales, c’est-à-dire celles pour lesquellesi = j . En effet
supposons l’espace d’un instant qu’une matriceEi j soit semblable à une matrice diagonaleD aveci 6= j . On en déduit
que0 = E2

i j
est semblable àD2, doncD2 = 0 doncD = 0 puisqueD est diagonale. Donc le rang deD égale0, alors que

celui deEi j égale1. Comme deux matrices semblables ont même rang, on a une contradiction.

Exercice 25.96 ♥
Montrer que la matriceA =

(
0 1

1 0

)
est semblable à la matriceD =

(
−1 0

0 1

)

Solution : Soit P =
(

1 1

−1 1

)
, on aP−1 = 1

2
t P et P−1AP = D.

Exercice 25.97 ♥

Les matricesA =



−1 0 0

0 0 0

0 0 1


 et B=




0 0 0

1 0 0

0 1 0


 sont-elles semblables ?

Solution : En regardant l’action de ces matrices sur les vecteurs colonnes de la base naturelle, on voit queB3 = 0 et
A3 = A. A et B ne peuvent pas être semblables.

Exercice 25.98 ♥
Soient deux matricesA,B ∈Mn (R) , avecA inversible.

1. Montrer queAB et BA sont semblables.

2. Montrer que le résultat est faux siA n’est pas inversible.

Solution :

1. Si A est inversible, il suffit d’écrireAB= A(BA)A−1

2. Soit A =
(
0 1

0 0

)
et B =

(
1 0

0 0

)
. Les matricesAB =

(
0 0

0 0

)
et BA =

(
0 1

0 0

)
n’ont pas même rang et n’ont donc

aucune chance d’être semblables.

Exercice 25.99 ♥
On considère une matriceA ∈Mn(R) qui s’écrit :

A =
(

B C
t D a

)

où B ∈ Mn−1(R), C,D ∈ Mn−1,1(R) et a ∈ R. On suppose queB est inversible. Montrer queA est inversible si et
seulement si

a 6=t DB−1C

Solution : Si A n’était pas inversible, il existeraitX tel queAX = 0 avecX 6= 0. De plus,xn 6= 0 (carB inversible). En
notantX̃ = (x1, . . . , xn−1), on obtiendrait queBX̃+ xn C = 0 et t DX̃+axn = 0, d’où la relation.
Réciproquement, sia =t DB−1C, alors on construit un vecteurX =−

(
B−1C,−1

)
, on aAX = 0 avec bien sûrX 6= 0.

Exercice 25.100 ♥♥

On considère la matriceP =




0 1

ր
1 0


.

1. Montrer que la matriceP est inversible et calculer son inverseP−1.

2. Pour une matriceA ∈Mn(K), calculer la matricePAP.

3. En déduire qu’une matrice triangulaire inférieure est semblable à une matrice triangulaire supérieure.
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Solution :

1. SoitE =Rn et e = (e1, . . . ,en ) la base canonique deE. Alors il existe un uniqueu ∈ L(E) tel queMate (u) = P. On
a pour touti ∈ �1,n�, u(ei ) = en−i+1 et u2(ei ) = ei , doncP2 = In. Par conséquent,P ∈GLn (R) et P−1 = P.

2. PuisqueP =∑n
k=1

Ek ,n−k+1,

PAP =
∑

1Éi , j ,k ,lÉn

ai j Ek ,n−k+1Ei j En−l+1,l =
∑

i , j ,k ,l

δn+1−k ,iδ j ,n+1−l Ek ,l =
∑

k ,l

an+1−k ,n+1−l Ekl

La matricePAP s’obtient en faisant deux symétries deA par rapport aux deux diagonales.

3. PuisqueP−1 = P, PAP−1 est une matrice triangulaire supérieure lorsqueA est une matrice triangulaire inférieure.

Exercice 25.101 ♥♥
Á quelle condition deux matricesEpq et Ekl de la base canonique deMn(R) sont-elles semblables ?

Solution : Considérons l’espace vectorielE =Kn muni de sa base canonique.

1. Une condition nécessaire est que les matrices aient même trace. Donc sip = q et k 6= l , (ou bienp 6= q et k = l),
les deux matrices ne sont pas semblables.

2. Montrons que deux matricesEpp et Eqq (p 6= q) sont semblables. Soitu l’unique endomorphisme deE tel que
Mate (u) = Epp . Considérons la basee ′ obtenue en permutant les deux vecteursep eteq . Dans la basee ′, la matrice
deu estEqq . Par conséquent, les deux matricesEpp etEqq représentent le même endomorphisme dans deux bases
différentes : elles sont semblables. Complément : écrivez la matrice de passage de la basee vers la basee ′, et son
inverse.

3. Soient quatre indices(p, q) ∈ [[1,n]]2 avecp 6= q et (k, l) ∈ [[1,n]]2 aveck 6= l . Notonsu l’unique endomorphisme
ayant pour matriceEpq dans la basee. Considérons la basee ′ obtenue en échangeant les vecteurseq ↔ el et
ep ↔ ek . Alors la matrice de l’endomorphismeu dans la basee ′ est la matriceEkl (faire un dessin et vérifier
ce résultat même lorsquep = q ou k = l). Donc les matricesEpq et Ekl sont semblables. Pouvez-vous écrire la
matrice de passagePe→e′ correspondante? Quel est son inverse ?

Exercice 25.102 ♥♥
Soit une matriceA ∈M2(R) vérifiantA2 = I et telle queA n’est pas une matrice scalaire. Montrer queA est semblable

à la matrice
(
0 1

1 0

)

Solution : SoitE =R2 ete = (e1,e2) la base canonique deE. Il existe un unique endomorphismeu deE ayantA comme
matrice dans la basee. PuisqueA2 = I, u2 = id et doncu est une symétrie vectorielle. On a

E = Ker(u− id)⊕Ker(u+ id).

En effet, on peut toujours écrirex = 1

2
(x +u(x)) +

1

2
(x −u(x)) avecx +u(x) ∈ Ker(u − id) et x −u(x) ∈ Ker(u + id).

L’intersection deKer(u− id) et Ker(u+ id) étant bien sûr réduite au vecteur nul.
CommeA n’est pas scalaire,u 6= id et u 6= − id. Par conséquent, aucun des deux noyaux n’estR2 tout entier. Les noyaux
Ker(u − id) et Ker(u + id) sont donc des droites vectorielles. Considéronsf1 6= 0 un vecteur deKer(u − id) et f2 6= 0 un
vecteur deKer(u + id). D’après le théorème sur les bases adaptées à une somme directe, f = ( f1, f2) est une base deE.
Dans cette base,

D = Mat f (u) =
(
1 0

0 −1

)

De la même façon, il existe un unique endomorphismev ayantB =
(
0 1

1 0

)
comme matrice dans la base canonique.

CommeB2 = id, le même raisonnement montre quev est une symétrie vectorielle et permet de construire une base g

dans laquelleMatg (v)= D.
Par conséquent, puisqueA etD sont semblables et queB etD sont semblables, on en déduit queA et B sont semblables.

Exercice 25.103 ♥♥
Soit unK-espace vectoriel de dimension finien et un endomorphismef ∈ L(E) de rang1.
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1. Si l’on suppose queKer f ∩ Im f = {0E}, montrer qu’il existe une baseε deE et un scalaireλ ∈K tels que

Matε( f ) =




λ 0 . . . 0

0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0




2. En déduire que pour tout endomorphismef de rang1, il existe un scalaireα ∈K tel quef 2 =α f .

3. Soit une basee quelconque deE, et un endomorphismef ∈ L(E) quelconque. On noteB = Mate ( f ) la matrice de
l’endomorphismef dans la basee. Montrer l’équivalence

(
rg( f ) = 1

)
(i)

⇐⇒
(
∃(X,Y) ∈Mn1(K)2 non nuls tels queB = Xt Y

)
(i i)

(On se contentera de la démonstration dans le cas oùKer f ∩ Im f = {0E}). voir exercice 25.94 p.1025.

Solution :

1. D’après la formule du rang,
n = dim Ker f + rg f

doncKer f est un hyperplan deE de dimension(n−1). Commerg( f ) = dimIm f = 1, il existe un vecteura 6= 0 tel
queIm f = Vect(a). Puisque l’on a supposé queIm f ∩Ker f = {0E}, et quedimIm f +dim Ker f = n, on sait que

E = Vect(a)⊕Ker f

le système(a) est une base deIm f , et si l’on supposen Ê 2, puisqueKer f 6= {0E}, il existe une base deKer f

de la forme(ε2 . . . ,εn). Le théorème de la base adaptée à une somme directe nous dit alors que le systèmeε =
(a,ε2, . . . ,εn ) est une base deE. Commef (a) ∈ Im f = Vect(a), il existeλ ∈K tel quef (a) =λa. La matrice def

dans la baseε est donc bien de la forme souhaitée.

2. Dans le cas oùa ∈ Ker f , on aIm f ⊂ Ker f et doncf 2 = 0. Le résultat est montré avecα= 0K .
On peut donc supposer queIm f 6⊂ Ker f et alorsIm f ∩Ker f = {0}. D’après a), on a construit une baseε dans
laquelle la matrice def était simple :A =Matε( f ) = λE11. On calcule alorsA2 = λ2E11E11 = λ2E11 = λA et on en
déduit quef 2 =λ f .

3. Supposons querg f = 1. LorsqueIm f ∩ Ker f = {0}, on a construit une baseε dans laquelle la matrice def
s’écrivaitA =λE11. PosonsX′ la matrice colonne avec unλ sur la première ligne et des zéros sur les autres lignes,
et Y′ la matrice colonne avec un1 sur la première ligne et des zéros sur les autres lignes. Un calcul direct montre
que

A =X′t Y′

Mais puisque les matricesA etB représentent le même endomorphismef dans deux bases différentesε et e, elles
sont semblables. En notantP la matrice de passage de la baseε vers la basee, on a

A =PBP−1 = (PX′)t
Y′P−1 = (PX′)

t
(

t
P−1Y′)

et il suffit de poserX = PX′ ∈Mn1(K) et Y = t
P−1Y′ ∈Mn1(K) pour avoirB = Xt Y.

Si l’on suppose maintenant queB= Xt Y, en notantX = (xi )1ÉiÉn et Y = (yi )1ÉiÉn , la matriceB s’écrit :

B = ((xi y j ))1Éi , jÉn =




x1 y1 x1 y2 . . . x1 yn

x2 y1 x2 y2 . . . x2 yn

...
...

...
...

xn y1 xn y2 . . . xn yn




On s’aperçoit que toutes les colonnes de cette matrice sont proportionnelles à la matrice colonneX. En utilisant
l’algorithme du rang, on trouve que cette matrice est de rang1 (la colonneX est non-nulle).

25.12.11 Systèmes linéaires

Exercice 25.104 ♥
Résoudre dansR3 les systèmes :
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1.

{x − y + z = 1

3y − z = 2

2z = 8

2.

{ x − y +2z = 1

2x −3y + z = 4

x −3y −4z = 5

3.

{ x +2y +3z = 1

− x −3y +5z = 2

x + y + z = −1

4.

{ y +3z = 0

x +2y +6z = 2

7x +3y +9z = 14

5.

{ x +2y + z = 2

2x + y + z = −1

x −3y +2z = −1

6.

{2x − y +3z = 1

x + y − z = 2

x −2y +4z = 1

7.
{

2x − y +3z = 0

x + y +2z = 0

8.

{ x + y − z = 1

2x +2y −2z = 2

− x − y + z = −1

Solution :

1. En remontant, on trouve successivement :z = 4; y = 2; x =−1.

2.





x − y + 2z = 1

2x − 3y + z = 4

x − 3y − 4z = 5

L2 ←− L2 −2L1

L3 ←− L3 −L1





x − y + 2z = 1

− y − 3z = 2

− 2y − 6z = 4

.

Les deux dernières équations sont équivalentes. Le systèmeest de rang2 et compatible. En prenantz comme
paramètre, l’ensemble des solutions est{(−5z −1,−3z −2, z) | z ∈K}.

3. Système de Cramer :
{(
− 5

2 ,1, 1
2

)}
.

4. Système de rang2 et compatible.{(2,−3z, z) | z ∈K}.

5. Système de Cramer :{(−2,1,2)}.

6. Système de rang2 mais pas compatible. Pas de solution.

7.
{

2x − y +3z = 0

x + y +2z = 0
soit

{
2x − y +3z = 0

3x +5z = 0
. Le système est de rang2, donc compatible. En prenantz comme paramètre,

l’ensemble des solutions est
{(
− 5

3
z,− 1

3
z, z

)
| z ∈K

}
.

8. Le système est clairement de rang1 et compatible (on a trois fois la même équation). L’ensembledes solutions
est le plan d’équationx + y − z = 1.

Exercice 25.105 ♥
Sans chercher à résoudre les systèmes suivants, discuter lanature de leur ensemble solution :





x +y −z = 0

x −y = 0

x +y +z = 0





x +3y +2z = 1

2x −2y = 2

x + y + z = 2





x +3y +2z = 1

2x −2y = 2

x + y + z = 3

Solution : Premier système : Matrice de rang3 (inversible) donc une unique solution(0,0,0).
Deuxième système : Matrice de rang2, système non compatible, pas de solution.
Troisième système : Matrice de rang2, système non compatible, pas de solution.

Exercice 25.106 ♥
Discuter, suivant la valeur dem, la dimension de l’espace des solutions des systèmes suivants :

1.
{

x +my + z = 0

mx + y +mz = 0 2.

{ x + y +mz = 0

x +my + z = 0

mx + y + z = 0

Solution :

1. Si m = 1 ou m =−1, alors le système est de rang1. L’espace des solutions est de dimension2. Sinon le système
est de rang2 et l’espace des solutions est de dimension1. Dans ce dernier cas, l’ensemble des solutions est
{(x,0,−x), x ∈R}.

2. Si m = 1, alors le système est de rang1. L’espace des solutions est de dimension2. Si m =−2, alors le système
est de rang2. L’espace des solutions est de dimension1. Sinon le système est de Cramer. L’espace des solutions
est de dimension0.

Exercice 25.107 ♥
On considère, pour un paramètre réelm, les sous-espaces vectoriels deR3 :

F =
{(

x, y, z
)
∈R

3 | x +my + z = 0 et mx + y −mz = 0
}

et G =
{(

x, y, z
)
∈R

3 | x −my + z = 0
}

1. Déterminer la dimension deF et deG.

2. Discuter suivant les valeurs dem la dimension du sous-espace vectorielF∩G.
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Solution :

1. Quem soit égal à1 ou non,dimF= 1 car le rang de
(

1 m 1

m 1 −m

)
égale2. dimG = 2.

2.

∣∣∣∣∣∣

1 m 1

m 1 −m

1 −m 1

∣∣∣∣∣∣
=−4m2. Si m = 0, alorsF∩G est de dimension1, et de dimension0 sinon.

Exercice 25.108 ♥
Résoudre et discuter suivant les valeurs deb1, b2, b3 et b4 :

(S1)





x +3y +4z +7t = b1

x +3y +4z +5t = b2

x +3y +3z +2t = b3

x + y + z + t = b4

(S2)





x +3y +5z +3t = b1

x +4y +7z +3t = b2

y +2z = b3

x +2y +3z +2t = b4

(S3)





x + y +2z − t = b1

−x +3y + t = b2

2x −2y +2z −2t = b3

2y + z = b4

(S4)





x +2y + z +2t = b1

−2x −4y −2z −4t = b2

−x −2y − z −2t = b3

3x +6y +3z +6t = b4

Solution :
(S1) : solution unique quels que soientb1,b2,b3,b4.
(S2) : solutions sib2 = b1 +b3.
(S3) : solutions sib1 +b2 −2b4 = 0 et 2b1 −b3 −2b4 = 0.
(S4) : solutions sib2 =−2b1 et b3 =−b1 et b4 = 3b1.

Exercice 25.109 ♥
Résoudre les systèmes suivants à l’aide du déterminant :





x + y − z = 0

x +3y + z = 0

2x + y −3z = 0

− x +2y +4z = 0

et

{ x + y +2z = 1

2x + y + z = 2

− x −2y −5z = −1

Solution : Premier système :

∣∣∣∣∣∣

1 1 −1

1 3 1

2 1 −3

∣∣∣∣∣∣
= 0 et

∣∣∣∣∣∣

1 3 1

2 1 −3

−1 2 4

∣∣∣∣∣∣
= 0 donc le système est de rangÉ 2. Comme

∣∣∣∣
1 1

1 3

∣∣∣∣ 6= 0 le

système est de rang2. On a une droite de solution, l’intersection des deux plansx+ y −z = 0 et x+3y +z = 0, autrement
dit la droite vectorielle engendrée par(−2,1,−1).

Deuxième système :

∣∣∣∣∣∣

1 1 2

2 1 1

−1 −2 −5

∣∣∣∣∣∣
= 0 donc le système est de rangÉ 2. Comme

∣∣∣∣
1 2

1 1

∣∣∣∣ 6= 0 le système est de rang2 et

on peut choisirx comme paramètre. On résout alors eny et z le système des deux premières équations en fonction de
x. Soit y = 3−3x et z = x −1. On vérifie enfin avec la troisième équation :−x −6+6x −5x +5 =−1.

Exercice 25.110 ♥♥
Soit f l’application linéaire qui fait correspondre au vecteur

(
x, y, z

)
le vecteur(a,b,c,d) dont les coordonnées sont

définies par le système suivant : 



− x − y +mz = a

−mx + y +mz = b

x − y −mz = c

mx + y + z = d

Déterminer suivant les valeurs du paramètre réelm, le rang def . En déduire le nombre de solutions du système
précédent puis le résoudre en fonction du second membre.

Solution : Après permutation des deuxièmes et troisièmes lignes, on effectue des oel sur le tableau :

−1 −1 m a −1 −1 m a

1 −1 −m c L2 ← L2 +L1 0 −2 0 a +c

−m 1 m b L3 ← L3 −mL1 0 1+m m −m2 b −ma

m 1 1 d L4 ← L4 +mL1 0 1−m 1+m2 d +ma
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−1 −1 m a

0 −2 0 a +c

L3 ← L3 + 1+m
2

L2 0 0 m −m2 b −ma + 1+m
2

(a +c)

L4 ← L4 + 1−m
2

L2 0 0 1+m2 d +ma + 1−m
2

(a +c)

En prenant les lignesL1, L2 et L4 on voit que le rang du système égale3. Donc s’il existe une solution, alors elle est
unique.
On résout donc le système (triangulaire) enx, y et z grâce aux lignesL1, L2 et L4. La ligneL3 sert de vérification : Si

(
m −m2

)
z = m −m2

1+m2

(
d +ma + 1−m

2
(a +c)

)
= b −ma + 1+m

2
(a +c),

alors le système est compatible et admet une solution unique. Sinon il n’admet pas de solution.

Exercice 25.111 ♥♥
Déterminer suivant les valeurs des réelsm, a,b,c les solutions du système :

{mx +my +mz = a

x +my + z = b

x + y +mz = c

Solution : La matrice de ce système linéaire estA =




m m m

1 m 1

1 1 m


 et rg(A)=





2 si m = 0

1 si m = 1

3 sinon

.

– Sim = 0 le système devient :

{ 0 = a

x + z = b

x + y = c

. Il n’est compatible que sia = 0. Dans ce cas, l’ensemble de ses solutions

est :(b,c −b,0)+Vect (−1,1,1).

– Si m = 1 le système est :

{x + y + z = a

x + y + z = b

x + y + z = c
. Il n’est compatible que sia = b = c. Dans ce cas, l’ensemble solution est

(a,0,0)+Vect ((−1,1,0) ,(0,1,−1))

– Le système est de Cramer sim 6= 0 et m 6= 1. Il admet une et une seule solution donnée par :
(

(m+1)a−cm−mb

m(m−1)
,− −mb+a

m(m−1)
,− a−cm

m(m−1)

)

Exercice 25.112 ♥♥
Déterminer suivant les valeurs des réelsm, a,b,c les solutions du système :





x − y − mz = a

x + 2y + z = b

x + y − z = c

Solution : La matrice de ce système linéaires estA =




1 −1 −m

1 2 1

1 1 −1


 et rg(A)=

{
2 si m = 5

3 sinon
.

– Si m = 5 le système devient :

{x − y −5z = a

x +2y + z = b

x + y − z = c

qui est équivalent à :





x − y −5z = a

y + 2z = b −a

3

y +2z =
c −a

2

. Il n’est compatible que si

b −a

3
= c −a

2
. Dans ce cas, l’ensemble de ses solutions est :

(
2a +b

3
,

b −a

3
,0

)
+Vect (3,−2,1).

– Le système est de Cramer sim 6= 5. Il admet une et une seule solution donnée par :

(
− 3 a+(m+1)b+(1−2m)c

m−5
,

2 a−(m+1)c+(m−1)b

m−5
,− a+2b−3c

m−5

)

Exercice 25.113 ♥♥
Résoudre le système : 




ax +by + z = 1

x +by + z = b

x +by +az = 1
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Solution : Le déterminant de la matrice vaut(a −1)2b.

1. a 6= 1,b 6= 0, S =
{(

1−b

a −1
,

ab +b −2

(a −1)b
,

1−b

a −1

)}
.

2. a = 1, le système est compatible si et seulement sib = 1 et dans ce cas,S = (1,0,0)+Vect((−1,1,0),(−1,0,1)).

3. b = 0, a 6= 1 : le système est incompatible.

Exercice 25.114 ♥♥
Résoudre le système : 




ax +by + z = 1

x +aby + z = b

x +by +az = 1

Solution : Le déterminant du système égaleb(a +2)(a −1)2.
Si b = 0, le système est toujours incompatible. Sinon,

1. a 6= −2,1 : (
a −b

(a −1)(a +2)
,

ab +b −2

(a −1)(a +2)b
,

a −b

(a −1)(a +2)

)

2. a =−2,b 6= −2, ∅.

3. a = 1,b 6= 1, ∅.

4. a =−2 et b =−2, (−1−2y, y,−1− x − y).

5. a = 1 et b = 1, (x, y, x − y).

Exercice 25.115 ♥♥
Résoudre le système : {

x +ay +bz = a

x −2ay +bz = b

Solution : On soustrait les deux lignes pour obtenir
{

x +ay +bz = a

−3ay = b −a
.

Si a = 0, deux cas se présentent : Sib = 0 alors le système est de rang1 et les solutions sont(0, y, z). Si b 6= 0 alors le
système n’est pas compatible.
Si a 6= 0, alorsy = a−b

3a et x +bz = 2a+b
3 qui est une équation de droite dans le plany = a−b

3a .

Exercice 25.116 ♥

Résoudre





10x + 7y + 8z + 7t = 32

7x + 5y + 6z + 5t = 23

8x + 6y + 10z + 9t = 33

7x + 5y + 9z + 10t = 31

et





10x + 7y + 8z + 7t = 32,1

7x + 5y + 6z + 5t = 22,9

8x + 6y + 10z + 9t = 33,1

7x + 5y + 9z + 10t = 30,9

.

Commentaire.

Solution : (1,1,1,1) est la solution du premier système.(9,2;−12,6;4,5;−1, 1) est la solution du deuxième système.
Dans cet exemple, une petite perturbation(0,1;−0,1;0,1;−0,1) du vecteur de données entraîne une grosse perturbation
du vecteur de solutions.
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