[hapitre 3

Dimension des espaces vectoriels

En mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s’y habitue.
John von Neumann.

Pour bien aborder ce chapitre

Aprés avoir mis en place les bases d’algebre linéaire nous allons nous intéresser dans ce chapitre a la notion de dimension.
La dimension d’'un espace vectoriel est liée au nombre de paramétres (ou parle aussi de degrés de liberté) qu'il faut
considérer pour pouvoir le décrire. Ainsi pour choisir un coupl&di faut choisir une abscisse et une ordonnée. Il y a

deux parameétres (ou deux degrés de liberté). On verr&®g@st de dimension. De méme, pour choisir un polynéme

ax? + bX+c deR,[X], il faut choisira, b etc. On verra la aussi quR; [X] est de dimensios. Dans certains cas, il faut une

infinité de paramétres pour décrire les vecteurs de I'espace considéré. Par exemple, pour choisir ung suiteRr),

il faut choisir chaque termey, u;,.... Ou encore pour choisir une fonctigre .7 (R,R), il faut choisir I'image de chaque

point deR par f. Ces deux espaces sont de dimension infinie.

Méme s'il sera utile de se souvenir de ces considérations, la définition précise de la notion de dimension demande quelques
efforts qui nous en éloignent un moment. On peut remarquer que toute base du plan compte exactement deux vecteurs. De
méme toute base de I'espace en compte trois. Le plan est de dimersibespace de dimensian Si on arrive a définir,

pour un espace vectoriel quelconque ce qu’est une base (quand il en a) et qu’on parvient a montrer que deux bases sont
toujours de méme cardinal alors on tiendra notre définition. La dimension d’un espace vectoriel est le nombre de vecteurs
que contient une base donnée (quand ce nombre est fini).

Ceci est cohérent avec notre intuition initiale.(8j, ..., v,) est une base de I'espace vectoriel consi@mriors choisir

un vecteur dang revient a choisir ses composantes sur la base, il y a biedegrés de liberté.

Nous traiterons les notions de base et de dimension dans les premiéres sections de ce chapitre. Nous nous occuperons
ensuite a étudier les conséquences de ces notions en algébre linéaire. En particulier, nous démontrerons deux formules
fondamentales :

— la formule de Grassmann

— la formule du rang

qui permettront de beaucoup simplifier les démonstrations de supplémentarité et celles de bijectivité (elles permettront de
diviser par deux le travail & faire quand on n’en dispose pas).

24.1 Familles de vecteurs

Dans toute la suitdg est un corpsR ouC). E etF désignent dek-espaces vectoriels.

24.1.1 Combinaisons linéaires

N

(DEFINITION 24.1 © Combinaison linéaire
Soit (v1,..., vy) une famille den vecteurs d’'urik-espace vectorigE, +,.). On appellecombinaison linéaire de ces:
vecteurstout vecteurw € E de la forme :

n
V=AUV +...+ A\ Uy = Z)\k'vk
k=0

\OL\] ()\1,...,)\,1) e K™,
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PrROPOSITION24.1 © Image d’'une combinaison linéaire par une application liné&e
SoientE etF deuxk-espaces vectoriels ¢t £ (E,F). Soient(vy,..., v,) une famille dez-vecteurs d& et ()\1, o) )\p) €
KP alors

f(/\l U1 +...+)\n' V) = )\1 'f(l}l)+...+/\n'f(l/n).

Démonstration Par une récurrence immédiate.

24.1.2 Familles libres

[DEFINITION 24.2 QOO Famille liée

On dit qu’une famille(v,, ..., v,) de vecteurs d& estliée, ou que les vecteuns,, ..., v, sontlinéairement dépendants

si et seulement si un des vecteurs de la famille est combinéiistaire des autres ou autrement dit si et seulement si il
existe unp-uplet(As,...,A,) e KP de scalaires non tous nuls vérifiaat vy +...+ A, - v, =0.

Exemple 24.1

— Trois vecteurs du plan sont toujours liés. De mémeecteurs de I'espace sont toujours liés. On comprend bien
intuitivement ces deux affirmations. On les démontrera darsmple 24.7 page 903.

— DansR?, les vecteursy = (1,0,1,-1), us = (3,-2,2,-3) et us = (=1,2,0,1) forment une famille liée. En effel, =
2u) — us.

— DansZ (R,R), les fonctionsf; : x — cos? x, f>: x— sin® x et f3 : x — cos2x sont liées. En effetf; = fi — fo.

Pour définir une famille de vecteurs linéairement dépersjdrauffit de prendre la négation de la définition précédente
v=(v1,...,vp) estune famille liée de vecteurs Hesi et seulement si pour toute famille de scalaftes...,A,) € K?, si
Ai-x1+...+A,-xp=0alorsA; =... = A, =0. On a alors la définition suivante :

N

(DEFINITION 24.3 QOO Famille libre
On dit qu'une famille(vy,..., v,) de vecteurs dg estlibre, ou que les vecteuns, ..., v, sontlinéairement indépen-
dantssi et seulement si la famille n’est pas liée ou autrement @it seulement si :

V()\l,...,Ap)EKp, )\1'U1+...+Ap'l}p=0 - Al =...=Ap=0

PLAN 24.1 :‘ Pour montrer qu'une famille est Iih!rp

1 Soit(A1,...,Ap) €KP tel quer; - vy +...+ Ap- vy =0.
2 ..alorshy=...=A,=0
3 Donc la famille est libre.

PLAN 24.2 :| Pour montrer qu’une famille est Ii{ﬁp

1 Posons\;=...,...,Ap=...

2. Undes\; pouri€ |1, p] au moins est non nul
3 On a bien par ailleursXy-vi+...+ A, - v, =0.
4 Donc la famille est liée.

Exemple 24.2

— DansR?, la famille ((1,0), (0, 1)) est libre. En effet, soit,f € R tels quex(1,0) +f (0,1) = (0,0). Alors (a, ) = (0,0) et
donca=p=0.

— On démontre de méme que daisla famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est libre.

— Dans.Z (R,R) la famille (sin, cos,exp) est libre. Soienty,,y € R tels queasin+pcos+yexp = 0. Alors pour tout

X €R, asinx+Pcosx+yexpx =0 ce qui S'écrit aussix € R, a:jf;’; + ﬁggg’; +y = 0. On montre facilement en

utilisant le théoréme des gendarmes tjue, o, :;gfc =limy e o = 0. On en déduit qug = 0. On a alorsvx € R,
asinx+pcosx = 0. Si on faitx =0 on obtien{3 = 0 et si on faitx = /2, il vient quea = 0. On a alors bien montré que

(x:ﬁ:Y:O_

Remarque 24.1 Soit(vy,...,vp) une famille dep vecteurs dé.

— Sil'un des vecteurs est nul, la famille est liée.

— Sil'un des vecteurs de la famille apparait plus d'une faisglla famille alors la famille est liée.
— Toute sous-famille d’une famille libre est encore libre
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24.1.3 Familles génératrices

(DEFINITION 24.4 QOO Famille génératrice )

On dit qu'une famille(vs,..., v,) de p vecteurs d& engendrel’espace vectorieE (ou estgénératrice deE) si tout
vecteur d&€ peut s’exprimer comme combinaison linéaire de la fanfilig..., v,) :

P
YveE, I(An...Ap)eKP: v=) Ai-v;
k=1

(Autrement dit Vect ({v1,..., vp}) = E. )

PLAN 24.3 :‘ Pour montrer qu’une famille est génératlhr‘p

1 SoitveE.
2 Posons=...,...,Ap=...

p
3 Onabienv=>3 \;-v;
k=1

Exemple 24.3

— DansR?, soientx; = (1,0) et x, = (1,0). La famille (x1,x2) est génératrice dR®. En effet, siv = (x,y) € R? alors
v=x(1,0)+y(0,1).

— On montre de méme que la famillg, 0,0), (0,1,0), (0,0, 1)) engendrer.

— La famille ((1,0,1),(0,1,1)) engendre le plan vectorieF de R® d'équation x +y = z. En effet F =
{(x,,2) eR® | x+y—-z=0} ={(x,3,x+¥) | x,y € R} =Vect((1,0,1),(0,1,1)).

— La famille (1,X,X?,...,X") engendré<, [X]. En effet, siP € K, [X] alors il existeqa, ..., a, € K tels queP = a,X" +
ot ap.

— On considere I'espace vectoriéldes fonctions en escaliers g0r1]. On considére les fonctiong,;, définies pour
asbparf,p(x)=1pouras<x<b et f,,(x) =0 sinon. La famille(f,,5)1<a<p<1 €St une famille génératrice a2
mais n'est pas libre fo 172 + fi/2,1 — fo1 — firz1/2-

| Remarque 24.2 Toute sur-famille d’'une famille génératrice est encoredgatrice.

24.1.4 Bases

[DEFINITION 24.5 OO0 Base
On dit qu’'une famillg(v,..., v,) de vecteurs d& est unebasedeE si et seulement si, a la fois :

1 (vi,...,vp) estune famille libre d&.
2 (v1,...,vp) estune famille génératrice de

Exemple 24.4

— Lafamille(1, i) est une base die-espace vectoridl. En effet, sia, b € R sont tels quez.1+ b.i =0 alorsa+ib=0 et
donca = b =0. La famille est donc libre. Pour tout nombre complexe, ikéxiz, b € R tels quez = a+ ib. La famille
est donc aussi génératricedeC’est donc une base de

— Dans le plan, deux vecteurs non colinéaires forment unediaplan.

— DansR3, la famille ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) forme une base d&*. On a prouvé dans I'exemple 24.2 que cette famille

est libre et dans I'exemple 24.3 qu’elle engenite
— DansR3, la famille formée des vecteues = (1,0,1), ex = (1,—1,1) etes = (0,1,1) est une base. La famille est libre :
o + 02 =0
Soitag, 0,03 € R tels quen; ey +azex +ages = 0. Alors{ —oo + a3 =0 ce quiaméne; = az = as = 0. La famille
ar+ax+ag =0
est génératrice de’. Soit(x, y, z) € R%. On cherchey, oz, a5 € R tels que(x, y, z) = ag e1 + azez +azes = 0. On obtient
oy + 0 =X
alors le systeme —a, + a3 =y eton trouven; =2x+y—-z, 02 = —x—y+z etag = —x+z donc (e, ez, e3)
ap+ax+ag3 =2z
engendréR3. C’est bien une base d&.
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De maniére plus générale, on a:

(PROPOSITION24.2 O Base canonique déx” )
Soit n e N*. Considérons lé&-espace vectoridl = K”. Il existe une base privilégi&e;,...,e,) deK” dite canoniqué
et donnée par :
er = (1,0,0,...,0)
e = (0,1,0,...,0)
e, = (0,0,0,...,1)
& J

Démonstration La famille e = (ey,...,e,) est génératrice. En effet, si= (x1,...,x,) € K" alors :x = x1ey +... + xpep. Elle
est de plus libre : Sky,...,A, sontn scalaires déK tels qUE‘ZZ:l)\kek =0, alors on a i(Ay,...,An) = 0 ce qui prouve que
Vkell,nl, Ap=0.

PROPOSITION24.3 © Base canonique dé, [X]
Soit n € N. Considérons lé&-espace vectoridél = [, [X] des polyndmes de deggén a coefficients dank. Il existe
une base privilégiée de, [X] dite canonique et donnée pgi;X,X?,...,X").

Démonstration Voir le chapitre sur les polynémes. Nous reviendrons suegebposition plus loin dans ce chapitre.

PROPOSITION24.4 © Base deC(X)

La "réunion" des famillegX™) ,en €t est une base deX).

aeC
neN*

&)
X-a)"

Démonstration C’est exactement la traduction du théoréme de décomposticeléments simples sGren termes de combi-
naisons linéaires. On peut aussi trouver une baggXje

THEOREME24.5 QOO Composantes d'un vecteur relativement a une base

Une famillee = (ey,...,e,) deE est une base dé si et seulement si, pour tout vectewe E, il |existe| une uniqu?
famille de scalaireg\,,...,A,) e K™ telle que :

p
v=>) Nicei=A1-e1+...+\p-ep
k=1

Le n-uplet(Ay,...,A,) est alors appelé famille desmposanteu coordonnéesde v dans la base.

Démonstration

- Comme la famillee est une base, elle est génératric&dg donc pour tout € E, il existe unn-uplet de scalaires
A1) €K™ tel que v =Y _ A;-e;

- Supposons qu'il existe deuxuplets de scalairedAy,...,An) et()\’l,...,)\’n) tels que :
p p
V= Z )\,--e,-: Z A;wel'.
k=1 k=1

On a donc .ZZ:I [)\’l - )\l-) -e; =0. Mais e étant une base dg elle est libre et cette derniere égalité n'est possiblegjue
Vie[l,nl, \;-A;=0c'est-a-dire ¥ie[l,nl, \;=A; ce quiprouve l'unicité.
Supposons que pour touk E, il existe une unique famille de scalair@s, ..., A,) € K™ telle que :

p
V= Z Airej=A1-e1+...+Ap-ep
k=1

et montrons que est une base d& |l est clair quee est génératrice. Montrons qaest libre. La seule décomposition @e sur
les vecteurs de la famille estOg = 0ey +...0e;. Par conséquent, si le-uplet(ay,...,a,) € K™ est tel que:zzl ayex =0g, on
a nécessairement/i € [1,n], «; =0 ce qui prouve que est libre.
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24.2 Dimension d’'un espace vectoriel

24.2.1 Espace vectoriel de dimension finie

DEFINITION 24.6 © Espace vectoriel de dimension finie
On dit qu'unik-espace vectoriel est ditmension finies'il admet une famille génératrice finie. Dans le cas corgrai
on dit queE est dedimension infinieDe plus, par convention, on dit qlie= {0} est un espace de dimension finie.

Exemple 24.5

— K" est de dimension finie car sa base canonique est une familéatéce finie d&”.

De la méme facori , [X] est de dimension finie.

Par contrekk [X] est de dimension infinie. Voir I'exemple 24.9 pour une dénratisn.

De la méme facon? (R) et # (R,R) sont de dimension infinie. Voir I'exercice 24.32 page 924.

(LEMME 24.6 © Augmentation d'une famille libre
SoientE unK-espace vectoriel et E\ {0}. On suppose que :

@ £ =(,,...,1,) estune famille libre de vecteurs e

@ x¢Vect (L)

|Alors (13,..., I, x) est encore une famille libre de vecteurside

J

Démonstration Soientay,...,an,a n+1 scalaires d& tels que vyl +...+ayl, +ax =0. Supposons que les+ 1 scalaires ne
sont pas tous nuls. Il y a alors deux possibilités :

1. a=0 etdoncoaylj +...+ayl, =0 avecay,...,a, nNon tous nuls, ce qui n’est pas possible car la fanifleest, d’apres la
premiére hypothese, libre dahs

2. a#0. Dans ce cas, on peut alors écrireomme une combinaison linéaire des vecteurstlee qui contredit la seconde
hypothése.

On montre ainsi par I'absurde que la famille,...,1,, x) est libre.

(LEMME 24.7 © Diminution d’une famille liée )
SoientE unK-espace vectoriel & = (g,..., 8n, §n+1) Une famille den + 1 vecteurs dé&. On suppose que :
@ gn+1€Vect(gi,...,8n) (C'est-a-dire g,.1 est combinaison linéaire des vectegrs.., gn).
Alors :
Vect(g1,...,8n 8n+1) = Vect(g1,...,8n)
\C’est-é—dire gu’on peut retirer le vectegir; a¥¢ sans madifier le sous-espace engendré&par )

Démonstration ~ D'apres I'hypothése, il existe un-uplet(ay,...,an) de scalaires di tels que gn+1 = ¥} _, ax8k- Posons
F=Vect(g1,...,8n) et montrons que la famillgg,,...,gn) génére ausdl. Soitx € F. Il existe (x1,...,x,+1) Un (n+ 1)-uplet de
scalaires dé tels que :

n+1

x = ingi
k=1
n

= X;8i t Xn+18n+1
k=1

n n
= Z Xi8i +Xn+1 Z A8k
k=1 k=1
n
= Z (xi+xn+10<k)gi
k=1

ce qui prouve qu¥ect(gi,...,8n,8n+1) < Vect(g1,...,8n). Il est par ailleurs clair queect(gi,...,8n) < Vect(g1,..-,8n,8n+1)
et I'égalité est alors établie.

THEOREME24.8 © Fondamental : On peut compléter une famille libre en une basen puisant dans une famille
génératrice

SoientE unK-espace vectoriel g1, g, n € N*. On suppose que :
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@ 2 =(l,...,1,) estune famille libre de vecteurs de
@ 4 =(g1,...,8¢) est une famille génératrice de vecteursde

alors, il existe une bas# deE de la forme
B = (ll,...,lp,lpH,...,ln)

Ol:llp+1,...,ln€g.

Démonstration On va procéder de maniére algorithmique. Si la famifleest génératrice, le théoréme est démontré, sinon on
construit une base ainsi. Posao#fg = £

. | 18r€6tape
B Sig) €Vect(%), on pose?) = % . D'apres le lemme 24.7, on\aect (L)) = Vect (L u{gi})

B Sig) ¢Vect (%), on pose?) = % u{gi}. D'aprés le lemme 24.6, la famille!, est libre eNect () =Vect (Luig}).
Dans les deux cas, on a :

|Veor () = Vet (Zuig}) et # estlibrel

o SoitieNtelquei+1<gq.

. iémeétape On suppose que la famillg; est construite en sorte que :

| Veot (£) = Veet (1 v{gi}) = Vect (% ufgr,..gi}) | et [ estlibre

o | i+18M€étape | On construit maintenar ;.

B Sig;. €Vect(;), on pose¥;.1 = %;. D'apres le lemme 24.7, om&ct(Z;41) = Vect (%)

B Sig;,1 ¢ Vect(%;), on poseZ; = £ U{gis1}. D'aprés le lemme 24.6, la famill&;,, est libre etVect(%L;41) =
Vect (% U{gis1})

Dans les deux cas, ona:

‘Vect(ﬁfiﬂ)=Vect(.$l-u{g,-+1}) et L estlibre‘

« On construit ainsi par récurrence les familleg, ..., 2y .
La famille £ vérifie alors :

‘ Vect(Ly) =Vect(Lu¥)>Vect(4)=E et Z;est Iibre‘

et est donc libre et génératrice BeZy est donc une base @e

Remarque 24.3 Cette démonstration fournit un algorithme explicite pabrfquer des bases dans un espace vectoriel
de dimension finie.

COROLLAIRE 24.9 © Existence de base
Tout espace vectoriel de dimension finie non rédyi ossede une base.

Démonstration  Par définition, un espace vectoriel de dimension finie nonitéd0} posséde une famille génératrice fifie
Soitx # 0 € ¥. La famille constituée du singletdn} est libre dan€. Par application de la proposition précédente, on peut la
compléter en une base Been la complétant par des vecteurséi®ien choisis.

COROLLAIRE 24.10 © Théoreme de la base incompléete

SoientE unK-espace vectoriel de dimension finie#t= (ey,...,e,) une famille libre de vecteurs d& Alors on peu
compléterZ en une baseg = (ey,...,ep, ep+1,...,en) deE.

Démonstration CommeE est de dimension finie, il posséde une famille génératrige #n D’aprés le théoréme précédent
appliqué aZ et a¥, on prouve l'existence d’'une base®eonstruite par complétion de la bage

24.2.2 Dimension

LEMME 24.11 Lemme de Steinitz
Soient.Y = (x1,...,Xx,) €tJ = (yl,...,yn,yn+1) deux familles de vecteurs d& On suppose que :

@ Vie[l,n+1], y;eVect(.¥)
alors.7 est liée.

Démonstration Pour toutn € N, notonsP,, la propriété a démontrer. Nous allons effectuer une rénaersum.
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o Sin=1alors. = {x1} et.7 ={y1,y2}. Par hypothésey; = a1 x1 ety, = azx; ol ay, 0z € K. Ces deux scalaires ne sont pas
tous deux nuls sino¥ ne compte qu’un élément. On a alogsy; — a1 y2 =0 et est liée. Don®; est vraie.

e SoitneN.

« Supposons que,_; est vraie et prouvons que c’est alors aussi le ca,d&Soients = (x1,...,xn) €T = (y1,-..,¥n, Yn+1)
des familles de vecteurs comme dans I'énoncé du lemme. On a:

N =X, o

_yn n+l ...
Yn+1 _zi:lai Xij

ouv (i,j)ell,nl x[1,n+1], (x{: eK. Il y a deux cas possibles :

mSi

(x1,...,xn—1). Par application de I'hypothése de récurrence, on peutraffique(y, ..., yn) est une famille liée. Il en est
alors de méme dgy,...,yn+1)-

Vkell,n+1], of=0 ‘ alors(y1,...,yn) est une famille de vecteurs qui sont tous combinaisonsitiegéde la famille

[ ] Sinon‘ Jke[l,n+1], (x],‘l #0 ‘ Quitte a ré-indicer les vecteurs d&, on peut supposer qwﬁ“ #0. Posons alorsVk e

[1,n], zp=yr- % ¥n+1- Chacun des vecteurs de la familtg, ..., z,) est alors élément déect (xy,...,x,-1). D'aprés
(04

I'hypothése de récgrrence, la famille,,...,z,) est donc liée. Il existe donc des scalaikgs..., A, non tous nuls tels que
Z’?: (Xl'A'

1
=l y,1 =0 et prouve
oy

Xk

Y7_ Ak =0, ce qui s'écrit aussy | g (yk - Wy,Hl) =0 ou encore Xi'_ Agyk -
n

que la famille(y,..., yn+1) est bien liée.
o Le théoreme est alors prouvé par application du théoreméatgrence.

THEOREME24.12 © Le cardinal d’'une famille libre est toujours plus petit que celui d’'une famille génératrice.
Soient :

— % une famille libre deE.

— ¢ une famille génératrice d&

alors :| Card.Z < Card¥ I

Démonstration Supposons que ce ne soit pas le dasrd.¥ > Card¥. Posonsn = Card¥ et supposons qué = (xy,...,xm) et
que(y1,...,ym+1) Soientm +1 vecteurs deZ. Comme¥ est génératrice, on &/i € [1,n+1], y; € Vect(¥). Par application du
lemme de Steinitz 24.11, cela implique que, ..., ym+1) est une famille liée dg, ce qui contredit le fait que” est une famille
libre deE. Le théoreme est alors prouvé par 'absurde.

THEOREME24.13 © Toutes les bases d'urk-espace vectoriel de dimension finie ont le méme cardinal
Si E est unkk-espace vectoriel de dimension finie alors toutes les basesdt méme cardinal.

Démonstration CommeE est de dimension fini& posséde au moins une base. Soi@itet #, deux bases dé. Comme%,;
est libre et#, est génératrice, on@rd%#, < Card%,. De méme %, est libre et#, est génératrice, dorcard %, < Card %4 .
Par conséquentCard %, = Card%,.

Ce théoréme, associé au théoreme 24.9, permet de donnersua Isedéfinition suivante :

[DEFINITION 24.7 © Dimension d’un espace vectoriel

— SIiE = {0}, on dit queE est dedimension0 et on notedimE = 0.

— Sinon, siE est un espace vectoriel de dimension finie non réd{},aon appelledimensiondekE le cardinal d’'un
base dé& et on le notelimE.

Exemple 24.6
— dimK” = n.
— dimR, [X]=n+1.

Application 24.7

Une famille f d’au moinsn + 1 vecteurs dans un espaEede dimensiom est toujours liée. En effet, si elle était libre
alors on aurait une famille libr¢ de cardinal plus grand que celui de n’'importe quelle kadeE. Or e est une famille
génératrice d& et le cardinal d’une famille libre est toujours plus petiequelui d’'une famille génératrice.

THEOREME24.14 © Caractérisation des bases
SoitE unK-espace vectoriel de dimensiare N. Soit. une famille de vecteurs dede cardinalp.

1. Si.” estlibre alorp < n et on a égalité si et seulement&i est une base de
2. Si.¥ est génératrice alops= n et on a égalité si et seulement%i est une base de
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Démonstration CommeE est de dimension, il possede une basé de cardinah.

« Si.7 est libre alors appliquant la proposition 24.12, orCard. < Card4.
= Supposons de plus qpe= n et montrons que” est génératrice. Si ce n'était pas le cas, il existerait atevex, € E tel que
Xo €€ Vect (7). La famille u{xy} est, d’aprés le lemme d’'augmentation d’une famille libré62éncore libre. On doit donc
encore avoir, en vertu de la proposition 24.02d. U {xy} < Card%. Mais cette derniére égalité est équivalente+d < n.
On a ainsi montré par 'absurde q#é est génératrice.
< Réciproquement, s¥ est génératrice, alors on a, par application de la propas?.12Card.” = Card% et doncp = n
« Si.¥ est génératrice, alors en appliquant la proposition 2442, :Card.¥” = Card% et doncp = n.
= Supposons de plus que= n et montrons que” est libre. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il exjste” tel que
Xg € Vect (S \ {xo}). Par application du lemme de réduction d’une famille lié€724 \ {xy} est encore génératrice mais on a
alorsn—1 = Card-¥ \ {xg} = n ce qui contredit la proposition 24.12.
< Réciproquement, s¥ est une base alors elle est libre et dbaad.¥ < n et doncp = n.

Remarque 24.4 Comme on va le voir dans les exemples suivants, ce théorémmepée diviser par deux le travail a
entreprendre pour montrer qu’une famille est une baseld“@space vectoriel donné.

Exemple 24.8
— Reprenons le quatriéme point de 'exemple 24.4. Soit @dries vecteurg; = (1,0,1), e; = (1,-1,1) etes = (0,1,1)
et montrons que = (e, ez, e3) est une base d&’. On montre comme dans I'exemple 24.4 que cette famille lest. |i
On conclut en remarquant q@ard (e) = 3 = dimR3, donce est une base d&*. On n’a pas besoin de montrer qele
est génératrice de’ ! C'est automatique.
— Montrons que la famille® = (P1,P»,P3) avecP; =5, P, = 2X -1 et P3 = X? —4X + 1 est une base d&, [X]. On
commence par montrer que la famille est libre. Sotentr,, as € R tels quea; Py + oo P, + azP3 = 0. Alors azX? +
(202 —403) X + (bay —ap +a3) = 0. Un polyndme est nul si et seulement si ses coefficients sadstat on obtient
51 —aps+ag =0

le systeme X 2a, —4a3 =0 dont 'unique solution esty; = a, = az = 0. La famille est bien libre. De plus
Qa3 =0

Card (P) =3 = dimR, [X] doncP est une base d& [X].

Exemple 24.9

Montrons quék [X] est de dimension infinie. Pour touk N, posong, = (1,X,...,X"). On sait que pour toute N, E,
est libre etCard (E;;) = n+ 1. Supposons qu [X] soit de dimension finie € N*. On sait quek [X] contient une famille
libre, E,,+1 qui est de cardinat + 1, ce qui est impossible. Dori¢[X] est de dimension infinie.
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Bio 21| Hermann Glnther Grassmann, né le 15 avril 1809 a Stettioetle 26 septembre 1877 a Stettin (AIIemagllwe).

Hermann Grassmann est le troisiéme enfant d’'une famille
de douze. Son pére enseigne les mathématiques. Deval
pietres qualités intellectuelles de son fils (mémoire pealdia
trouble de la concentration, ...), il pense faire de lui un j
dinier ou un bijoutier. Hermann Grassmann se rend néanmc
a Berlin en 1927 pour étudier la théologie. Peu a peu, il se p
sionne pour les mathématiques qu'’il découvre au travers
ouvrages écrit par son péere. En 1830, il retourne dans sa
natale en tant que professeur de mathématiques. Ayanoraté
examen, il ne peut enseigner que dans les premiéres cl

du secondaire. Il commence en méme temps ses recherfl
en mathématiques. En 1840 il recoit I'habilitation a enseig §
dans les différentes classes de lycée et en 1844, il pu
son ouvrage majeurDie lineale Ausdenungslehre, ein neugl
Zweig der Mathematik Grassmann y donne les fondemenjg
de l'algebre linéaire. Son idée est de mettre I'algebre au s
vice de la géométrie. Il articule les choses autour de laonot
de vecteurs. Cette citation est éclairante sur ses mativati
« La premiére impulsion est venue de considération sur {a s
nification des nombres négatifs en géométrie. Habitué a
AB comme une longueur, j'étais néanmoins convaincu g
AB = AC + CB, quelle que soit la position d&, B,C sur une
droite ». Il introduit les notions d'indépendance linéaide
sous-espace vectoriel, de base et de dimension. Ses éatits s
confus et difficiles a suivre, aussi le livre n'aura que peledieurs. Grassmann est trés frustré de ce fait car il pense
gue son travail est révolutionnaire et qu’il mérite un pastauniversité. Il écrit une seconde version de son livre

gu’il publie en 1862. Mais malgré ses efforts de présentatitie ne connait pas plus de succés que la premiére.
Aigri, Grassmann se tourne alors vers la linguistique etegle Sanscrit et le Gothique. Grace a d'importants

travaux de traduction, il entre enfin a l'université. |l fatendre 1888 pour que le mathématicien Giuseppe Heano
reprenne le travail de Grassmann et en précise toute lagporté

24.3 Dimension d’'un sous-espace vectoriel

On va maintenant étudier ce que la notion de dimension aggarts I'étude des sous-espaces vectoriels.

24.3.1 Dimension d’'un sous-espace vectoriel

THEOREME24.15 © Dimension d’'un sous-espace vectoriel
SoientE un espace vectoriel de dimension fini@t F un sous-espace vectoriel HeOn a :

1 F estde dimension finie { dimF < dimE |.

2 |(dimF=dimE) < F=E |

Démonstration

1 SiF=1{0}, le résultat est immédiat. Sinon, notdnsensemble des familles libres de L est non vide caF est non trivial
et un vecteur d€ a lui seul constitue une famille libre & Toute famille libre dé& est une famille libre d& donc posséde
au plusn éléments. Notong = max{Card.# | .# € L}. On a doncp < n et si une famille libre¥ deE vérifie a la fois :
Card¥ =p et Zel alors nécessairemesf est une base de En effet :

o Zestlibre.

o ¥ estgénératrice de Si ce n'était pas le cas, alors d’aprés le lemme d’augmentdtune famille libre 24.6,
il existerait un vecteux € F tel que.Z = .2 u {x} soit encore libre. Mais? € L etCard.Z = p +1> p ce qui
constituerait une contradiction. La familté est donc nécessairement génératrice et est donc une base de

2 Le sens indirect est trivial. Réciproquementdish F = dimE alorsF possede une basé de cardinal. Mais % est, par
application de la proposition 24.14, aussi une base efedonc F =Vect (%) =E.
On utilise tres souvent cette propriété...Elle permet diséli par deux le travail a effectuer pour montrer que dewsso
espaces vectorielsetF sont égaux. D’habitude on montre gele G puis queG c F. |l suffira donc de montrer la premiere
inclusion puis que les deux sous-espaces ont méme dimension
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PLAN 24.4 :| ...pour montrer que deux sous-espaces vectdretl& sont égau*

1 On montre QU& c G
2 On montre queimF = dimG
3 AlorsF=G

Exemple 24.10S0itE = R* et
F=Vect((1,1,A,3),(0,1,1,2)) G={(x,,2,0) €E|x—y+2z=0,x+2y—t=0}

Cherchons & quelle condition sue R a-t-onF=G?

— Supposons tout d’abord qfe= G. Alors (1,1,A,3) € G et doit satisfaire en particulier I'équation- y + z = 0. On
trouve alors que = 0.

— Montrons que sih = 0 alorsF = G. On sait queF = Vect((1,1,0,3),(0,1,1,2)). Les vecteurd1,1,0,3),(0,1,1,2)
engendrentF et ils sont non colinéaires donc ils forment une famille dibPar suite, c’est une base #@e
et dimF = 2. Par ailleursG = {(x,y,z,1) € E| x—y+z=0x+2y—t =0} = {(x,3,y—x,x+2y) | x,yeR} =
Vect((1,0,-1,1),(0,1,1,2)), on montre alors de la méme fagon qu’avant glimG = 2. De plus (1,1,0,3) et

x-y+z =0 .

donc(1,1,0,3),(0,1,1,2) € G et commeG est un sous-espace vectoriel,
x+2y—-t =0

F =Vect((1,1,A,3),(0,1,1,2)) = G. Enfin, commealimF = dim G on obtientF = G.

(0,1,1,2) vérifient le systém%

24.3.2 Somme directe

Le théoréme suivant sera souvent bien commode pour monkeait@ux sous-espaces sont supplémentaires.

THEOREME24.16 © Un caractérisation de la supplémentarité en termes de bases
SoientE un espace vectoriel de dimension finietF, G deux sous-espaces vectorielsdaunis d'une basges, ..., ep)
pourF et d’'une bas€f,..., f;) pourG. On a équivalence entre :

1 FetG sont supplémentaires daRsE=F & G.
2 #B=(e...,ep fi,..., fy) estune base d&

Démonstration
— Prouvons le sens direct. On suppose e & G.

» Montrons que? estlibre : soiendy,...,ap,ap+1,...,0, des scalaires dé tels quexy ey +...+apep+api1 fi+...+anfg =0.
On a alors x = aje; +...+apep = —(Ap41 f1+... + an fy). Commee est une base d& on ax =aje; +...+apep €F et
commef est une base de, on a :x = - (ap+1f1 +...+ anfq) € G. MaisF etG étant en somme directe, on Bn G = {0} et
doncx = 0. Commee est une base deet f une base de, ceciimplique queq =...=ap =ap+1 =...=a, =0 et donc que
A est libre.

« Montrons queZ est génératrice dé. Soitx € E. CommeE = Fa G, il existe un vecteur, € F et un vecteur, € G tels que
x=x1+x2. Deplus :

— Commee est une base deet quex; €F, il existeay,...ap € K tels quex) =ajey +... +apep.
— Commef est une base de et quex; € G, il existefy,...pq € K tels quexy =p1 fi +... +Bgeq.
Par conséquentc= x1 +xp = ajey +... +apep +P1 fi +... +Pgeq € Vect (%) et A est donc bien génératrice He

On a ainsi prouvé qués est une base d&

— Prouvons la réciproque. On suppose gliest une base d&

* OnafFnG={0}. En effet six e FNG alors il existexy,...,xp €K etyy,...,yqg €K tels quex = xje1 +... + xpep = y1 fi +... +
Vqfq. Mais alorsxyey +...+xp —y1fi —...— yqfq = 0. Mais la famille# est libre donce; =...=xp=y1=...=yg=0et
x=0.

» OnakE=F+G. En effet, six € E alors commeZ engendr&, il existexy,...,xp €K ety,...,yq €K tels que

x=xie1+...+xpep+y1fi+...+yqfg€eF+G.

eF eG

DoncE=F&G.

COROLLAIRE 24.17 © Dimension d’'une somme directe
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. SoiBntet E, deux sous-espaces vectoriels¥leSi E; et E, sont
supplémentairesE = E; & E,, alors

dimE =dimE; + dimE; |J.
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Démonstration CommeE est de dimension finie, il en est de méme de ses deux souseespgiplémentairds etE,. Posons
n; = dimE; etny = dimE;,. Il existe donc une bas;,...,en,) deE; et une baséfi,..., fn,) deEz. D'aprés la proposition
précédentdees,...,en,, fi,---, fn,) €St Une base deet est donc de cardinal= dimE. Par suite dimE; +dimEy =m +np=n=
dimE.

COROLLAIRE 24.18 © Existence d’'un supplémentaire en dimension finie

SoitE un espace vectoriel iSi F est un sous-espace vectorielilalorsF posséde des supplémen-
taires dang.

Démonstration SoitF un sous-espace vectoriel HeCommeE est de dimension finie il en est de mémeFdetF posséde donc
une basée,...,ep) ol p = dimF. D'aprés le théoréme 24.10, on peut compléter cette basaebasde,,...,ep, f1,..., f4) de
E ou g est un entier tel qup + g = dimE. Posonss = Vect ({fi,..., f4}). Montrons que& etG sont supplémentaires daBsLa
famille (f1,..., fq) est libre comme sous-famille d’une famille libre et elle endreG par construction. Donc c’est une baseGle
Donc d’apres le théoreme 24.16, on sait §u€F & G.

G F

FIGURE 24.1 — Deux supplémentairésetH d'un s.e.VF

/\ Attention 24.11 Il ne faut pas parle supplémentaire d’un sous-espace vectoriel. Il en existgéméral une

. Voir I'exercice 24.58 page 930.

THEOREME24.19 ©QO® Dimension d'une somme de sous-espaces vectoriels, formdie Grassmann

SoientE unK-espace vectoriel de dimension finieet G des sous-espaces vectorielssdaors :

dim (F + G) = dimF + dim G — dim (FN G) |

Démonstration

Comme qué&n G est un sous-espace vectorielidet queE est de dimension fini&n G posséede, par application de la proposition
précédente, un supplémentdaitadansF. Montrons qué’ est un supplémentaire dedansF + G, c'est-a-dire qu&’ @ G=F +G.

e Soitxe F'nG. CommeF' cF, xe FnG et comm&’ etFnG sont supplémentaires,= 0. DoncF nG = {0}.

* Soitx € F+G. Il existe doncx; € F etx; € G tels quex = x +x. Commex; €F, il existex] e F' etx] € FnG tels quex; = x +x7 .

Par conséquent :
x=x + % +x
~— M~ =
€F' eFnG €G
N !
eG

et doncx e F' + G. Ce qui prouve qUE' + G=F +G.
On a prouvé qu&’ G = F+ G. D'aprés le théoréeme 24.17, on dim (F+G) = dim (F'®G) = dimF + dimG. Mais comme
FeFNnG=F, on a aussidimF +dimFNG =dimF et donc dimF + G = dimF + dimG -dimFnNG.

(COROLLAIRE 24.20 © Caractérisation des supplémentaires
SoientE unkk-espace vectoriel de dimension finkeget G des sous-espaces vectoriels5d©n a équivalence entre :

1 F etG sont supplémentaires daRs
2 FnG={0} etdimF+dimG = dimE.
3 F+G=EetdimF+dimG=dimE.

Démonstration

907



FNnG

Fi

FIGURE24.2 — Dimensiondé+G :F=F,®(FNG) etF+G=GoF,;

*(1 = (2 SiF etG sont supplémentaires daBsil est clair que&n G = {0} et, d’apres la proposition 24.17, quéimF +dim G =
dimE.

*(2 = (3 Il suffit de montrer qué& + G = E. Mais d’apreés la proposition 24.19, on dim (F + G) = dimF+dimG—-dim (FNG) =
dimF+dimG = n=dimE carFnG = {0}. Par conséquent, d’apreés la proposition 24.15, oh-aG =E.

(3 = (1 ll suffit de prouver qu& n G = {0} ce qui provient de dimFNG = dimE —dimF - dimG = 0.

Remarque 24.5 La formule de Grassmann permet de diviser par deux le travefilectuer pour prouver une supplé-
mentarité.

Exemple 24.12Reprenons le second point de I'exemple 23.15 page 856. DEmpateE = R3, on considére la droité

. s X+y- =0 s .
donnée par le syste e2 0 et le planG d’équationz = 0. Montrons queE = F& G. On a déja vu qué et
X—-y+z =
x+y-z =0
G sont bien des sous-espaces vectorielB.dee vecteur(x, y,z) e FNG si et seulement s 2x—y+z =0 qui admet
z =0

comme unique solutiofo,0,0). Doncdim (FNG) = 0. De plusdimF +dimG =2+ 1 = dimE. On en déduit, d'aprés le
corollaire précédent, que=F & G.

24.4 Applications linéaires en dimension finie

Dans cette section, on s’intéresse aux implications detiamde dimension en ce qui concerne les applications ligéai

24.4.1 Bases et applications linéaires

La proposition suivante permet de comprendre qu’une agic linéaire entre un espace vectoriel de dimengiat
un autre de dimensiom est entierement déterminée par une famillerde scalaires. Cette famille de scalaires, rangée
convenablement dans un tableau, forme ce qu’on appellesalég@rochain chapitre une matrice.

THEOREME24.21 © Une application linéaire est entierement déterminée par kvaleurs gu’elle prend sur une
base
SoientE etF deuxK-espaces vectoriels. On suppose que :

@ e=(ej,...,ey) €st une base d&
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@ f=(f,.... f») est une famille de vecteurs @e
alors il existe une et une seule application linéait& — F telle que :

Vie[l,nl, u(e)=fi ()

Démonstration
o Soitv:E — F une autre application linéaire vérifiart). Prouvons quex = v. Soitx € E. Commee est une base dg

il existe des scalairasy,...,a, € K tels quex = 22:1 ayey. Parlinéarité, on a :

n n

u(x) = u(z O‘kek) =kz oguler) =3 oxfr
=1

k=1 k=1
et
n n n
v(x) = I/(Z (xkek) =Y opvier) =Y opfi
k=1 k=1 k=1
Par conséquenty(x) = v (x) etu=v.

. On construit une application: E — F satisfaisantx) de la facon suivante. Saite E. Il existe un uniquei—uplet
(AL,...,An) e K" tel quex = 22:1 agey. Posons alors (x) = ZZ:1 \; fi. u est bien définie car le—uplet(\1,...,\,) associé a
est uniqueu est de plus linéaire. Sait = Y7 _, X ey et soienty, o’ € K. On aax+a'x' =Y} _, ((x)\ e+a )\’k) ey et par définition
deu:

n

ulax+o'x’) = Z(a)\k+a’)\'k)fk
k=1
n

n
Z (X)\kfk+ Z (X’)\lkfk
k=1

k=1

au(x)+a'u(x').

On a de plus bienvke [1,n], u(e)= fx-
Remarque 24.6 SoientE etF deuxk-espaces vectoriels. Soiemt £ (E,F), x € E ety = f (x). On suppose que :
@ e=(e1,...,e,) €stune base d&

@ f=(fi,.., fin) estune base de

@ Il existe une famille de scalairés; ;) dek telle que Vie[l,nl, u(e)=X", o;f;.

i€[1,nl,jell,m]

n m
Dans labase, x= ) x;-e; etdanslabasg, y= ) y;-f;
i=1 j=1

alors :Vje[l,ml, y;=2X5, a;-xi. D'apres la proposition, la famille de scalai(@xel-'j)i€Hl nl, jell,ml caractérise
complétement I'application linéaine Cette remarque est a la base de la théorie des matricesdgvetoppera dans le
prochain chapitre.

(PROPOSITION24.22 Caractérisation vectorielle de I'injectivité ou la surjectivité d’une application linéaire
Soite = (ey, ..., e,) Une base d& et f = (fi,..., f,) une famille den vecteurs d&. Soitu : E — F I'application linéair
telque :Vie[l,nl, u(e)=f;.Ona:

1 u estinjective si et seulement giest libre.

2 uestsurjective si et seulementfsest génératrice.

Démonstration QOO

1 Ona:
uestinjective < (Vxe€E, u(x)=0= x=0)
n
— V()\l,...,)\n)€|Kn, M(Z)\kek)zo - )\1:...:)\n =0)
k=1
n
— V(Al,...,An)EKn, )\ku(ek)=0 = A =...=Ay =0)
k=1
n
= (V(A,...,An)eK", Aefe=0 = )\1=...=)\n=0)
k=1

< festlibre
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2 Ona:

uestsuriectve < (VyeE 3JxeE: f(x)=y)

n
— (VyeF, I, AneK: (Z)\kek) y)
n
PN (VyeF, A, AneK: Z y)
n
= (VyeF, A,..,ApeK: Z Aefre = y)

< [ estgénératrice

| Remarque 24.7 C’est un excellent exercice que de refaire seul cette preuve

24.4.2 Dimension et isomorphisme

PROPOSITION24.23 © Deux espaces vectoriels sont isomorphes si et seulemensint méme dimension
SoitE unkk-espace vectoriel de dimension finieUn K-espace vectoriél est isomorphe & si et seulement elimF =
dimE = n.

Démonstration
- Supposons quE etF sont isomorphes. Alors il existe € < (E,F) bijective. Soit% = (e1,...,en) Une base d&. Alors
€ = (u(ey),...,uley)) est, d'aprés la proposition précédente :
e libre caru est injective.
e génératrice can est surjective.
% forme donc une base @eetdimF = Card% = n = dimE.
- Réciproquement, slimF = dimE = n, considérons? = (e, ...,ey) une base d& et% = (fi,..., fn) une base d&. On

définit une application linéaire entreE etF en posant Yie [1,n], u(e;)= f;. Par application de la proposition précédente,
uest:

« injective car¢ est libre.
e surjective cafs’ est génératrice.
Par conséquent est un isomorphisme dedansF.

COROLLAIRE 24.24 ©
SoitE unK-espace vectoriel de dimension finieAlors E etK” sont isomorphes.

Démonstration En effet, ces deux espaces vectoriels sont de méme dimension

(COROLLAIRE 24.25 Q )
SoientE; etE; deuxK-espaces vectoriels de dimension finie alors E, est de dimension finie et :

dim (E1 xEy) = dlmEl + dlmE2

J

Démonstration  Supposons quéimE; = n; € N etdimEy = np € N. Appliquant le corollaire précédent, on &y ~ K™ =
etE, = K. On montre facilement qu’alorsEj x Ey = K" x K2 = K™M*"2, Mais dimK™*"2 = ny + ny. Par conséquent :
dim (Eq xEp) = ny + ny.

2443 Rang

DEFINITION 24.8 QOO Rang d'une famille de vecteurs
SoitE unk-espace vectoriel de dimension finie. On appedteg de la famille de vecteut¥ = (ey, ..., e,) la dimensior]
du sous-espace vectoriel engendré.garOn notera rg.# = dimVect (%).

DEFINITION 24.9 QOO Rang d’'une application linéaire
SoientE etF deuxK-espaces vectoriels de dimension finie. On appalhg de I'application linéaire u e £ (E,F) la
dimension du sous-espace vectoftialu : rgu = dimVect (Im u).

PROPOSITION24.26 Q0
SoientE et F deuxK-espaces vectoriels de dimension finieue¢ £ (E,F). Si (ey,...,e,) est une base dE alors
rgu=rg(u(er),...,uley)).
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Démonstration Soit(ey,...,e,) une base dB. On almu = Vect(u(ey),...,u(en)). En effet :

yelmu <= 3JxeE: y=u)
n
— 3JAj,... ApeK: y:u(Z)\kek)
k=1

n

<= .o AeK: y= ) Agu(er)
k=1

< yeVect(u(ey),...,ul(en))

etrgu=dimImu =dimVect (u(e1),...,u(en)) =rg(uler),..., ulen)).

x Keru

u Imu

u(x) = u(xv)

FIGURE 24.3 — Formule du rangE =KeruoV etV =Imu

THEOREME24.27 OO0 Formule du rang
SoientE etF deuxk-espaces vectoriels ete & (E,F). On suppose que :

@ E est de dimension finie.
Alors on a laformule du rang :

dimE =dim Ker u+ dimImu =dim Keru +rgu

Démonstration CommeE est de dimension finie, d'aprés la proposition 24K&,u possede un supplémentaite Montrons
queG etImu sont isomorphes. Pour ce faire, montrons gig: G — Imu est un isomorphisme.

— ug est surjective : Soip € Imu. Il existex € E tel queu (x) = y. CommeE =Kerue G, il existex; € Keru etx; € G tels que :

x=x1+x2. Commeu(x;)=0,0na:y=u(x)=u(x;+x2)=u(xy)+u(x) = u(xy). Par conséqueng, possede un antécédent
pourug dansG. etug est surjective.

— ug estinjective : Soit € G tel queug (x) = 0. Alors x € Keru et doncx € GnKeru. CommeE =Kerue G, x =0 et doncug
est injective.

Par conséqueng etlm u sont isomorphes et, d'aprés la proposition 24.17, odimmim u = dimG = dimE — dim Ker f .

Remarque 24.8

— On montre dans cette preuve dueu est isomorphe a tout supplémentaire&@ew. Il faut bien prendre garde qu’en
général, siu est un endomorphism&er u et Imu ne sont pas supplémentaires. Essayez par exemple de trguver
endomorphisme d&? pour lequelm u = Ker u.

— Laformule du rang permet de connaitre la dimension du n(rgap. de I'image) da dés qu’on connait la dimension

de son image (resp. de son noyau). La encore, on dispose afilipuissant qui va permettre de beaucoup simplifier
les démonstrations.

/\ Attention 24.13 1 y a deux erreurs classiques & commettre en appliquartfethule. La premiére, grossiére, est de
prendre pouE I'espace d’arrivée de plutbt que son espace de départ. La seconde est d’'oubligridievqueE est de

dimension finie. En dimension infinie, la formule du rang wattsimplement pas de sens...En effet, u etIm u peuvent
étre de dimension infinie.

rRP  — R?

Exemple 24.140n considére I'application linéaire: { (632 — (x—y+zx—z

K Déterminons son image et
son noyau.
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— On sait quemu = {(x—y+z,x-2) | (x,3,2) €R®} = {x (LD +y(-1,0)+z(1,-1) | (x,¥,2) e R} = Vect(fi, f2, f5)
avecfi = (1,1), f2 = (-1,0) et f3 = (1,—1). Trois vecteurs dans le plan sont nécessairement liés. easwrsf; et
f> ne sont pas colinéaires. D'aprés le lemme de réduction daméle liée, on almu = Vect (fi, f2). On vérifie que
les vecteurs; et f, forment une famille libre. On a donc montré gy, /2) est une base denu et quelmu est de
dimensiore. On remarque que comnim u < R? et quedimIm u = dim R? alorsIm u = R? et u est surjective.

— On applique la formule du rang et on trouve glim Ker u = 1. Le noyau deu est alors une droite vectorielle et une
base de cette droite est formée d’un seul vecteur. On vétiéeligp, 1) € Ker u. DoncKer u = Vect(1,2,1).

~

(COROLLAIRE 24.28 © Caractérisation des isomorphismes
SoientE et F deuxK-espaces vectoriels de dimension finie tels direE = dimF et u € £ (E,F). On a équivalencg
entre :

1 uestinjective.
2 u estsurjective.
3 wuestunisomorphisme.

Démonstration Ona:
— u estinjective= Keru={0} = dimKeru=0 = dimImu=dimE=n = u est surjective= u est un isomorphisme.
— u est surjective—= dimlmu=dimE=n = dimKeru=0 = Keru={0} = u estinjective= u est un isomorphisme.

(COROLLAIRE 24.29 © Caractérisation des automorphismes
SoientE unk-espace vectoriel de dimension finieuet £ (E) On a équivalence entre :

1 uestinjective.
2 u estsurjective.
3 uestun automorphisme.

Démonstration C’est une conséquence directe de la derniére proposition.

THEOREME24.30 © Inverses a gauche et a droite
SoitE un espace vectoriel de dimension finie et un endomorphiseigE). On dit que

1. u estinversible a gauche si et seulement si il existe.(E) tel quevou =id;

2. u estinversible a droite si et seulement si il existe L(E) tel queuo w =id;

3. uestinversible si et seulement si il existe! € L(E) tel queuou™ =u~lou =id.
On a la caractérisation :

(u inversible a gauchp< (u inversible a droite < (u inversible)

Démonstration  Supposons qua est inversible a gauche et montrons quest bijective. Il existe dono € L(E) telle que
vou =idg. Alors vo u est bijective (c’est I'application identique!) et d’aprigsthéoreme 1.1 page 1141, on sait alors guest
injective. Mais d’apres la proposition de caractérisaties automorphismes, est bijective. On fait de méme siest inversible a
droite.

Remarque 24.9

— Laencore, on divise par deux le travail & réaliser pour neowju’une application linéaire € L(E) est bijective. Dans
le cas général, il faut exhiber une applicatioa L(E) tel queuo v = vou =idg. Si E est de dimension finie, il suffit
de montrer quero v = idg OuU quev o u = idg.

— Ce résultat est faux en dimension infinie comme le montretdgre-exemple suivant. Soi¥ I'espace des suites
réelles. On définit deux endomorphismes (le « shift »a gaathealroite) :

sgilao, a1,...) — (a1, a,...)

Sq: (ag, a1,...) — (0,a0, as,...)

Etudier 'injectivité, la surjectivité dag, s4. Calculersgos; etsqo sg.
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24.5 Reécurrences linéaires

On consideére les suites de nombres réels ou complexes mtligelation
VneN, auyio +buy +cu, =0 aveca#0.
Des liens avec la résolution de I'équation différentiellg’ + by’ + cy = 0 vont apparaitre. Il est donc bon de revoir le
théoreme 5.13 p. 211.
24.5.1 Structure de I'ensemble des solutions

Soitk = C ouR. On considére I'espace vectorietes suites a valeurs daks

(PROPOSITION24.31
Soita, b, etce K, aveca # 0.
L'ensembleF des suites d& vérifiant

VneN, aupip+ by +cuy, =0

| est un sous-espace vectorielitle

E — E

(Unlnen —  (Un)peN
On vérifie simplement qué est un endomorphisme @e On en déduit quE, en tant que noyau de, est un sous-espace vectoriel

deE.

Démonstration Pour cela on considére : { avecvneN, vy = aups + byl +cup.

PROPOSITION24.32
F est unk-espace vectoriel de dimensiearz.

F — K2
(Undpen —  (ug,u1)
On vérifie simplement qué& est linéaire. Maintenan® est injectif. En effet, soitu,) ,en € Ker ¥, on vérifie par une récurrence
double (Théoréme 8.3 p. 3081 €N, Hy, : u, =0.
On aHy etH; puisqueu e Ker¥ etVneN, (Hy, etH,.+1) = H;2) puisquea # 0.
On en déduit qu& est de dimension finie. Toute famille libre Hea pour image une famille libre d¢* puisque¥ est injectif.
Donc toutes les familles libres dfeont moins de deux éléments. C’est bien dire Bt uri -espace vectoriel de dimension finie

<2.

Démonstration SoitV¥ : {

24.5.2 Suites géométriques solutions

Comme pour les équations différentielles ou I'on cherctlag solutions de la forme — e, on va chercher des
solutions sous la forme de suites géométriques. La encorva travailler dan€ dans un premier temps.

On considére I'équation caractéristique
ar’+br+c=0.

Si r est une racine, alors la suit€?) ,en €St une suite dB.

PrROPOSITION24.33

Soita, b, etce C, aveca # 0.

» Sir etr, sont des racines distinctes de? + b r + ¢ = 0, alors les suitegr!") nen €t (1)) nen forment une base de
» Sir est une racines double der? + b r + ¢ = 0, alors les suite§ ™) ,en €t (1nr™) ey forment une base de

Dans les deux ca$,est un espace de dimensian
Démonstration w» Dans le cas des racines distinctes, les deux suites géquestront pour image p&t respectivemen, ri) et
(1,2) qui forment une famille libre d€?. Donc les deux suites géométriques forment une famille kbun espace de dimension
au plus deux, donc c’est une base.
» Dans le cas d’'une racine double, les deux suites ont pourdipag¥ respectivementl,r) et (0,r) qui forment a nouveau une
famille libre deC?.

Exemple 24.150n considére la suite de Fibonacci définie par
uy=0, uy =1, etvneN,uys2 = Ups1 + Uy.
L'équation caractéristique est — r — 1 = 0, elle admet deux racines distinctes

1-v5 1+v5
r= 5 etry = 5 .
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Doncil existe deux complexesetb tels quevn € N, u,, = ar'+br}'. Les conditions initiales nous donnent= 0= a+b
etu; =1=ar; +br,. On résout ce systéme ém b) pour trouver

1 1
a=-— etb=—,

V5 V5

soit

2 2

[

n
) ] Formule de Binet

24.6 Polyndmes

Comme promis, nous revenons sur les polynémes en nousattguis a I'aspect espace vectoriel qu'a I'aspect anneau.
Pour commencer, un rappel.

PROPOSITION24.34 © Structure de K [X]
(K [X], +,-) est un sous-espace vectorielldtespace vectoriédN des suites a valeurs dakis

THEOREME24.35 © Base canonique dés, [X]
Soitkk, [X] I'ensemble des polynémes de degré a coefficients dank. Alors :
o K, [X] est un sous-espace vectoriellg].

o La famille| (1,X,X?,...,X") | forme une base d,, [X] appeléeéase canoniquelelk, [X].

Démonstration

« Montrons quéK, [X] est un sous-espace vectoriellKl]. Soientp,Q € K, [X] et soienk, p € K.CommeK [X] est unk-espace
vectoriel,aP + pQ est encore un polynébme d@e[X]. Reste a montrer que ce polynébme est de degné On a clairement :
deg (aP) < degP < n etdeg(pQ) < degQ < n et appliquant le théoréme 21.4, on a adegj(aP +pQ) < max (degP degQ).

e Montrons que la famiIIél,X,XZ, ...,X™) estlibre : soienty, ..., an € K tels quaxg.1+ay X+... +a, X" =0. Transcrivant cette
égalité avec la notation initiale des polynémes, on a daag, :..,a5,0,...) = (0,...,0,0,...) et par identificationxg = =... =
a, =0 ce qui prouve que la famill@, X, X?,...,X") est libre.

e Montrons que la famiIIQl,X,XZ,...,X”) est génératrice dg, [X] : SoitP € K, [X]. Il existeay,...,an, € K tels queP = ag +
a1 X+...+apX". La famiIIe(l,X,Xz,...,X”) engendre donk ,, [X].

| Remarque 24.10 Nous avons démontré au passage djuek , [X] = n+ 1.

PROPOSITION24.36 © Famille échelonnée en degré
Soit. = (Py,...,Py) une famille de polynémes d¢, [X] telle que :

Vie[0,n], deg®P;) =i

alors. est une base de,, [X].

Démonstration  Soit \gPy + A1 Py +...+ A, P, = 0 une combinaison linéaire nulle dey). Supposons lek;. non tous nuls et
considérong le plus grand indice pour lequel . # 0. On aurait alor®, = —Zfz_ol ))\‘—;P ;- Le membre de gauche est un polynéme
de degrép et celui de droite un polynéme de degrep — 1. Contradiction. Donc la famille” est libre. Comme elle admet+ 1

vecteurs dans un espace vectoriel de dimensien, elle est aussi génératrice. C’est une basi glex].

Remarque 24.11 La famille (1, X-a) (X‘n—?)") forme une base de, [X] et(P (a),P’ (@),...,P" (a)) représente les
composantes de dans cette base.
C’est la formule de Taylor.

On démontre de méme :

(PrROPOSITION24.37 Famille échelonnée en valuation

e Soit. = (Py,...,Py) une famille de polynémes d¢;, [X] telle que :

Yie[0,n], val®;)=i

alors.¥ est une base de,, [X].
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e Soit.¥ = (P;) ey Une famille de polyndmes de[X] telle que :
VieN, val®;)=i

alors.” est une base de [X].

En résumé

Ce chapitre doit étre parfaitement maitrisé, il contieffédéntes notions fondamentales en algébre linéaire :

1 Familles libres, liées, génératrices. 5 Formule de Grassmann.
2 Bases.
L . . 6 Formule du rang.
3 Théoréme de la base incompléte.
4 Dimension. 7 Image d’'une base par une application linéaire.

Les démonstrations vous sembleront sans doute difficiles da premier abord mais la encore, petit a petit, vous allez
vous les approprier et vous comprendrez au final qu’ellespsaur la plupart trés naturelles. Il est important de bien le
assimiler et de savoir les refaire car les techniques égitise-serviront.
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24.7 Exercices

24.7.1 Famille libre, Famille liee, Famille génératrice
Exercice24.1 O
Montrer que les vecteurs suivantsRfesont linéairement dépendants :
1. u=(@1,0,1),v=(1,-2,3),w=(1,2,-1).
2. u=(1,2,-2),v=(2,0,-1), w=(1,-2,1).

Solution :
1. w=2u-v.

2. v=u+w

Exercice24.z O
DansE = .7 (R,R), montrer que la famill§f, g, h) est liée oif : x— 1, g: x — cos® x, h: x — cOS2x.

Solution : D’aprés la trigonométrie, onla=2g — f.

Exercice 24.Z Q
Préciser si les familles constituées des vecteurs suigsantdiées ou libres :

1. u=(01,2),v=3,1),w=(5,1).
2. u=(-10,2),v=(1,2,1),w=(0,1,1).
3- u:(10,—1,_4,10),U:(1,0,1,_2).

Solution :

1. u etv ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille li’eétant de dimension, cette famille est un
base deR? et nécessairement la famille, v, w) est liée.

2. On vérifie facilement que la famille., v, w) est libre.
3. Les vecteurs etv ne sont pas colinéaires, ils forment donc une famille libre.

Exercice 24.4 Q

Soient(a,b,c) € R3. A quelle condition les trois vecteuts, a, b),(0,1,c),(0,0,1) forment-ils une famille libre dans

R3?

Solution :  Soit(A, p,8) € R® tels que
A(,a,b)+u(0,1,c) +8(0,0,1) = (0,0,0)

OnentireA=0, aA +u =0 etbA +cu+8 =0, ce qui donné = u =& = 0. Par conséquert,(a, b, c) € R3, la famille es
libre.

Exercice 24.£ Q

SoitE unK-espace vectoriel et soieat, e2, es des vecteurs de tels que la famillge;, e, es) est libre. Posons :

fi=e1—ez, fo=e2+es3, f3= e —es. Montrer que la famillé 1, f», f;) est libre.

Solution : Soientoy, 00,03 € K tel quez?zla,-f,- =0. On a alors i (e1 — e2) + az (e2 + e3) + a3 (e1 — e3) = 0 ce qui
S’écrit aussi {a; +as) e] + (—a; + ) e2 + (a2 —a3) e3 = 0. La famille (e, e2, e3) étant libre, cette égalité n’est possi

ap + Oa3=
que si{ —ap+ 0o =0. L'unique solution de ce systéme est le triglgD,0). La famille(f:, f», f3) est donc libre.
a2 — 03 = 0

ble

Exercice 24.€
Prouver que la famillgsin, cos) est libre dans I&-espace vectorie¥ (R,R).

Solution :  Soienta,p € R tels quexsin+pcos=0. On a donc YxeR, asinx+pcosx=0. En particulier, six =0,
on obtient . = 0 et six = 3, on obtientx = 0. Il vient alors quex = = 0. La famille (sin, cos) est donc libre et ell
engendre un sous-espace vectoriel de dimerssians% (R,R), c’est-a-dire un plan vectoriel.

(D
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Exercice 24.7  ©
Dans leR-espace vectoriB= % ([0,2n],R), on consideére les quatre fonctions :

A [0,2n] — R B [0,2n] — R

L X —  COSX ’ X —  XCOSX
J02n — R fo2n — R

f3: { X — sinx fa: { X — xsinx

Prouver que la familléfi, f>, s, f1) est libre.

Solution :
SOit(O(l,O(z,(Xg,O(4) e R? tel queo; 'f1 + Qo 'fz + a3 f:o) + 0y 'f4 =0.0Onadonc:

Vxe[0,2n], ai-fi(x)+oaz-fo(x)+az-fz(x)+as-fi(x)=0,

Lo . . . Jog=0 .
en particulier, remplacant parx = 0 puisx = nt, on obtient le system% ! 0 puis remplagant parx = 3
] + 0T =
. . . Jag+Zay=0
puisx = 37" on obtient le system% 3T2

douvie[l,4], «;=0.
(Xg+37n0(4=0 !

Exercice 24.€ Q

Soientr, w € R tels quaw # 0. Dans leR-espace vectoriél = % (R,R), on considére les deux vectefrset f,» définis

par:
VxeR, fi(x)=e*sinwx et f>(x)=e  coswx.

Démontrer que la famillgfi, f>) est libre.

Solution :  Soientu, e € R tels que 1 fi + p2fo = 0. Cette égalité s'écrit aussi¥x € R, pie™*coswx +
Hze"*sinwx = 0. Pourx = 0, on obtient :u; = 0 et pourx = 7=, on a :pp = 0. Le couple(yy,y2) est donc nul ¢
la famille (f, f») est bien libre.

Exercice 24.¢  ©
Pour touta € R, considérons I'application

fa:{IR —

x — |x—al

Montrer que la familld fy, f1, f>) est une famille libre dang (R, R).

Solution :  Soientag,a;, a2 € R tels que -’Zi:o"‘ifi =0. Onadonc NxeR, aglx|l+ajlx—1]+ax|x—2|=0.

o) +200 =0
En prenant successivement 0,1 et2 dans cette égalité, on aboutit au systén{eao + a2 =0 dont I'unique
200 +0q =0

solution estag, a1, a2) = (0,0,0). La famille(fy, f1, f2) est bien libre.
Autre solution : On supposg # 0 eton dx| = —O‘—IO (a1 lx—1]+ a2 |x—2|). Or cette égalité est impossible car le men

de droite est dérivable en zéro et le membre de gauche ne@#iesDonax, = 0. On démontre de méme que=0 et
A = 0.

Exercice 24.1( Q
Les familles de fonctions suivantes sont-ils libres d#ng,R) ?

1. (fi,....fr)oun=2etvkel,nl,

R — R
fk:{ ex+k

x —_—
2. (fi,fo, f5) ouVke[1,3],
.. R - R
.fl . (x_k)Z

X +—

3. (fi,fo, 5, f1) OUVXER, fi(x) =1, fo(x) = x, f3(x) = x* et fy(x) = e*.
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Solution :
1. Puisquedx € R, e.e**! —e**2 = 0, on en déduit quea**', e**2) est lié, donc la famille est lié.

2. Soit(a, b, c) € R? tels que
VxeR, a(x—1%+bx-22+c(x—3)%>=0

alors puisque ce polynéme est nul, les coefficientsle, 1 du polynéme et de ses dérivées doivent étre nuls.
en tire
a+b+c=a+2b+3c=a+4b+9c=0 = a=b=c=0
Par conséquent, la famille est libre.
3. Soienta,b,c,d) € R* tels que
VxeR,a+bx+cx’+de*=0
On doit avoirvx e R,
d+(a+bx+cx’)e ™ =0
et en passant a la limite lorsque- +oo, on obtient quel = 0. En factorisant ensuite paf et en faisant tendie

X vers+oo, on trouve que = 0. Ensuite de méme = 0 et enfina = 0. La famille est libre.

Exercice 24.11  Q
On considére I'espace des suites compldxes¥(C), et deux complexed, k») € C? distincts. On note: la suite
géométrique de raisdn etv la suite géométrique de raisap. Montrer que la famill& = (u, v) est libre dan§g.

Solution :  Soit(A, ) € C? tels que\u+ pv = 0g. En examinant les deux premiers termes de cette suite, ovetgue

A+ =0
)\k1+}lk2 =0

et en résolvant ce systéme, que = 0.

Exercice 24.12  ©
Soit unkk -espace vectorid et une famille de vecteuta,, ..., a,) € E" libre. On définit les vecteurs

bl 2(11,192=d1+d2,...,bn:(11+"'+d”

Montrer que la familléb,,..., b,) est libre.

Solution : Soit(Ay,...,A\,) e K" tels que
)\11?1 +"'+)\nbn =0g

Alors
M+ +A)ar+ Ao +--+Apaz+--+ A1+ Ap)an—1 +Anan, =0

Comme(a,...,ay,) estlibre, on tire que
An=Ap+Ap1=--=Ap+--+A; =0k

et par conséquent que tous lgssont nuls.

Exercice 24.15 QO
SoitE =€ (R,R). Montrer que c’est uR-espace vectoriel. On consideére ensuite I'application

JE = R (ke[1,nl)
Pk - f — f(k)(o) ethn

Montrer que I'applicatiomp. est linéaire, puis que la famillg, ..., ¢,) est libre dans I'espaddk, R).

On

Solution : On montre qué&. est un sous-espace vectoriel @R, R). Il est aussi facile de montrer que les applications

@y sont linéaires. Montrons ensuite que la famille est libat &,,...,A,) e R" tels que
AM@1+-+ Ay =0LER)
En appliquant cette application linéaire a la foncign x — x* € E, on trouve que

Ak!=0

(car[xF1P)(0) = k! si p = k et[xF1P) (0) = 0 si p # k. On en déduit donc quék € [1, n],\i. = 0.
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Exercice 24.1¢ QO
Soit fi.(1) = ek*. Montrer que(fi, ..., f} est une famille libre dan% (R, R).

Solution : Soit(Ay,...,A,) € R tels que
VxeR, Aef+---+A,e™=0.

Alors

VxeR, )\1+...+)\ne(n—l)x:0 0
X——00

etA; =0. On recommence avec
VXER Ape* +--+A,_1e V¥ =0

ce qui donné, = 0 et ainsi de suite, on montre que tous les coefficients de ldgwison linéaire sont nuls. La fami

est donc libre.

Exercice 24.15 QO
Dans I'espace vectori€l= & (R,R), montrer que la famill8 = (x — 1,x — chx,x — ch2x,...,x — chnx) est libre.

nx

. o B . enx + e—nx e enx
Solution :  Au voisinage deroo, on a I'équivalenthnx = ——— = — (1 + e~ 2"¥) —
2 2 x—+00 2
carl +e 2n* —1. Soient, ...,a, € R tels que
—1+00
VxeR, og+ajchx+...+a,chnx=0
alors

nx nx

VxeR, ape ™ +ajchx)e ™ +...+a,ch(nx)e ™ =0.

En vertu de I'équivalent, pour totte [0, n],ch (kx) e”™* et ek=mx /2 et
—+00

ch(kx)e ™ ——
X—+00

0 sik<n
1/2 sik=n’

Donc la somme précédente ne tend weggie sia, = 0. On répéter fois ce raisonnement et on montre que= ... =

o, =0. La familleS est bien libre.

Exercice 24.1¢ VIV
SoitE unik-espace vectoriel étu,, ..., u,) une famille libre. Les familles

S=(u1—up,Up —U3,..., Up—1— Up, Uy — U1)

T=(u+up,...,up—1+ Uy, Uy + U

sont-ils libres ?

Solution : La familleS est liée car
(1 — uz) + (U — uz) + -+ + (Up—1— Up) + (Up — u1) = Og
Pour la familleT : Soit(Ay,...,A,) e K" tel que
AUy +up)+-+-+ Ap(up+ up) =0g
Comme(w,,...,uy) estlibre, il vient que
AM+A,=0g, A2+A1=0g,...,Ap1+A, =0k

Par conséquent, _
A=EDTIAG = D

Sin estimpair2\; = 0x et donc\, =0, puis alors tous les coefficients sont nulsnist impairT est une famille libre|.

Si par contren est pair, on vérifie que

n-1 X
> D g+ uien) + (=D (i + up) = Og
i=0

et doncT est lié.
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Exercice 24.1:7 QO
Dans I'espac& = & (R,R), on considére les fonctions définies jgare N*,

R — R
fi { x — sin(kx)
Montrer quevn € N*, la familleS = (fi,..., f,) est libre. On calculera d’abord pour, q) € (N*)?, l'intégrale :
1 [2n
—f sin(px) sin(gx) dx =84,

TJo

0Ud,, =1 sip=q etestnul sinon.

Solution :  Soit(p, q) € N*. On utilise la trigonométrie. Pour tont R :
1
sin(px) sin(gx) = " (cos((p—g)x)—cos((p+qg)x))

donc sip # q,

2n
=0

21
lf sin(px) sin(gx) dx = L sin((p—q)x) - L sin((p+q) x)
nJo 2n | p—q p+q 0
etsip = q alors

2n

P sin((p+ q) x)
p+q 0

27 1

21
lf sin(px) sin(gx) dx = if (1-cos((p+q)x)) dx=— =1.
nJo 21 Jo

2n

Montrons ques est libre. Soiend., ..., a, €R tels quey’ | a; f; = 0. Soitk € [1,n]. Par linéarité de I'intégrale, on a

n o [2T n
0=Y 2| fifidx=Y ;b= o
i=1 T J0 Pt

et ce pour touk € [1, n]. On en déduit qug est libre.

24.7.2 Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie

Exercice 24.1¢  Q
Vérifier si les vecteurs suivants forment une famille gétra@deRr3 :

u :(07171)) u2=(1;_1,0); u3=(1,0,2) et u4:(17_1)2)

Solution : La famille (uy, uz, us) est libre. En effet, si;,a,a3 € R sont tels quen uy + oz u +asuz =0 alors on a
o +az3=0
{oq ) =0 ce qui améne; = oy = a3 = 0. CommedimR3 = 3, cette famille engendr@® et il en est donc dp
05\1 +203 = 0
méme de la familléu,, uy, us, us)

Exercice 24.1¢  Q
Déterminer la dimension du sous-espace vectorig'dengendré par les familles de vecte@s u,, uz, us) avec :

1. w1 =(1,0,01), up=(1,0,1,0), u3 = (0,1,0,1), us = (1,0,0,1)
2. uy = (1,1,1,0), Uy = (lyly2y0)7 us = (0,1,1,1), Uy = (0,1,0,1)
3. uy = (ly—lyly_l)y Uy = (1,1,2,_2), us = (3y_lr4y_4); Uy = (0,—2,—1,1).

Solution :
(04] +a4=0
. . (g 5 + =0
1. Soienix; €R,i=1,2,3,4 tels quez‘i‘_l o;u; = 0. les scalairea; vérifient alors le systéem 10( +23 0
- 2 3 =
(00) +o04=0

On a une solution non nullgt,1,-1,-1). La famille est donc liée et engendre un espace de dimengiphiss.
On vérifie qu€luy, uz, us) est libre. Dans le systeme précédent ondai 0. On trouve alorsg = 0 puisas =0
etap = 0. Donc la famille(uy, uy, us, uy) engendre un espace de dimension

2. On vérifie quai, = uy — up + us. On montre de la méme facon que précédemment que la famjlle;, us) est
libre. DoncdimVect (uy, uz, us, ug) = 3.

3. Ona:us=2u; +uy etuy = uy — up. Les vecteursy, etu, ne sont pas colinéaires et forment donc une farille

libre. Par suitelimVect (u, uy, uz, us) = dimVect (uy, up) = 2.
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24.7.3 Bases et dimension d'un espace vectoriel

Exercice 24.2C ©
Posong, =(1,1,1), e, =(1,1,0), e3 = (0,1,1). Montrer quee = (e, e2, e3) est une base ae.

Solution :  Soientay,az,03 € R tels queae; + azes + ages = 0. Alors (o, a0,a3) est solution du systenje
o] + 02 =0

{oq +ay+a3=0 et on trouven; = oy = a3 = 0. La famille est donc libre. ComméimR? = #e, la famille e est und
[04] +a3=0

base dé3.

Exercice 24.21  ©
SoitE unik-espace vectoriel de dimensidmte = (e1, ez, e3) une base de. On pose :

f1=ez+263, f2=e3—61, f3=el+2e2

Montrer quef = (fi, f2, f3) est aussi une base He

Solution : SOient(Xl,(Xg,(Xg eR tels queoqf1 + O(gfg + (Xgﬁg =0. Alors oy (e2 +2e3)+az(e3—ey) +ag (e +2ex) =0 et
(a3 — ap) e1 + (a1 +2a3) e2 + (201 + a2) e3 = 0. Comme la famillez est libre, le tripletay, o2, as) est solution du systeme

—a2 +az3=0
{ o +203 =0 et on trouvex; = oz = az = 0. La famille est donc libre. Comm#mR3 = #e, la famille e est und
201 + 02 =0
base dé3.

Exercice 24.22  ©
SoitE unik-espace vectoriel de dimensidmte = (e1, e2, e3) est une base dé On pose :

f1=€1+262+2€3, f2=eg+€3

Montrer que(fi, f>) est libre et compléter cette famille en une basé de

Solution : Les vecteurs et f> ne sont pas colinéaires. lls forment une famille libre. Orifigéen procédant comme
dans I'exercice précédent que la fam{lég, fi, f>) est libre et forme donc une basekle

Exercice 24.2: Q

1. Montrer que les vecteufs = (1,2), f» = (-1,2) et f3 = (=3,5) forme une famille génératrice @8.

2. Exprimer un vecteur quelconquede coordonnées;, y) dans la base canonique comme combinaison linéaire
de ces vecteurs. Cette décomposition est-elle unique ?

Solution :

1. Les vecteurd et f, ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille librem@edimR? = 2 la famille
f=(fi, f2) est une base d¥&. Elle engendre dor® et il en est alors de méme de la famillg, f2, f3).-

2. Introduisons les deux vecteurs de la base canonigRedg = (1,0) ete, = (0,1). D'aprés ce qui précéde, il existe

a —-b-3c=x

a+2b+5c=y’

Ce systéeme admet une infinité de solutions et la décomposéitherchée n’est pas unique. Une d’entre elles est

donnée par exemple par= x/2+ yl4, b=-x/2+ yl4 etc=0.

a,b,c e R tels queu = xe1 + yey = afi + bfo + cfs. Le triplet(a, b, c) est solution du systémé

Exercice 24.2¢ v
Soient(xy, x2, x3) les coordonnées d’un vecteuidans la base canonique®e Exprimer les coordonnéég,, y», ¥3)
de ce méme vecteur dans la bas@&téormée des vecteurs :

€] :(1,1,0), 822(1y0y1)r 8?):(0;1;1)-

Solution :  On vérifie facilement que la famille,,,,€3) est une base d&. Il existe donc des scalairgs, y», ys tels
que :u= (x1,Xx2,X3) = y1€1 + Y2€2 + y3€3. En remplacant les vecteurs par leurs expressions, on obtient le systeie :

+ =53
A2 ! . . X2 — X3+ X1 —X2 + X3+ X1 X2+ x3—x1
n +y3=X2 quiameéne yl = 5 Y2 = 5 V3= 5
Yot+y3=Xx3
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Exercice 24.2¢ Q
Soient les vecteurs @& :

u=(-1,.,1), v=(,-1,1), w=(@1Q,1,-1) et x=(2,-3,1).

1. Prouver que la familleu, v, w) forme une basg3.
2. Quelles sont les coordonnéesdeans cette base ?

Solution :
1. Soientay,az,03 € R tels queoyu + v +asw = 0. Le triplet (og,02,a3) est solution du systéme| :
—ap+ox+a3=0
{ a1 —ap+0a3 =0 et donca; = o = ag = 0. La famille (u, v, w) est bien libre. Comma&imR3 = 3, c’est und
ap+az2—az3 =0
base deR3.
2. Lafamille(u, v, w) étant une base dg il existe(xy, x2, x3) € R3 tel que x = x; u+x v+x3w. Le triplet(xy, x2, x3)
—X1+xX+x3 =2
est donc solution du systén{e X1 — X2 +x3 =—3. Enle résolvant, on trouvg = -1, x, =3/2 etxs =—1/2. Les
X1+XxXp—x3 =1

coordonnées de dans la baseu, v, w) sontdonc|(-1,3/2,-1/2)

Exercice 24.2¢  ©
SoitE le sous-espace vectoriel #& engendré par les vecteurs= (1,1,0,0), e, = (1,1,0,1) etez = (0,0,0,1).

1. Quelle est la dimension &e?
2. Compléter cette famille en sorte d’avoir une bas&te

Solution :
1. Commees = e; — e1, la famille e n’est pas libre. Par contre, comme les vecteurst e, ne sont pas colinéairgs,
(e1, e2) forme une famille libre qui engendre enca@rpar le lemme de diminution d’une famille liée. On compléte

la base par des vecteurs de la base canonique.

2. Une solution peut étre de compléter la familie e,;) avec les vecteurf = (1,0,0,0) et f> = (0,0,1,0) de la base
canonique d&* . On montre facilement que la famille;, ez, f1, f>) est libre. CommeimR* = 4, elle forme ung

base dé*.

Exercice 24.27  Q
Dans I'espac&*, on considére les deux vecteifis= (0,1,2,1) et > = (3,0,1,1). Trouver deux vecteurg, f; tels que
la famille (fi, f>, fs, fa) forme une base d&*.

Solution : Les vecteurd et f, ne sont pas colinéaires donc la famBle= (fi, f>) est libre. On considére la base
canonique = (ey, ..., es) deR*. On vérifie facilement qus, = (fi, f>,e1,e2) est libre. Finalement, puisquémR* = 4,
et que I'on a trouvé une famille libre de cardinat, est une base.

Exercice 24.2¢  ©
1. Prouver quél, i) est une base di-espace vectoridl.
0
2. De méme, prouver que, j) est une base deou j = es .
3. Donner une base dL+espace vectoridl.

Solution :
1. Pour tout nombre complexe il existea,be R tels quez=ax 1+ b x i. La famille(1,i) est donc génératrice gle
C. Soienta,b e R tels queax 1+ bxi=0. On a alors forcement=b = 0. La famille (1,i) est donc libre. Lg
famille forme une base de. On en déduit qUE est unr-espace vectoriel de dimensipn
2. Soienta,b € R tels quea.1+ b.j = 0. On a alors a(1+cos %") + ibsin%" ce qui améner = b = 0. La famille
(1, j) est donc libre dans. CommecC est de dimensiop, (1, j) engendre&. (1, j) est donc une base de
3. Lafamille(1) forme une base da-espace vectoriél. Cette famille est trivialement libre. Sie C alorsz=z.1!
Et donc la familleg(1) est génératrice de. C'est donc une base deetC est unC-espace vectoriel de dimensipn
1.
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Exercice 24.2¢ (VIV)

SoitE unik-espace vectoriel muni d’une base (ey,...,e,). Pour touti € [1,n], on pose&; =e; +... +e;.

1. Montrer que = (g;) 1, fOorme une base de.
2. Exprimer les composantes d’un vecteuEd#anse en fonction de ses composantes dans

Solution :

1.

2.

n
Soit(ay,...,a,) € K" tel que)_ a;e; =0. On a alors
i=1

(qp+0p+---+ap)er + (@ +---+ap)es+...++aze, =0

qui conduit, de part la liberté dg a :
o +op+--+0, =0

o+ +0, =0
a,=0
etdonax, =...=o; =0.

SoitxeE. Onax=aye; +...ape, = )€1 +...a,€,. Onadonc :

! !/ I
<x1+0(,2+--- +(x’n— o
Q)+ + 0, =0

/

o, = ay
ce qui ameéne :
aj= o —ap
o),y =0p1 =0y
a,= ap

etlx=(a;—az)e; + (a2 —ag)ex+...+ (0p—1 — Q) €p—1 +Apey |

Exercice 24.3C OO
1. Vérifier queR muni de I'addition et de la multiplication par un rationnet enQ-espace vectoriel.
2. Montrer que
E= {a+ bV2+c¢v3,(a,b,c) € @3}
est unQ-espace vectoriel.
3. Trouver une base de

Solution :

1.

2.

On vérifie facilement qu@ muni de I'addition et de la multiplication par un rationnérifie les axiomes définis

sant unQ-espace vectoriel

Pour répondre a la question, il suffit de montrer Bugst un sous-espace vectorielRIEE est clairement no
vide et sioq,o’ € Q, u=a+bv2+cV3eE ety =d +b'v2+c'V3€E alorsau+a'u = ala+bv2+cy3)+
o (@ +b'vV2+V3) = (aa+dd)+(ab+d'b') V2 + (ac+d'c') V3 € E. L'ensembleE est bien un sous-esp4
vectoriel deR. On peut aussi remarquer qiie Vect (1,v/2,V/3).

. Montrons que la famille = (1,v/2,v/3) est une base de Elle engendre clairemeRt Soienta, b, c € Q tels qug

a+bv2+cv3=0.Alorscy3=—(a+bv?2) eten élevant au carté® = a® + 2b* + 2abv/2.
(a) Sia etb sont nuls, on a forcément 0.
(b) Sia=0 eth#0 alors3c? =2b? etc/b=+v/2/3 ce qui n’est pas possible calb € Q.

(c) Sia#0 etb=0 alors3c®> = a® etc/a =+/3/3 ce qui n’est pas possible pour la méme raison que préc4
ment.

(d) Sia,b#0 alorsv2 = (3c¢> - a* - 2b*) /2ab ce qui n’est pas possible ca ¢ Q.
En conclusiona = b = c =0 et la famille est libre. On a ainsi trouvé une bas&dpui est de dimensios.

b

dem-
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Exercice 24.31 QO
SoitR, [X] I'espace vectoriel des polynémes de degné. Soit.% = (Py,...,P,) une famille den+ 1 polynémes de
R, [X] telle que :
Vie[0,n], degP;=i.

Prouver que¥ est une base dg, [X].

Solution :
Pour toutk € [0, n], supposons que qug. = A\ Xk + Zf:‘(} )\l-'kX". CommedegPy = k, on a nécessairemeRy, # 0.
Soientay, ...,a, € R tels que X _, axPr = 0. Un polyndme étant nul si et seulement si tous ses coeffecantt nuls|

on aboutit au systeme :
AoOg +Ag 100 +Ag 200 +... +Agnoy =0
Ao +Ag 000 +.o. +App0,=0

An-10p-1+Ap-1,n0n =0

Ao, =0
qui est triangulaire, et comm#&k € [0,n], Ay #0, SOn unique solution est ke+ 1-uplet nul. Il vient :aqg =01 =... =
o, =0 et la famille# est libre. Comme elle est de cardinal égal a la dimensidt,dg], % est de plus génératrice e
R, [X]. On en déduit qu’elle forme une baseRjgX].

Exercice 24.3: VAV
Montrer# (R) etZ (R,R) sont de dimension infinie.

Solution :  Pour le premier cas, on considére pour taut N, la suitee(n) € #(R) qui s'annule a tous les rangs
sauf au rangn ol elle vautl. On considére aussi pour tout € N la famille de suite€,, = (e(0),...,e(m)). Pour
tout m € N, cette famille est libre. En effet, sk,..., o, € R sont tels quexye(0) + ...+ a,e(m) = 0 alors on obtient
(ag,...,0,,0,...) = (0,...) etdonc quexy = ... = o, = 0. Supposons que’(R) soit de dimension finia € N. La famille
E, estlibre et de cardinal+ 1 ce qui n’est pas possible. Do(R) est de dimension infinie.

Pour le second cas, on proceéde de méme en considérant pburetblles fonctionsf,, définies suR qui valento si
x # n etquivalentl six=n.

24.7.4 Sous-espace vectoriel de dimension finie

Exercice 24.35 Q
SoitF = {(x,y,z) €R® | x— y +2z=0}. Prouver qQué& est un sous-espace vectorielRfe en déterminer une base et
calculer sa dimension.

Solution :  CommeF = {(y—2z,y,2) | y,z€R} = Vect((1,1,0),(-2,0,1)), F est un sous-espace vectorielRfe La
famille ((1,1,0),(-2,0,1)) engendre& et les deux vecteurs la constituant n’étant pas colinéalle,est libre. Cette
famille forme donc une base #eetdimF = 2.

U

Exercice 24.3¢ Q
SoitF={(x,y,2) eR3 | x—y+z=0 et —-x-y+z=0}.
1. Montrer queF est un sous-espace vectorielffe
2. Trouver une base de En déduirelimF.

. — =0 — =0
Solution : Ona:{ Xmy+z {x y+z

-x-y+z=0 -y+z=0
{(0,5,9) | ye R} =Vect(0,1,1). F est donc un sous-espace vectorieRdet la famille constituée du vectew;1,1) en
forme une base. On en déduit giienF = 1. Le sous-espadeest la droite vectorielle de* dirigée paro,1,1).

doncF = {(x,y,2z) €R3 | x—y+2z=0 et —x-—y+z=0}=

Exercice 24.35  ©
Montrer que le sous-ensemble

F={(a+p,p,2a-P,—a) | o,p e R}

est un sous-espace vectorielfedont on déterminera la dimension et une base.

Solution : CommeF = {(a+p,p,2a—p,—a) |aeR,peR} ={a(1,0,2,-1) +p(1,1,-1,0) | o, P € R} = Vect (e, e2) 0oU
e1 =(1,0,2,—1) etey = (1,1,—1,0). On en déduit quE est un sous-espace vectorielkfe De plus, les vecteurs ete,
ne sont pas colinéaires et ils engendgerits forment donc une base #eetdimF = 2.
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Exercice 24.3¢ Q
DansR*, on considére le sous-ensemble

Fi={(x,5,20 eRrR* |2x—y+3z+1=0}

Montrer queF est un sous-espace vectorielffeet en déterminer une base.

Solution : Comme F = {(x,y,2,1) € R%: | 2x - y+3z+1t = 0 = {(x,2x+3z+1,2,1) | x,z,teR} =
Vect((1,2,0,0),(0,3,1,0),(0,1,0,1)). DoncF est un sous-espace vectorielkfe La famille(ey, ez, e3) ole; = (1,2,0,0),
e, =(0,3,1,0) etes = (0,1,0,1) engendr&. Montrons qu’elle est libre. Soient,az,as3 € R tels quex; e; +azes +azes =

(0§] =0
. . 2070 +300+03 =0 . . .
0. Le triplet (o, oz, az) Vérifie { <" 22 = o etdonau = az = a3 = 0. La famille est bien libre. Alorgey, ez, e3)
S
a3 = 0

est une base deetdimF = 3.

Exercice 24.37  Q
SoitF={(x,y,z,t) eR* | 2x—y+z— 1 =0}
1. Montrer queF est un sous-espace vectorielkfe
2. Trouver une famille génératrice de
3. En déduire une base Bepuis la dimension dB.

Solution :

1. On a : F o= AxypaeR | 2x-y+z-t=0} = {(x,pz2x-y+z)|x,y2zeR} =
{x(1,0,0,2) + y(0,1,0,-1) + 2(0,0,1,1) | x,y,z€ R} = Vect(e1,ez,e3) oU e; = (1,0,0,2), e; = (0,1,0,—1) et
e3 = (0,0,1,1). On en déduit a la fois queest un sous-espace vectorielfeainsi qu’une famille génératrice ¢le
F.

2. On vérifie facilement que la famille,, ez, e3) est libre. On en déduit que cette famille forme une base df
donc qualimF = 3.

Exercice 24.3¢
Dans I'espacé®*, on considére le sous-espace vectoFiel Vect{vi, v, vs,v4} 00 vy = (1,2,3,1), v> = (0,1,1,1),
v3 =(0,0,1,2), vy = (2,5,6,1) Trouver une base du sous-espace vectbriel

Solution : On remarque quey = 2v; + v2 — v3. Donc la famille est liée et d’apres le lemme de réductiomd’tamille
liée, F = Vect (v1, v2, v3). On montre facilement que la famillen, v2, vs) est libre et forme donc une base Hell
s’ensuit qualimF = 3.

Exercice 24.3¢  ©
On noteE I'espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivableR dansR. Soit un réeh € R. On noterF I'ensem-
ble des fonctiong vérifiant :
VxeR, f'(x)=af(x)

Montrer queF est un sous-espace vectorielitlet déterminer une base He

Solution : On applique le théoreme de résolution des équations difiéftes homogéene du premier degré sans segond

membre et les fonctiong solutions dey’ — ay = 0 sont celles de la formg : x — ae®* o« € R. On en déduit qup
F =Vect (x— exp (ax)) et que c’est un sous-espace vectoriekd# est alors clair que la familléx — exp (ax)) forme
une base dB et quedimF =1.

Exercice 24.4C  © )
Montrer queF = {f € 6> (R) | f" —2f"+2f =0} est un sous-espace vectoriekéle[R) et en déterminer une base. En
déduire la dimension de

Solution :  En appliquant le théoréme de résolution des équationgeiffélles du second ordre a coefficients gon-

stants, on trouve que= {x — (xcosx+Psinx)e ™ | o,p € R}. Autrement dit F =Vect(fi, f>) oU fi : x — cosxe™™ et
f>: x—sinxe . La famille (fi, f>) engendré&. On vérifie facilement qu’elle est libre. Elle forme donc wase de&
etdimF = 2.

Exercice 24.41 Q

MontrerF = {P e Ry [X] | P (1) = P (2) = 0} est un sous-espace vectorielRidX] et en déterminer une base ainsi que la

dimension.
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Solution :  Les polynémes d& sont de degré 4 et s'annulent enl et2. Par conséquent, ils sont de la forme
(aX?+bX +¢) (X-1) (X -2). Il sS’ensuit queF = Vect (P1,P,,P3) oUP; =X*(X—1) X-2),P, = X(X-1)(X-2),P3 =
(X-1)(X-2). On en déduit quB est un sous-espace vectorielRigX]. On vérifie facilement que la famill@,,P,, P3)

est libre. Siay,az,a3 sont trois réels tels que P; + a2Py + agP3 = 0 alors par intégrité de I'anneau des polynémes,
a1 X% + X +az = 0 ce qui n'est possible que &{ = o, = az = 0. La famille (P1,P,P3) forme donc une base de

Exercice 24.42  Q
SoitF I'ensemble des fonctions: R — R telles qu'il existea, b, c € R pour lesquels :

VxeR, f(x)= (ax2 +bx+c)sinx
1. Montrer qu& est un sous-espace vectoriel 4R, R).
2. Déterminer une base 8eainsi que sa dimension.

Solution :

1. F estengendré par la famife — x* sin x, x — xsinx, x — sinx). C’est donc un sous-espace vectorie/ieR, R).

2. Une base dE est donnée par la famille précédente : Soiefity € R tels que Vx € R, ax? sin x + fxsin x +
ysinx =0, alorsVx #0[n], ox?+px+y=0.Un polynéme du second degré est soit identiquement nalpepi
s'annule au plus que deux fois. Done- 3 = y = 0. La famille est donc libre. Elle est, par définition génécaly
et forme donc une base Baqui est alors un sous-espace vectoriel de dimerssiteE.

Exercice 24.4:  Q
Déterminer une base du sous-espace vecodel.7 (R,R) donné par F =Vect (fi, f>, f, f1) ou

firx—e*, foix—e ™, fy:x—chx, fi:x—shx.

. g . . . 1 1
Solution :  On vérifie facilement que la famillef,, f») est libre. De plus f; = > (h+f)etfa= > (fi - f2)- Donc pa

application du lemme de réduction d’une famille liée= Vect (fi, f>, fs, fs) = Vect (fi, f2). On en déduit qu’'une base
deF est(fi, f>).

Exercice 24.4< v
On pose :
fitx—x, fg:x-—>x2, f3:x—xInx, f4:x-—>x21nx

On pose aussiE =Vect (fi, f, f5, fa). Prouver qué est urR-espace vectoriel et déterminer sa dimension.

Solution : L'ensemblef s'écrit comme uNect, c’est donc un sous-espaced@dR’;,R) et donc urR-espace vectorie.
Soienta; € R, i € [1,4] tels quef = o fi +aofo +03f3 + aq fo = 0. La fonction f ainsi que toutes ses dérivées sont
identiquement nulles s@;. L'égalité f (1) = 0 amenex; + ap = 0. L'égalité f' (1) = 0 aménen; + 20, + a3 +0g = 0
etf" (1) =0 améen&a; + a3 + 3aq = 0. Enfin, f'"' (1) = 0 améne-as + 2a4 = 0. Le quadrupletay, oz, a3,a4) €St dong
solution du systeme formé par cegquations. On vérifie en le résolvant que sa seule solutiof,@s0,0). Il vient
donc quex; = oz = az = oy = 0. La famille(fi, f>, f3, fa) est libre edimF = 4.

Exercice 24.4¢ Q
Posong =Vect (fi, fz, f3) oul

2x

2
firx—e*, frix—e* et fyx—e*.

Montrer queF est un sous-espace vectoriel ##gR,R) et en donner la dimension et une base.

Solution :

L’ensembleF étant donné comme Wect, c’est un sous-espace vectoriel @eR,R). Soienta;,az,a3 € R tels que

afitozrfo+asfz=0.Onadonc ¥xeR, aje*+aze’* +az e* =0. En particulier, pour tout € R, en divisant pay
2

er
2X—X

.2 2
0:(0(1@" Y raze +O(3) o3

X—00
doncosz = 0. On a donc en revenant a la premiére égalité € R, ;e +aze’® = 0. De méme, on divise cette égalité

pare* et on trouve
0= (o1 +aze¥)

(061
X——00

et nécessairement = 0 ce qui amene aussp = 0 car la fonction exponentielle est strictement positive famille
(fi, fo, f5) est bien libre edlimF = 3.
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Exercice 24.4¢ QO
Soitp e N*. On considére le sous-ensembfg (R) de.” (R) des suitep-périodiques :

Sy R) ={(up) € LS ®) |YREN, Upip=un}

Montrer que¥), (R) est un sous-espace vectoriel de dimension fini&’dR) et déterminer sa dimension.

Solution : .7, (R) est stable par combinaison linéaire. C’est donc un souseesgectoriel deZ (R). Pour toutn € N,
notons « mod p »le reste de la division euclidienne deparp. Introduisons la famillé(u?,)) ie[1,p] d€ Suites données
par

VneN, u

i_ 1sinmodp=i
" ]o sinon

Cette famille forme une base d&, R). Sia;,...,a, € R sont tels que:lecx,- (ufl) = 0 alors il vient que la suite
(a1,...,0p,01,...,&p,a1,...) €St nulle et donc que, = ... = a, = 0. Donc la famille est libre. Considérons une syite
p-périodiquea = (ai, ..., ap, a, ..., ap, a,...) € %, (R). On peut écrire que = a; (u}) +...+ a, (ul;) et donc la famille
engendre” (R). En conclusion, c’est bien une basedg(R) etdim ., (R) = p. On aurait aussi facilement pu résougre
cet exercice en montrant que
o { Sp®) — RP
(wn)  —  (uos..., Up-1)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

24.7.5 Hyperplan

Exercice 24.47 QO
Soit uniK -espace vectorié, H un hyperplan d&, etH’ un sous-espace vectoriel HeMontrer que

HcH — H =HouH =E

Solution : Supposons quid’ # H. Alors il existea € H'\H. On sait alors, puisqug est un hyperplan qué® Vect(a) =
E. Montrons quél’ = E. Soitx € E, il existe(xy,\) € Hx K tels quex = xy + Aa € H' carH’ est un sous-espace vectotiel
deE.

Exercice 24.4¢ QO
SoitE unK-espace vectoriel de dimension finiegetin hyperplan d&. Montrer qu’il existe une forme linéaixe tel
queH =Kerg.

Solution :  CommeH est un hyperplan et qué est de dimension finigl admet un supplémentait® dansk et
dimD = 1. Soit v un vecteur formant une base Be Tout vecteurx € E se décompose de maniére unique soys la
formex = xp + av ol xp € H eta € R. On considére alors la forme linéaire donnéepér) =0 six e H ety (v) = 1.
L’applicationg est bien définie sk et vérifie par constructioker ¢ = H.

Exercice 24.4¢  QQ
SoitD une droite vectorielle &l un hyperplan d’ufik-espace vectoriek de dimensiom € N*. Montrer que sD ¢ H
alorsD etH sont supplémentaires dafs

Solution :

Le sous-espace vectoribl+ H contientH etD et est contenu darts doncdim (D+H) = n oudim(D+H) = n—1.
Sidim (D+H) = n—1 alors commelimH = dim (D + H), il vient queD +H = H et donc quéd < (D +H) = H ce qui
contredit 'hypothese formulée au sujetldeDoncdim (D+H) = n, ce qui prouve quB+H = E. De plusdim (DN H) =
dim (D + H) —dimH — dimD = 0, doncF nH = {0} d’ou le résultat.

Exercice 24.5C  QQ
SoitE uniK-espace vectoriel de dimension finieH, etH, deux hyperplans de avecH, # H,. Calculerdim (H; n
H,).

Solution :

Calculons tout d’abordim (H; + H,). Remarquons qué; + Hy est un sous-espace vectorielttiqui contientti;. On
a doncdim (H; +H») = n oudim (H; +Hy) = n—1. Sidim (H; +Hy) = n—1 alors, comme&limH; = dimH, = n-1
et queH; c H; + Hy, H, < H; + Hy alorsH; = H; + H, = Hy ce qui contredit le fait quEl; etH, sont distincts. Don

T
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dim (H; + Hy) =dimE = n. La formule de Grassmann ameatimmH; + dimH, = dim (H; + H,) +dim (H; nH,) et dond
dim (H; nHy) =2n-2-n = n-2. On peut aussi raisonner avec des formes linéaires. Cdmnest un hyperplan d
E, il existe une forme linéaire s, ¢ € E* non-nulle telle quél, = Kerg. Considérons la restrictiop de la forme
linéaireg au sous espad#,. Il est clair quap est une forme linéaire dé, : ¢ € Hy.

1)

1. 9# Oy - par I'absurde, sip =0, on auraitvx € Hy, (x) = ¢(x) = Ok et donc on auraitl, c H,. Mais puisque
dimH; =dimH; = n—1, on auraitl; = H, ce qui est faux d’aprés I’énoncé;
2. HinH, = Ker@ N
— Soitx € Hy nHy, $(x) = ¢(x) =0k,
— Soitx e Ker, xe Hy etp(x) = ¢(x) =0k etdoncxe HynHy ;
Nous avons donc montré qtig nH, est un hyperplan de I'espaktg et puisqualimH,; = n— 1, en utilisant le résultat
du cours, il vient quélim (H; nHy) = n—2.

Exercice 24.51 Q9
SoitE unk-espace vectoriel de dimension finie. Soidnin hyperplan eF un sous-espace vectoriel Heion inclus
dansH. Montrer quedlimFnH =dimF-1.

Solution : CommedimH = n—1, le sous-espace vectorie+ H deE est de dimension égalaoun—1. MaisF n’est
pas inclus danH, doncdim (F+H) = n. Par ailleurs, d’'apres la formule de GrassmdinF + dimH = dim (H+F) +
dim (FNH) donc :dimF+n—1=n+dim (FNH) ce qui prouve le résultat.

24.7.6 Sous-espaces supplémentaires

Exercice 24.52 O
Déterminer un supplémentaire Be Vect(u,v) oliu = (1,0,1) et v = (1,1,0) dansi®

Solution : Posonsw = (0,0,1). On Vérifie facilement que la famille:, v, w) forme une base de®. Donc, d’aprés I¢
cours les deux sous-espafesVect(u, v) €tG = Vect (w) sont supplémentaires daRs.

Exercice 24.5: Q
On considére I&-espace vectorid =R3 etu=(1,1,1) e R3; Posons :

F={(xy2) eR? | x+y-z=0} et G=Vect(u)

Prouver qué& etG sont des sous-espaces supplémentair&s de

Solution :  On aF = {(x,y,z) €eR® | x+y+z=0} = {(x,,x+y) | x,y €R} = Vect (v,w) avecv = (1,0,1) et w =
(0,1,1). On vérifie facilement que la famillg., v, w) forme une base d& doncF e G = RS.

Exercice 24.5¢ Q
DansE = R*, on considére I'ensemble

F={x,y,z,)eE|x=yetx—-y+1t=0}

1. Montrer qué&f est un sous-espace vectorielitjeet déterminer une base He
2. Déterminer un supplémentaire@léanskt.
3. Le supplémentaire trouvé est-il unique ?

Solution :
1. On aF = {(x,y,2,t) e EEx=yetx—y+t =0} = {(x,x,2,0) | x,ze R} = Vect(u,v) avecu = (1,1,0,0) et v =
(0,0,1,0). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils forrmenfamille libre. En conclusioriu, v) est|
une base de etdimF = 2.

2. Introduisons les vecteurs = (1,0,0,0) etW = (0,0,0,1). On montre facilement que la famille:, v, w,W) est
libre. Comme son cardinal est égal a la dimensioRtec’est une base d&* et siG = Vect (w,W) alorsF etG
sont en somme directe.

3. Ce supplémentaire n'est bien entendu pas unique. On endetta méme fagon que précédemment que
exempleG' = Vect((1,0,1,0),(0,0,0,1)) est un autre supplémentaireddansr*.
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Exercice 24.55 O
Soit I'espace vectoridl des polynémes a coefficients réels de degté On considére I'ensemble

F={PeE|P(0) =P'(0)=P'(1) =0}

1. Montrer quéF est urik-espace vectoriel, déterminer une bas€ éepréciser sa dimension.
2. Montrer que le sous-espace vecto@el Vect(1,X,1+X +X?) est un supplémentaire #edansk.

Solution :

1. Déterminong&. SoitP € F. PuisqueP(0) = P/(0) = 0, 0 est racine double (au moins) &@e Donc3Q € R[X] tel
queP = X?Q. En examinant les degrés, on obtient giggQ < 2. DoncQ = aX? + bX + c. Alors Q' = 2aX + b.

3 g
CommeP’ = 2XQ+X2Q’, etP'(1) = 0, on trouve quéa+3b+2c = 0. DoncP = X?(aX? + bX —2a— Eb) On vérifie
réciproquement qu’un polynéme de cette forme est #amonc

3 3
F={aX*+bx3-a+ Eb)xz; (a,b) e R?} = {aX* —2X?) + b(X3 - EXZ); (a, b) € R?} = Vect(P;,P,)

oUuP; =X*-2X2 etP, =X3 - EXZ' On vérifie qugP,,P,) est une famille libre (degrés distincts). C’est donc une
base d& et alorsdimF = 2.

2. On vérifie qudl,X,1+X+X?) est une famille libre (degrés étagés). C'est donc une baGeadi@lorsdimG = 3.
On montre ensuite quen G = {0}. SoitP € FnG. Alors commeP € G, il existe a,b,c € R tels queP = a +

atc =0
bX + ¢ (1+X+X?). Mais commeP € F, on a aussP(0) = P'(0) = P'(1) = 0 et on abouti au systémeb+c =0
b+3c =0

donc l'unique solution est le triplet nul. Dofc= 0 etF etG sont bien en somme directe. PuisqtimE =5 =
dimF+dimG, d’apres le courdi =FaG.

Exercice 24.5¢  ©
Dans I'espace vectori@&*, on considére les sous-espaces vectoriels

F=Vect((1,2,1,3),(2,0,0,1) etG={(x,,2,t) eR* | 2x+ y+2=0,x = y}

1. Déterminer les dimensions des sous-espaces vecloeed.
2. Montrer qué& n G = {0}.
3. Endéduire quR* =FeG.

Solution :

1. Par définitionS, = (fi, f>) est générateur de On vérifie que cette famille est libre. C’est une bas& é¢ dong
dimF = 2. Il faut déterminer une famille génératrice @e

G =1{x(1,1,-3,0) + £(0,0,0,1) | (x, 1) € R?}

Doncg, = (1,1,-3,0) etg, =(0,0,0,1) forment une famille génératrice @e On vérifie qu’il est libre. C’est dorc
une base dé etdimG = 2.

L . . 2x+y+z =0
2. On vérifie facilement que les vectelits2, 1,3) et(2,0,0,1) ne sont pas solutions du systegie
X =y
doncFn G = {0}.
3. D’aprés la formule de Grassmann, puisditaF + dim G = dimR* et queF n G = {0}, il vient quedim (F+G) =
dimE et donc qu& + G = E. On peut alors écrire que=F & G.

Exercice 24.57  ©
Soit unk-espace vectoridl de dimension finier. Soientf etG deux sous-espaces vectorielsideérifiantdimF +
dimG > n. Montrer que&F NG # {Og}.

Solution :  Utilisons la dimension d’une somme de sous-espaces velstori
dim(F+G) =dimF+dimG-dim(FNnG)

On obtient quelim (FNG) = dimF+dim G—dim (F+G) > n—dim (F+G). Mais commé& +G est un sous-espace vectofiel
deE, dim (F+ G) < n et donadim (F N G) > 0. On obtient finalement quén G # {0}.
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Exercice 24.5¢ (VIV)

SoitE unR-espace vectoriel de dimension finieetF un sous-espace vectoriel Bedifférent de{0} et différent de

I'espaceE. Montrer que? admet une infinité de supplémentaires dans
Indication 24.15 : Faire un dessin damé lorsquer est une droite vectorielle.

Solution :  Considérons une base @¢ (ey,...,e,) (ou p = dimF) et complétons la en une base Hepar deq
vecteursey.1,...e, € E. Pour toutt € R, posonsG; = Vect(tey + eps1,€p+2,...,e,). SOit t € R, montrons queés;
est un supplémentaire de dansgk. Il suffit pour ce faire de montrer qu@el,...,ep, tel+ep+1,ep+2,...,en) est|
une base d&. Soienta,...,a, € R tels queaje; + ... + ape, + apr1 (te1 + epr1) + Apsoepra + +...0ze, = 0 alors
(a1 + taps1) e1+...+UApep+Apr1€ps1 +Apr2eprz+...+Ane, =0 € COMMée, ..., e,) est libre, il vient quex; + ta 41 =
02 =...=Qp = Aps1 = Ups2 = ... = &, = 0 €t donc quex; = ... = a, = 0. La famille (ey,..., ep, te1 + €1, €p+2,..., €n)
est donc bien libre et comme son cardinal est égal a la dimemtgE, il s'agit bien d’'une base de. En conclusion
E=FeG;.

Sit # t' sont deux réels, alois; # G,. En effet le vecteue, + te; n'est pas élément de,. Si c’était le cas, alor
il existeraita,.1,...,a, € R tels queept + ter = apr1 (eps1 + 1'e1) + Aproepio + ...+ apey. AlOrs (ap1t’ —t) ey +
(ap+1—1) eps1 +Qps2epia+...+ape, =0. Lafamille(er, eps1, ..., en) est libre comme sous-famille d’une famille lif

donc en particulies,1t' -t =y —1 =0 ett = t', ce qui est contraire a notre hypothése de départ.

Exercice 24.5¢ Q00
SoitE unK-espace vectoriel de dimension finie. On consideet G deux sous-espaces vectorielsiklde mém
dimension. Le but de cet exercice est de montreffgelsz admettent un supplémentaire commun.

Montrer qué& n G admet un supplémentaifé (resp.G’) dansF (resp. dans).
Montrer qu&’ etG' sont de méme dimension.
MontrerF' etG' sont en somme directe.

En considérant une baselleet une base de', construire un supplémentaire commun @ G danst + G.

o A W N =

Répondre alors au probleme initial.

e

Solution :

1. Fn G est un sous-espace vectoriel®Blgui est de dimension finie car c’est le castleDoncFn G admet urn
supplémentair€’ dansF. On fait de méme pous'.

2. Commé& =FnGa¥F, ilvient quedimF' = dimF — dimFnG. De mémedimG’ = dimG-dimFnG. Le résulta
s’ensuit alors du fait que etG ont méme dimension. On notepa= dimF' = dimG'.

3. Soitxe F nG'. CommeF' cF et queG' c G, on axe FnG. MaisF' etFn G sont supplémentaires dome- 0.

4. Commer' etG' sont de méme dimensign ces deux sous-espaces admettent des lfasé$,..., f,) pourF’
et(g1,...,8p) pourG'. Considérons la famillé = (h1,...,hy,) ot pour touti € [1,p], h; = f; + gi. Aucun deq
vecteurs de cette famille n'est dais G. En effet, s'il existei € |1, p| tel queh; e FUG alorsh; € F ouh; € G.
Sih;=f;+gi€F alorsg; = f; — h; €eF. Doncg; e FnG. Mais g; € G' et les deux sous-espad&setGnF sont]
en somme directe, dorgg = 0, ce qui n’est pas possible car la famifene serait pas libre. On fait de méme
h; € G. Montrons maintenant que la familleest libre. Soiend,,...,a, € K tels quex; hy +...+ayhy = 0. Alors
le vecteurv = oy fi + ...+ apfp = — (181 +... +apgy) est élément d&' nG'. D'aprés la question précéder]
v=0etafi+...+apfp =181 +...+a, g, =0. Les famillesf etg étant libres, on en déduitque=...=a, =0
et donc quer est libre. PosonH = Vect (ha,..., hy). Il est clair quedimH = p. Montrons qué&¥ nH = {0}. Soit
xeFnH. Alors il existeay, ..., ap €K tels quex =Y"_ a;h;. MaisY!_ a;gi=x—-X" a;f; etdonc le vectey
Zle a;8; € FnG ce qui prouve que:f:1 «;g; = 0 car ce vecteur est aussi élément@eComme la familleg
est libre, il vient quex; = ... = «, = 0 et doncx = 0. F etH sont bien en somme directe. Enfin, puis@uest|
supplémentaire de dansF + G, doncdim (F+ G) = dimF + dimF' = dimF + p = dimF + dimH. DoncH est ur}
supplémentaire deé dansf + G. De mémeH est un supplémentaire @edanst + G.

5. On considére un supplémentditea F + G dansE. Il existe carE est de dimension finie. Montrons qties H
(vérifier que cette somme est bien directe) est un supplé@ineommun & etG dansE. Soitx € Fn (He H).
AlorsxeFetx=a+aouacH etaeH. Maisa=x-acF+H=F+G doncae (F+G)nH ce qui amén
a=0 etx = a. Mais comme nH = {0}, il s’ensuit quex = 0 et doncF etH & H sont en somme directe. De p
dim (He H) = dim (F+ G) —dimF+dimE—dim (F+G) = dimE—dimF. DoncF+ (He H) =E etE=Fe (He H).
On montre de méme quke= Go (He H)

Si

te,
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24.7.7 Rang d'une famille de vecteurs
Exercice 24.6C  Q
Déterminer le rang des famillgs,, v», vs, v4) de vecteurs de* donnés par :
1. »n=(@1,1,00),v,=(1,0,1,0),v3=(1,0,0,1),v4 = (0,0,1,1).
2. 1=(@1,1,0,0),v,=(1,0,1,0),v3=(1,0,0,1),v4 = (1,1,1,-1).

Solution :

1. La famille est libre donc son rang ést

2. Commevy = 11 + v — v3, d’aprés le lemme de réduction d'une famille liédmVect (vy, v, vs,v4) =
dimVect (v, v2,v3). La famille (v1, v2, v3) est une sous-famille de celle étudiée dans la premiére iqnest
qui était libre. Elle est donc libre. On en déduit que le raadadfamille es8.

Exercice 24.61  Q
Dans ler-espace vectorieF ([0,1[,R), on considére :

1+x 1-x
fitx—— frix—y/—
1-x 1+x

1
V1-x2

f3!X'—> f4:X'—>

X
V1-x2
Quel est le rang de la famillgh, f>, f3, f1) ?

Solution :
Pour toutx [Ot‘”’ f (0 = jl% =30+ fi(x) eth(x)= \/11—_% = f3(x) - fa (x) doncrg(fi, fo, f5, fa) = 18 (fs, fa) =2
car cette derniére famille est libre

24.7.8 Applications linéaires en dimension finie

Exercice 24.6: Q
. R* — R2
On considerey :
(x,y,2,t) — Q@Rx+yt-x)

1. Montrer queu est une application linéaire et détermifer u etIm u.
2. La famille{(u(1,0,0,0),u(1,1,1,1)} est-il libre dan®? ?

Solution :
1. On vérifie facilement que est linéaire. On a

2x+y =0

_ 1
Keru—{(x’y’z’t)ER |{—x +t=0

} ={(x,-2x,2,x) | x,ze R} =Vect (e, e2)

avece; = (1,-2,0,1) ete; = (0,0,1,0). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils forrmenbase d
Ker u. Alors dim Ker u = 2 et d’apreés la formule du rangjmImu = 2. Commelm u c R? et quedimR? = 2, il
vient quelm u = R? et donc que: est surjective.

D

2. Commau(1,0,0,0) = (2,—-1) etqueu(1,1,1,1) = (3,0) et que ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment
une famille libre der?.

Exercice 24.6: v
. ) R3X] — R3[X]
Soit6 : { P . XP'_2p

1. Montrer quéd est un endomorphisme &g [X].
2. Déterminefm®6 et en déduire le rang de
3. Donner la dimension déer 6 et détermineKer 6.

Solution :
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1. SiPeRs3[X], il est clair qualeg(XP' - 2P) < 3 et donc qué (P) € Rs [X]. Soientx,p € R etP,Q € Rs [X] alors
0 (aP +pQ) =X (aP +BQ) — 2 (aP +pQ) = o (XP' - 2P) +p (XQ' - 2Q) = o (P) +fO (Q)

doncH est linéaire.

2. SoitP = aX?® + bX? + cX+d € R3 [X]. On calcule qué (P) = aX® — cX—2d. DoncIm® = Vect (1,X,X?). La famille
(1,X,x3) étant libre, il vient queg = 3.

3. D’aprés la formule du rangim Ker0 = 1. Comme (X?) = 0, Ker = Vect (X?).

Exercice 24.64 Q
SoientacR etF={PeR,, [X] | P (a) =0}.

1. Prouver qué& est un sous-espace vectorielRjgX]. Déterminer sa dimension.
2. Déterminer un supplémentaire Bléansr,, [X].

Solution :

 RyXI — R
1. Posonﬁ.{ P — P

F est un sous-espace vectorielRjgX]. D’apres la formule du rangimF = dim Ker6 = dimR,, [X] — dimR = n.

2. NotonsG =Ry [X]. G est clairement un sous-espace vectorid gli] de dimension. On vérifie facilement qué
est en somme directe aecComme de pludim (F + G) = dimF+dimG = n+1 = dimR, [X], on aR, [X] = F+G.
En conclusionR, [X] =F& G.

. On vérifie facilement que est linéaire et surjective. De plis= Ker®. Donc

Exercice 24.65 QO
On consideére I'application linéaire

 RXI — RX]
) P — P+P'+P”

1. Montrer que 'endomorphismg est injectif.
2. Montrer que 'endomorphismg est surjectif.
Indication 24.15 : Pour montrer la surjectivité, étudier la restrictionglaR, [X] qui est un espace de dimension finie.

Solution :

1. Soit un polynéme € R[X] tel queP + P’ +P" =0, soitP = —(P' + P"). Si I'on suppose que # 0, on adegP <
degP -1, une absurdité. Dong est injective.

2. Soit un entiem € N. Notonsy,, la restriction dep aR,[X]. Alors, siP € R,[X], ¢,(P) =P +P' +P" € R,[X] car
deg(@n(P)) < max(degP,degP’,degP”) < n. Doncy,, est un endomorphisme &g [X] injectif, donc surjectif, ca|
R, [X] est un espace de dimension finie 1.
Soit alorsP € R[X]. Notonsn = degP. AlorsP € R, [X] et dondQ € R, [X] tel quep,(Q) =P. Mais alorsp(Q) =P
et on a donc montré qug est surjective !

=

Exercice 24.66¢  QQ
On définit I'application
 R3X] — RY
’ P —  (P(0),P'(1),P"(1),P"(2))
1. Montrer quep est un isomorphisme.
2. En déduire qu'il existe un et un seul polynbmeRs[X] vérifiantP(0) =1,P’(1) = 2,P"(1) = -1 etP"(2) = 1.

Solution :

1. Il est clair quep est linéaire. Montrons quéer ¢ = {0}. SoitP € R3[X] tel quep(P) = 0. Considéronsl = P —P(1).
CommeH(1) = H'(1) = H'(1) = 0, il vient que1 est racine d’ordré deH, doncH = (X-1)3Q et doncP =
QX -13+P(1). Mais en examinant les degrés, il faut e A € R d’ouP = A(X—1)> + a (aveca =P(1) € R).
CommeP(0) =0, a= -\ et doncP = A\((X-1)3 -1). Mais alorsP” = A\(6(X — 1)) et commeP" (2) = 1, il vient que
A =0 etdonc qué =0.

Commey est injective, et quaimR3[X] = dimR* = 4, ¢ est donc bijective.

2. Commey est bijective, I'élémentl,2,—1,1) posséde un unique antécédemtRs[X].
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Exercice 24.67 QO
On considere ul -espace vectori@ et un endomorphismee L(E). Soit un sous-espace vectofigleE. On suppose
queF c u(F).

1. On suppose queest de dimension finie. Montrer qugF) = F.
2. Trouver un contre-exemple lorsqeest de dimension infinie.

RX] — R[X]

P — P avecF = {XP ; P € E}.

Indication 24.15 : Pour la deuxiéme question, on pourra étudie{

Solution :

1. Considérons la restriction @deaF : u : F — E. Alors d’apreés la formule du rangim u (F) = dimV —dim Ker u <
dimV. CommeF c u(F), on a aussi quéimF < dim u (F). DoncdimF = dim u (F) etF = u(F).

2. Enconsidérati =R[X] etF = {XP ; P € B}, I'applicationu : P — P’ fournit un contre-exemple puisqu¢F) = E #
F.

Exercice 24.6¢  OQ
Soitf € £ (E,F) avecE etF deuxiK-espaces vectoriels tels gdien E = n etdimF = p. Dire, pour chacune des phrases
suivantes, si elle caractérise l'injectivité, la surjeité ou la bijectivité def :

. L'image de toute famille libre de par f est libre 7. L'image d’une base de parf est une base dé

1

2. In.lf =F . 8. L'image de toute famille génératrice Bepar f est
3. L'image d'une base de par f est génératrice de génératrice dE.

4. 1gf=n. .

5. L'image d’une base deé par f est libre. 9. 3ge L{EE), gof=idp
6

.18f =p. 10. 3ge £ (EE), fog=idr

Solution :

1. Supposons que I'image de toute famille libre est librenlans quef est injective. Considérons une basg
deE et un vecteux € E tel quef (x) = 0. Notons(xi,...,x,) € R" les coordonnées de dans la base. On
adonc:0=f(x)= Z:o xif (e;). Mais la famillee = (ey,...,e,) étant libre, il en est de méme de la famijl
(f(en),..., f (en). L'égalité précédente n’est donc vraie quassk ... = x, = 0 et alorsx = 0. On a ainsi montri
qgueKer f = {0} et quef est injective.

2. Silm f =F alorsf est surjective.

=

e

DV

—

3. Silimage d'une base = (ey,...,e,) deE par f est génératrice de alors montrons qué¢ est surjective. So
y € E. La famille (f (e1),..., f (en)) est donc génératrice de et il existe des scalaires,,...,a, € R tels qug
y=aif(e)+...+a,f(ey) = flare; +... +aney). Par conséqueng,= f (x) avecx = ayey +...+aey, €t f est
bien surjective.

4. Sirg f = n alorsf est injective. En effet, d’aprés la formule du rang, orlan E = dimKer f +rg f et il vient que
dim Ker f =0 c’est a dire qu&er f = {0}

5. Sil'image d’une base= (ey,...,e,) deE parf est libre dan§ alors montrons qué¢ est injective. Soik € E tel
quef (x) =0 et soit(xy,..., x,) les coordonnées dedans la basé. Alors0 = f (x) = X._, x; f (e;). On terming
alors comme dans la premiére question et on montrecgue c’est-a-dire qug est injective.

6. Sirgf = p alors par définition du rang d’'une application linéaitenIm f = p = dimF et donclm f = F. On
prouve ainsi qug est surjective.

7. Silimage d’'une base deparf est une base dealors en appliquant les résultats des questiprs5), il vient
quef est bijective.

8. Si I'image de toute famille d& par f est génératrice dB alors en particulier 'image d’une base deest|
génératrice dE et appliquant la questia) f est surjective.
9. Siil existeg e ¥ (RE) tel quego f =idg alorsg est surjective ef injective. Pour qu¢ soit surjective, il faudraft
supposer de plus quemF = dimE.
10. Siil existeg € & (EE) tel quef o g =idr alorsf est surjective eg injective. Pour qu¢ soit injective, il faudrai
supposer de plus quémF = dimE.

Exercice 24.6¢  QOQ
Soit unk-espace vectoriegk de dimension finien, un vecteurx, de E et un endomorphism¢ € L(E) tel que
(f (x0), f2(x0),...., f" (x0)) Soit libre.
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1. Montrer que la familléxo, f (xo),..., f" ' (xo)) est une base d&
2. Montrer quef est inversible.

Solution :
1. Soitag,...,a,-1 € K tels quer- a; f7 (xp) = 0. Alors f (X7 i f7 (x0)) = 0 ce qui s'écrit aussy. -} a; f* (xo).
Mais la famille (f (xo), f?(xo),..., f™(xo)) est libre doncog = ... = a1 = 0 ce qui prouve que la famille

(x0, f(x0), ..., f 1 (x0)) est libre

2. CommalimE = n, les familles(xy, f (xo), ..., " (x0)) et(f (xo), f*(x0), ..., f"(x0)) sont des bases de Commg
I'image de la premiére base pfiest la seconde basg est forcément inversible.

Exercice 24.7C QO
Soit unkk -espace vectori@ de dimension finiex et deux endomorphismés, v) € L(E). Montrer que

rgu+rgv<rg(uov)+n

Indication 24.15 :On pourra étudier la restrictiandeu alm v et montrer quém i = Im (uov) etKer & = Ker unIm v,
puis appliquer le théoréme du ranga

Solution :  Considérons la restriction de & lmv : i = um,. On Vérifie facilement quémuo v = Imu et que
Ker &z =Ker unImv. En appliquant le théoréme du rang don trouve que

dim (Imv) = dim (Ker u nIm v) +rg(uo v)
Mais dim (Ker unIm v) < dim (Ker u) et donc, en appliquant le théoréme du rang pguon trouve que

rgv<(n—-rgu) +rg(uov)

Exercice 24.71 Q9
Soit unk-espace vectorid et deux sous-espace vectofig/E, deE. Montrer que :

(AueL(E) |Keru=E; etlImu =E,) < (dimE = dimE; + dimE,)

Indication 24.15 : Pour la réciproque,construire une baseiden complétant une base Be. Définir alorsu en se
donnant 'image de cette base.

Solution :

- m : Le sens direct est une conséquence directe de la formuéhgudimE = dim Ker u+rgu = dimE; +
dimEg.

- m : SiE; = {0}, alorsdimE; = dimE doncE; = E. En posant: = id, on vérifie qua: convient. De méme $i
E, = {0}, u = 0 convient. Supposons maintenant gye- {0} etE;, # {0}. Alors, il existe une base;, ..., ep) deE; (ou
p =dimE,;). Complétons cette base en une bast de = (ey,...,ep,ep+1,...,e,). CommedimE; = n— p, il existe
une basg dek, de la formef,+1,..., fn). Définissons alora en se donnant I'image de la base

Vie[1,p],ule)=0, Vie[p+1,n],ule)=fin
Alors, Vx € By, u(x) =0 doncE; c Ker u. Soitx € Ker u, décomposons danse.
X=Xx1e1+--tXpeptApr1€pt1t+ -t Xpép

U(x) = Xps1 fp+1 + - + Xn frn = 0. Mais commef est libre, il vient quecy, =--- = x, =0 et donc quec € E; .
D’autre partImu = Vect(u(ey),..., u(en)) = Vect(fp+1,... fu) = Ea.

Exercice 24.7z2 QO
Soit un K-espace vectoriBlde dimension finie et deux endomorphismésg deE vérifiantfog =0 et f+g € GL(E).
Montrer queg(f) +1g(g) = n.

Solution :

— Commefog=0 alorsimg cKer f et d’apres la formule du rang f +rgg <rgf + dim Ker f = n.
— D’autre part, comm¢ + g € GL(E) alorsn=rg(f + g) <rgf+rgg carlm (f + g) cIm f +Img.
L’égalité est ainsi prouvée
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Exercice 24.75 QO
Soit unik-espace vectori@ de dimension finiex. On considére I'ensemble= {(u, v) € L(E)? | uo v = 0}. Déterminer
sup{rgu+rgv| (u,v) € A}

Solution : L'égalité uo v =0 amendm v < Ker u et donc d'apres la formule du rangu +rgv < rgu + dim Ker u = n.
Pouru=id etv =0, il y a égalité. Donq:sup{rgu +1gv|(u,v)EA}=n ‘

Exercice 24.7¢  QQQ
SoientE unik-espace vectoriel de dimension fimie: 2.

1. Démontrer que les homothéties sont les seuls endomarpsfsdeE tels que :
Vx€E, (x f(x) estune famille liée

2. En déduire que les homothéties sont les seuls endomorehi8eE qui commutent avec tout autre endomor-
phisme.

Indication 24.15 : Pour toutx € E, on pourra considérer une projection §att (x)).

Solution :

1. Les homothéties vérifient clairement la propriété inéiguRéciproquement, on sait par hypothése \que
E, 3\, € K | f(x) = Ax. Il s’agit donc de démontrer que I'on peut choisir le méxmeour tous lesc. Autremen
dit, si I'on choisit deux vecteurs ety, on peut prendri, = A,

» Si(x,y) estlibre, alors, comme (Ay.y—Ax) x+ (Axry —Ay) y =0 il vient quel,, = Ay = A,.
» Sinonx ety sont colinéaires et il existee R tel quey = ax et

f(¥) = f(@x) = Aaxax = af (x) = oAy x

et on peut prendrgy = A. On a ainsi montré que pour tout vectgwe E, f (y) = Ay. Doncf est une homothétle
de rapporh.

2. Considérong un endomorphisme déqui commute avec tous les endomorphismeB.dgoit x un vecteur nof
nul dek et soitll la projection dé& surVect (x) parallelement a un supplémentaire donn&ele (x) dansk (qui
existe calE est de dimension finie). ComnfeetIl commute, on a f(f (x)) = f (I1(x)) = f (x). Donc comme
T(f (x) € Vect (x), f (x) etx sont liés.x étant quelconque non nul, ce résultat est vrai pourtak \ {x}. Ce
résultat est aussi clairement vérifié par le vecteur nulpt&a la premiére question, on peut affirmer guest|
une homothétie. Réciproquement, une homothétie commatetaus les endomorphismeskle

Exercice 24.75 Q00
Soit f un endomorphisme d’uK-espace vectori@ de dimensiom. Pour toutp € N, on note :

K, =KerfP et I,=Imf?.
1. Montrer que :
VpeN, K,cKpi et Igcly.
2. Prouver qu’il existe un plus petit entier natured n tel que N¥Ni=r, K;=K;;1.

3. Montrer de méme que :
VYizr, I;=I;4.

4. Montrer que E=X; ®1,.

Solution :

1. Soitp €N et soitx € K,. Alors fP*! (x) = f (fP (x)) =0 carf” (x) =0. Doncx e KP*! etK, c K,.1. Considéron}
maintenany € 1,,,,. Alors il existex € E tel que :y = fP*1 (x) = fP (f (x)) et doncy €1, etl, .1 <1,

2. Pour toutp €N, K, © K41 donc :dimK, < dimK, et la suite(dimK,) est croissante. Comn¥g, c E, on a
aussi .dimK, < n. La suite(dimK,) est donc majorée. Appliquant le théoreme de la limite mamelle esf
convergente mais, ses valeurs étant entieres, cela éqaivdait qu’elle est constante a partir d’un certain rang
reN. r est le plus petit entier naturel tel qdé=r, X; =K;;1.

3. D’apres la formule du rang et le résultat précédent, ontre@uevi =r, 1;=1;,,.

4. Soity € K, nl,. Effectuons un raisonnement par I'absurde en supposant#oeAlors f” (y) = 0 et il existex € E
tel quey = f” (x). Il vient donc :f2" (x) = 0. Mais commey = f' (x) #0, il exister’ € [r +1,2r] tel quef™ (x) =0.
On adoncce K, etx¢K, ce qui contredit le fait que la suit&,) est constante a partir du rangOn en déduit
quey =0 et quek, N1, = {0}. Il vient alors que dim (K, + 1) = dimK, +dimI, = dimKer f" + dimIm f" = n par|
application de la formule du rang et de ce fat.+1, =E. En résuméE =X, &1,.
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Exercice 24.7¢  QQQ
Soit un espace vectoriglde dimension 3 et un endomorphismée E tel qua/?>=0. Montrer que

JaeE: 3feE*: Vx€E ux)=f(x)-a

Indication 24.15 : Traduire en terme d’image et de noyau la relatiér: 0. Introduire ensuite une base Ker u et la
compléter. Définiif & l'aide de cette base.

Solution : La relationu? = 0 donne quém u c Ker u (le montrer). D’aprés le théoréme du rang,
3 =dim (Ker u) + rg u < 2dim (Ker u)

ce qui implique quéim (Ker u) = 2. Sidim (Ker u) = 3, alorsu = 0 et le résultat est évident avée= 0 eta quelconque,
Supposons donc quBm (Ker u) = 2. Alors d’aprés le théoréme du rantjm (Im u) = 1. C’est une droite vectorielld :
Ja €k, a+#0 tel quelmu = Vect(a). Considérons une basa, e;) deKer u et complétons-la en une bage, e;, e3) de
E. Puisqueu # 0, u(es) # 0 et doncic € R tq u(es) = ca. Définissons la forme linéairg en se donnant I'image de |la
basee parf : f(e1) =0, f(e2) =0 et f(es) = c. Soit alorsx € E. Décomposons dans la base : x = xje; + x2e2 + X3es3.
Alors u(x) = xsca=xs f(es)a= f(x)a.

Exercice 24.77 Q00
SoitE unik-espace vectoriel de dimension finie et §o&L(E) un endomorphisme de rang 1.

1. Montrer qu'il existe un scalairee K tel quef? = \f.
2. A quelle condition sur le scalaibe (id— f) est-il inversible ? Calculer alot&l - f)~.

Solution :

1. Commergf =1, il existe un vecteue; € E tel quelm f = Vect(e;). On compléte le vectewr; en une basg
(e1,...,ey) deE. Commedm f = Vect (e1), pour touti € [1,n], il existeA; € K tel quef(e;) = A;e1. Doncf?(e;) =
fXje1)=AiAier =i f (e;). Six€E alors il existan,,...,a, €K tels quex=Y" | a;e; et

n n
FF=Y affen=MY aif(e)=Afx.
i=1 i=1

Posons alork = \,. On a bienf? (x) = Af (x) pour toutx € E.
2. Remarquons qug —id)(f +(1—A)id) = (A\—1)id. On en tire une condition nécessaire et suffisante pouidgtie

soit inversible : il faut et il suffit quéx # 1. On calcule alorsid - f)™! = ﬁ (f+1-=A)id) |

Exercice 24.7¢ Q00
Soit unk-espace vectorié de dimension finie: et deux endomorphismég, g) dek vérifiant :

fogof=fetgofog=g
1. Montrer quéE =Ker f ®Img.
2. Montrer quag(f) =rg(g) =rg(go ) =18(f°g).

Solution :

1. SoityeImgnXKer f. Il existex € E tel quey = g(x) = go fog(x)=go f(y) =0 caryeXKer f. DoncKer f etimg
sonten somme directe. Sait E, on écritx = [x— go f(x)]+ go f(x). Onaf (x—go f(x)) = f (x)— fogo f(x) =
f(xX)—f(x)=0doncx—gof(x) eKer f. Il est clair quego f (x) e Img. DoncE = Ker f +Im g. En conclusion, oh
abienE=Ker felmg.

2. D’aprés le théoréme du rangimE = dim Ker f + rg f et d’aprés la question précédentan Ker f +rgg d’'od
rgf=rgg. Commego fog=g,onaqudmgclm(gof) ce quiimplique quegg <rggo f. De méme, commie
Imgo fcImg alorsrggo f <rgg et on on obtient quesg =rggo f. On fait de méme pour la seconde égalit

()

Exercice 24.7¢ Q00
SoitE unK-espace vectoriel de dimension finieet u, v € L(E). On suppose que = Imu +Imv = Keru + Ker v.
Montrer que ces deux sommes sont directes.
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Solution: Ona:

n = dm(mu+Imv) carE=Imu+Imv
= dimImu+dimImv-dim ImunImv) d'aprés la formule de Grassmann
= n-—dimKeru+ n—dim Ker v —dim (ImunImv) d'aprés la formule du rang
= 2n—(dim (Ker u + Ker v) + dim (Ker unKer v)) — dim (ImznIm v) & nouveau d’apres la formule de Grassmann
= 2n—n-—dim (KerunKerv)—dim ImunImwv) carE = Ker u + Ker v

donco = dim (Ker unKer v)+dim (Im unIm v) et ceci n’est possible quedim (Ker unKer v) = dim ImunImv) = 0.
On en déduit que les deux sommes sont directes.

Exercice 24.8C Q00
On considére ulk -espace vectoriel de dimension finie et un endomorphisme(E). Montrer qu'il existe un auto-
morphismev € GL(E) et un projecteup € L(E) tels queu=vop.

Solution :  Si u est inversible, il suffit de prendre= u et p = idg. Sinon, notons = dim Keru. D’aprés la for
mule du rang, on ai—r = dim(Imu) . Considérons une base;,...,e;) de Keru et complétons-la en une bgse
e=(ey...,erer41,...,ey) deE. Posonsfri1 = uler+1),..., fn = uley). On vérifie que cette famille est libre. Soi¢nt
Or41,..-,0, € K tels quec, 41 fre1 + ...+ apfn = 0 alors u(oy 1641 +...+ayey) = 0 €t arr1€r41 + ... + Qpey €
Vect(er41,...,en) NKeru =1{0}. Donco,y,ie,41 +... +aye, =0 mais commee;.1,...,e,) estlibreo,.1=...=a, =0.
On compléte alors cette famille en une bgse (fi,..., fr, fr+1,..., [n) deE. Définissons alorg le projecteur sy
Vect(er41,...,en) donné pap (e;) =0 siie [1,r] etp(e;) = e; Sii€ [r+1,n]. Définissons aussi I'application linéalre
v parv(e;) = f; pour touti € [1,n]. Commev envoie une base dé sur une base de, v est inversible. On vérifi
facilement en calculant 'image des vecteurs de la baggevo p = u.

-

D

Exercice 24.81 Q00
Soit un K-espace vectori&l de dimension finiex et un endomorphismg € L(E). Montrer I'équivalence entre les
propriétés suivantes :

1. E=Imf+Kerf 4. Im f = Im f?

2. E=ImfeKerf

3. Im f nKer f = {0} 5. Ker f = Ker f2.
Solution :

1. m CommeE = Imf + Ker f, en appliquant la formule de Grassmann puis la formule dg,fan
dim (Im f nKer f) = dimIm f + dim Ker f — dimE = 0 etIm f nKer f = {0}. DoncE =Im f @ Ker f.

2. Par définition.
3. m Par la formule du rang.

4. Il est clair queim f2 < Im f. Soity € Im f alors il existex = x; + x, € Im f @ Ker f tel quey = f (x).
Alors y = f (x1) € Im f? carx; € Im f. DoncIm f c Im f? et on a biefim f = Im f2.

5. H Il est clair queker f < Ker f2. On utilise la formule du rangrn = dim Ker f +dimIm f = dim Ker 2 +
dimIm f?. Commdm f = Im f?, il vient quedim Ker f = dim Ker f?. FinalementKer f = Ker f>.

6. se prouve de la méme fagon.

7. H Soitx e Im f nKer f alorsf (x) = 0 et il existex, € E tel quex = f (xo). Donc f? (xy) =0 et xy €
Ker f2 =Ker f. Alors x = f (xp) = 0 etIm f nKer f = {0}.

8. |3) = 1) | C’est une conséquence directe de la formule de Grassmann.
On vérifie que la chaine d’implications est bien fermée.

Exercice 24.82 Q9
On notekE I'espace vectorigk ,[X] des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal@n définit I'application

E — E
e Z g
ouQ est définie par :
1
VXxeR, Q(x)zf (x+0)"P(r) dt
0
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Montrez quef est un automorphisme de

Solution : On vérifie d’abord qu¢ est bien définie. 3 € E, en utilisant la formule du binbme, on obtient gtre€ E,

xk

n (n 1
Q) =) U t""kp(p) dr
i=o\kJ LJo

ce qui montre que (P) est une fonction polynomiale de degré inférieur.a
Il est immédiat quef est linéaire. Montrons l'injectivité d¢ en vérifiant quéer f = {0}. SoitP € E tel quef(P) = 0.
D’aprés le calcul précédent,

1
vke[0,n], f t*P(Hder=0
0

CommeP(r) =¥!_ art*, on obtient alors que
1 n 1
f P2()dt= Y a; | t*P(t)dr=0
0 k=0 0

DoncVt € [0,1], P(¢) =0, ce qui montre que le polynénkea une infinité de racines et est donc nul.
Un endomorphisme injectif en dimension finie étant bijegtiést un automorphisme de

Exercice 24.8: Q00
Suite de 'exercice 19.55 p. 742.
Soit un annea(A, +, x). On dit qu'il est régulier lorsque

YueA, I3xeA :u=uxu.

Montrer que sE est urik -ev de dimension finie, I'anneayE) est régulier.

Solution :  On choisit une base dé: (e,...,en). Lesul(ey) appartiennent a I'image de. On considére une base
(f1,..., fy) delm f que I'on compléte aveg; .1,..., fn) deE. On afy = u(xy) pourl < k < r. On posex(fi) = x; pour
1< k<r etx(fiy) =0 parexemple pouk > r. On a alorau(x(fi)) = u(xy) = fi pourl < k< r. Donc pour touv € Im f,
u(x(v)) = v. A fortiori pourv = u(ey),1 < k< n et doncuxu = u.

24.7.9 Rang d’'une application linéaire

Exercice 24.8¢
Déterminer une base du noyau et de I'image des applicaiivgailes suivantes :

3 _ ., m3 .
1. f:{ R R 3. f:{ c c .~ (C vucommer-espace vec-
(x,32) — (y-zz2-xx-Y) |z — z+iz
R4 — RS toriel)

Z'f:{(msz) — (2x+y+zx+y+t,x+z-1)

Solution :
y—z =0
1. On calculer f. On sait qudx, y, z) € Ker f si et seulement & z— x =0. On montre alors que=y =z
x-y=0

et doncKer f = Vect((1,1,1)). Le vecteunl,1,1) forme une base dier f etdim Ker f = 1. D’aprés la formule
du rang,dimIm f = 2. Une base dém f est donc formée de deux vecteursiaef non colinéaires. Il suffit d
prendre par exemplg(1,0,0) = (0,—1,1) etf(0,1,0) = (1,0,-1).

D

2x+y+z =0
2. De méme, on commence par détermigearf. Pour ce faire, on résogtx+y+t =0.O0ntrouvey=-2x—z
X+z—t =0
ett = x+z doncKer f = Vect (u1,up) avecu; = (1,-2,0,1) etu, = (0,—1,1,1) qui sont non colinéaires. Une
base der f est formée de ces deux vecteurs. D'apres la formule du tangm f = 2 et il suffit de trouver
deux vecteurs dém f non colinéaires pour avoir une baseldef. On peut prendr¢f (1,0,0,0) = (2,1,1) et
f(0,1,0,0) = (1,1,0).
3. On calcule le noyau dg¢. On trouvez = a+ibeKerf < z+iz=0<= (a+bh)(1+i) =0< a+b=0.
Donc Ker f = Vect(1—1i) et le vecteurl — i forme une base d&erf. De mémeIm f = {z+iz|zeC} =
{la+b)(1+1i)|a,beR} =Vect(l+i) et une base den f estl +i.
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Exercice 24.85 O
Déterminer toutes les applications linéaireRdeersR.

=.

Solution : Soit f € L(R). Alors pour toutc € R, f (x) = xf (1). Posonsi = f (1). Alors f : x — ax. Réciproquement, $
f est de cette forme aloffse L(R). On montre ainsi que(R) = Vect (idg).

Exercice 24.8¢  ©
Déterminer toutes les applications linéairesdeversr?.

Solution :  Soit (e1,e;) la base canonique d& et soitu : R*> — R? une application linéaire. Alors pour tout=

xey + ye, € R?, on a :u(v) = xu(e;) + yu(es). Réciproquement, si on se donne deux vectewss, € R> et si on|
2 _ Rz

xy) — xvi+yvs

L(R?) ={(x,y) — xv1 + yv2 | v1,v2 € R?}.

considére I'applicationu : { ( on montre facilement qu’elle est linéaire. On en déduit |que

Exercice 24.87  ©
SoitE unk-espace vectoriel de dimension fimigF unik-espace vectoriel de dimension fipietu € L(E,F). Montrer
querg(u) < min(n, p).

Solution : Commeému cF, rg(u) = dim Imu < dimF = p. De plus, par la formule du rangg(u) = n—dim Keru < n
d’otrg(u) < min(n, p).

Exercice 24.8¢  ©
SoitE unkk-espace vectoriel de dimension fimieetu € ¥1.(E). Montrer que

(Keru =Imu) < (u* =0 etn=2rg(u)

Solution :  Soitu € L(E) tel queKer u = Imu. Soitx € E alorsu(x) € Imu = Ker u doncu?(x) = 0 et u? = 0. De plug
d’aprés la formule du rangimE = dim Ker u + dimIm u = 2dimIm u = 2rg(w).

Réciproquement, si®> = 0 et sin = 2rg(u) alorsKeru = Imu. En effet, commea:? = 0, il est clair queimu c Ker u.
La formule du rang amén#mE = dim Ker u + dimIm u et commen = 2rg(u), dim Ker u = dimImu. On en déduit l¢
résultat.

Exercice 24.8¢  ©
On considérén + 1) réels distinct$x, ..., x,) € R et I'application

f R —
: P —  (P(x0),...,P(xn))

1. Montrer quep est un isomorphisme.

2. En déduire que Siy, ..., yn) € R", il existe un unique polynéme € R,[X] tel queYi € [0,n], P(x;) = y;
(polynébme interpolateur de Lagrange).

3. Soient deux réels distincta, b) € R? et quatre réels,p,5,Y) € R*. Montrer qu'il existe un unique polynéme

P € R3[X] Vérifiant
P(a)=«a, P'(a) =P, P(b) =8, P'(b) =y

Solution :

1. On montre facilement qugest linéaire. SP € Ker ¢ alorsP(xy) = --- = P(x,) = 0. DoncP est de degré au pluset
admetn +1 racines. Ceci n’est possible quePst 0. Doncy est injective. CommeéimR"*! = dimR,[X] = n+1,
on en déduit, grace a la formule du rang @il Im g = n+ 1 et donap est surjective. On prouve ainsi q@eest|
un isomorphisme.

2. Le résultat annoncé dans cette question découle direatate la définition d’une bijection.

R3[X] — R?

P — (P(a),P'(a),P(b),P' (b))
tre facilement qu’elle est linéaire. Sdite Ker6. Alors a etb sont des racines doubles HeMais a et b sont]
distincts etP de degré au plus. Ceci n'est possible que Bi= 0. DoncKer6 = {0} et6 = 0. On montre commg
avant, en utilisant la formule du rang, qiest surjective. Don@ est un isomorphisme. En conséquence de [quoi
il existe un unique polynémee Rs[X] vérifiantP(a) = «, P'(a) =B, P(b) =3, P'(b) = .

3. Onprocéde de méme qu’avant. On considéere I’applicﬁu'@{n . On mon-
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Exercice 24.9C  ©
SoitE unik-espace vectoriel de dimension fimieet u, v € L(E). Montrer que

wPov—uovou+id=0 = u € GL(E)

Solution : On auo (vou—uov) =id doncu admet un inverse a droite donné paru— uo v. CommeE est d¢
dimension finie, on en déduit queest inversible.

Exercice 24.91  ©
SoitE =R, [X] etQ € E. Montrer qu'il existe un unique polynén¥es E vérifiantP’ + P = Q.

i 2o RplXl — Ry[X]
Solution :  Soit0 : { P .. P'4p
si P € Kerg alorsP +P’' = 0 etdegP = degP’. Ceci n'est possible que Bi= 0 et montre quéer ¢ = {0}. Comme
dimR,[X] = n+1, on peut affirmer que est un automorphisme. On sait en effet d’aprés le cours gridomorphism
injectif dans un espace de dimension finie est bijectif) IR, [X], il existe alors un unique polynénke= R, [X] tel quel
¢ (P) =Q, c’est-a-dire tel qué +P' =Q.

. On vérifie facilement que € L(R,[X]). De plusyp est injective. En effe

Exercice 24.92 QO
SoientE unik-espace vectoriel gt ge ¥ (E). Montrer que :

1 rg(f+g)<rgf+rgg
2. |rgf-rgg|<rg(f-g)

Solution :
1. Ona
rg(f +g) =dimIm (f + g) <dimIm f + dimImg
carim (f+g)<Imf+Img.
2. Par ailleurs
rgf=rg(f-g+g)<rg(f-8)+rgg

d'ourg f-rgg <rg(f - g). On montre de méme qugg —rg f <1g(g— f). Commeg(f -g)=rg(g—-f), onen
déduit 'inégalité.

D

1

Exercice 24.9: (V)

SoitE unK-espace vectoriel réel de dimensionSoit f un endomorphisme nilpotent &g c’est-a-dire qu'il existe

peN* tel quefP =0.
1. f peut-il étre bijectif ?
2. Prouver qu&er f # {0} et querg f <n-1.
3. Soitq le plus petit entier non nul tel qu&’ =0
(a) Montrer quevk=gq, f*=o.
(b) Justifier 'existence dey € E tel quefa=1 (xq) #0.
(c) Montrer que (xo, f (x0),..., f971 (x0)) est libre.
(d) En déduire qu@g < n puis quef™ =0.
4. On suppose dans cette question quen. Trouver tous les endomorphismgs L(E) qui commutent aveg.

Indication 24.15 : On montrera qugo f = fo g si et seulement si il existeu,...a,-1) € K" tels queg =
apid+a1 f+...+ an_lf”‘l.

Solution :

1. Sif était bijective alors il en serait de méme ffecar ce serait une composée de fonctions bijectiveg.’Gr0
qui n'est pas bijective dont n’est pas bijective.

2. On avu dans le cours que pour un endomorphismelgtespace vectoriel de dimension finie, on a équival
entre le fait que cet endomorphisme est bijectif, surjatifnjectif. Commef n’est pas bijective, elle n’est a
fois ni injective et ni surjective. Il vient alorKer f # {0} etrgf <n-—1.

3. (a) Lacomposée de I'application nulle par une applicagioelconque est une application nulle'!

(b) Commeq est le plus petit entier non nul tel qifé =0, f9-' n’est pas identiquement nul sBr: il existe
doncx, € E tel quefi' (xo) #0.

prnce
a
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(c) Soitay,...,a,-1 €R tels que

(X()X()+(le(xO)+...+(Xq_1fq_l (x0)=0 (%).

Alors, par linéarité ;f97! (apxo + o1 f (x0) + ...+ ag-1fT7 1 (x0)) =0 et :aof97! (x0) + a1 f7(x0) +... +
og-1f297% (x9) = 0 mais comme Nk=gq, fF=o0., il vientagxo =0 et donc :ag = 0. L'égalité ()
devient alors o f (xo) + ...+ ag-1 97" (xo) = 0. En appliquanfi-? & cette égalité, on montre de la méme
fagon quex; = 0. On répéte encone-2 fois ce procédeé et on montre aussi que = ... = ay = 0. La famille
(x0, f (x0) ..., f97 1 (x0)) est bien libre.

(d) Une famille libre dé& est de cardinal au maximum la dimensiorEd®oncq < n. D’apreés la questioB(a),
il est alors clair qug™ = 0.

4. On suppose qug est un endomorphisme dequi commute ave¢. Comme(xo, f (xo),..., [ (x0)) est undg
base dé&, il existeay,...,a,-1 € K tels queg (xg) = ZZ;& o f k (x0). On calcule alors I'image par des vecteurs
de la baséxo, f (xo),..., f" 1 (x0)) :

. . . [n=l n-1 . n-1 )
g(fl (xo)) =f'(gx0) =f" (Z o f* (xO)) =Y apf*(x) = (Z (xkfk) (f’ (xo))
k=0 k=0 k=0

et on peut alors affirmer que=Y" Z;é ar f*. Réciproquement, g est de cette forme, on vérifie facilement qu’¢lle
commute aveg.

Exercice 24.9¢  Q
SoitE un espace vectoriel de dimension finie non nulle. Démorigrquivalence des deux propriétés suivantes :

1. ll existef € £ (E) tel quelm f =XKer f.
2. La dimension d& est paire.

Solution :

Soit f € & (B) tel quelm f = Ker f. D’apres la formule du rangdimE = dimKer f + dim Im f = 2dimKer f et
dimE est bien pair.

Réciproquement, siimE = 2n ot n € N* alors considérons une bass, ..., e, €,,...,e),) deE ainsi que I'endof
morphismef € £ (E) donné par Yie€ [1,n] f (e;) = e, et f(e!)=0. On vérifie facilement qu¢ est linéaire, qu
Ker f =Vect(e),...,e),) et quelm f =Vect (e}, ..., e},).

(D

24.7.10 Formes linéaires en dimension finie

Exercice 24.9¢ VIV

SoientE unk-espace vectoriel de dimensiare N* et une forme linéaire non nulle stir Montrer que pour tout
xe€E\Kery, Kerg etVect(x) sont supplémentaires dafs

Solution : Poson& = Kerg + Vect(x). Commedim Kerg = n—1, on a la disjonction dimF=n—-1 ou dimF=
n. SidimF = n—1 alorsF = Kerg et forcémentc = 0 ce qui n'est pas possible par hypothése. DdinaF = n et
Kergp+Vect(x) =E. Siu e KerpnVect(x) alors il existex € K tel queu = a-x et0 = ¢ (1) = ag (x). Commex € E\Ker ¢,

@ (x) #0 eta =0 ce qui prouve qua =0 et donc qué&er @ NVect(x) = {0}. Kerp etVect(x) sont bien supplémentaires
dansE.

Exercice 24.9¢ (VIV)

Soientf etg des formes linéaires sur respace vectorieE de dimension finie telles quér f = Ker g. Montrer
qu'il existea e K tel quef = a- g.

Solution :
Sif =0, le résultat est clair. Sinon, il existes E tel quef (x) # 0. Par conséqueNict (x) etKer f sont supplémentaire

Puisqueg (x) # 0, on peut trouvee € K tel quef (x) = ag (x). On poser = f —ag. L'applicationh est nulle suKer f et
h(x) =0 donch =0 d’ou le résultat.

Z

Exercice 24.9; VAV

SoitE uniK-espace vectoriel de dimensianet u € L(E) un endomorphisme. On suppose qlige E*, ¢ o u = Ox.
Montrer queu = O .

941



Solution :  Supposons que ne soit pas nulle. Soit € E tel quey, = u(xo) #0. Poson§ = Vect (y,) et considéron
un supplémentairé aF dansk. Ce dernier existe cat est de dimension finie. On sait que tout E se décompoge
de maniére unique sous la forme= ay, + xg ol xg € G eta € K. On introduit I'applicationy surE définie pa

@ (x) = a. On vérifie quep est linéaire. Sk = ayy + xg €t six’' = o yo + x;; sont deux vecteurs de alors par unicit
de la décomposition d'un vecteur sir=F & G, poura,a’ € K, le vecteurax + a'x' se décompose sous la forne
ax+d'x' = (aa+a'o) yo+ (axg+a'x;) eto(ax+a'x') = ax+d'o' = ap(x) + d'¢(x'). De plus,p(yo) =1 donce
n’est pas nulle ap (u(xo)) non plus. On aboutit alors a une contradictiom etst nulle.

Exercice 24.9¢ Q00
SoientE unkk-espace vectoriel de dimension fimet soientfi, ..., f, € £ (E,K) n formes linéaires stt. Montrer que
. . . L E — K"
la famille f = (f1,..., fn) est une base d# (E,K) si et seulement si I'applicatioh:
f (fl fn) ( ) pp { X — (fl(x)y---yfﬂ(x))

est un isomorphisme.

Solution :

Supposons qué est libre. Soitx € Ker6. Alors fi (x) = ... = f,(x) = 0. Par I'absurde, supposons quée‘ 0.
Considérons un supplémentditeiVect (x) danst et considérons la forme linéaigedonnée pag;y =0 et (x) = 1.
Commef est une base d# (E,KK), il existeay,...,a, € K tels quap =37, «; f;. Mais alorsp (x) = X" «; fi (x) et
on aboutit & une absurdité. Donre- 0 etKer6 = {0}. DoncH est injective. Comméim £ (E,K) = dimK" = n, 6 est
un isomorphisme.

Prouvons la réciproque par contraposée. Supposong @seliée et montrons quen’est pas injective. Un des
vecteurs dg peut s'écrire comme combinaison linéaire des autres. Suquso quitte a renuméroter les vecteurs de
f, que ce soit le dernier. Alors il exisle, ..., ;-1 € R tel quef;, = ZZ;% \ifi. Six€E alors

n-1

0(0) =|fi(),.... fue1 (1), D Aifi () | € Vect (ex,...,€n-1)
k=1

ou

Vie[l,n-1], ¢;=]0,...,0, 1 ,0,..,A; .

i-eme place

On montre sans difficulté que la famille,,...,e,-1) est libre dona@imVect (¢1,...,e4-1) = n—1. AlorsdimIm® <
n—1 et n'est pas surjective donc n’est pas un isomorphisme.

24.7.11 Récurrences linéaires

Exercice 24.9¢

Programmer la suite définie pag =1, u; =

etvneN,uyi2 = Up+1 + Uy.

1. Que Valenttgo, Uso, Ur00 ?

2. Trouvez-vous les mémes résultats que votre voisin ?

3. Demontrer qu&n e N, uy, = uj.

4. Les résultats sont ils en accord avec ceux des questiéoégentes ? Pourquoi ?

Solution :
1. On trouve par exemple comme valeurs approchges —1077, uso = —4 x 10~ etuygo = —11892.

2. Pour des raisons qui apparaitront plus tard, il n'y a pasaé@®n de trouver la méme chose pous,, sauf §
travailler avec le méme logiciel sur le méme type de matériel

3. Lesdeux suite@i,) et(uy) vérifient la méme relation de récurrence d’oralet coincident sur les deux premigrs
termes. Elles sont donc égales.

4. On auig = 10727 environ, a comparer ave€l1892 trouvé précédemment. Nous sommes ici en présence d’un
cas ol les accumulations d’erreurs d’arrondis provoquenti@ sdr ce phénoméne.
Les suites solutions de,» = un+1 + u, sont de la formeur' + br}', oua etb sont déterminés par les conditigns
initialesug etu,. Une petite erreur suy etu, entraine une petite erreur suetb. Mais cette erreur surfait que|
b se retrouve non nul, ici en I'occurrence strictement négatilieu d’étre nul, et de ce fait, la suite programmeée
tend vers-co. De fait dés que I'on trouve deux termes consécutifs de le suii sont de méme signe, la suiteva
tendre vers-co (0U+00)
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24.7.12 Lespace vectoriel des polynémes

Exercice 24.10C Q
Soient
P =2X?-X-1, P,=X?+2X, P3=X*-1

Montrer que la famille?? = (P,,P,,P3) est une base d& [X].

Solution :  Soienta;, 0,03 € R tels quex; Py + a2 Py + asP3 = 0 alors aveX = 1, on obtient qu€a, = 0, c’est-a-dire
az = 0. On a donax; P, + asP3 = 0. Mais ces deux polynémes ne sont pas proportionnels dpraxs = 0. La famille
& estdonc libre. Commeéard (£?) = 3 = dimR; [X], c’est une base d&, [X].

Exercice 24.10.  QQ
1. Pour toutk € [0,n], on poseP; = (X + Dk+1 _xk+1 Montrer que la famille? = (Py,...,P,) est une base de
R, [X].
2. Enétudiantla preuve de la question précédente, déterpmre condition suffisante pour qu’une famil®, ..., Q)
de polynémes dR,, [X] forme une base d&, [X].
3. En utilisant ce critére, montrer que la famifie= Ry, ...,Ry) ou, pour tout € [0,n], R = X— a* + X+ a),
a € R forme une base d&, [X].

Solution :

1. En utilisant la formule du binéme, on calcule facilemenegpour toufk € [0, n], Py = ¥*_ (k:.’l)Xi. On a en
particulierdegPy. = k et on reconnait une famille de, [X] étagée en degré. Donc elle est libre et comm¢ son
cardinal est égal a la dimension®g[X], elle forme une base d¥g, [X].

2. L'argument clé dans la démonstration précédente est gtiec [0,n], degPy = k. Une famille den + 1
polynémes d®,, [X] vérifiant cette propriété forme toujours une bas®gE].

3. Il est clair que pour toukt € [0, n], degRy = k. La famille % forme donc une base @&, [X].

Exercice 24.10: QO
Pour toutk € [0,n] etae C*, on posePy = Xk (a—X)""*. Montrer que la famille? = (py,...,P,) est une base de
C, [X].

Solution :

1. Soient,...,a, € C tels querl_ aiX* (a—-X)""* =0.
» EnremplacanX par0 dans cette egalite, on trouveg = 0 et celle-ci devient Y., Xk (a-x)"k=0.
» Le terme de gauche de cette derniere égalité est un polynidrsible parX.
Onaalors 3} _, o Xk~ (a—X)"* = 0. On recommence comme &n on montre que = 0.
» On répéter—2 fois ces opérations et on montre que=... = a, = 0.
On a ainsi montré qué? est libre. Comme cette famille est de cardinal égal a la d#ioerdeC,, [X], on en déduif
que c’est une base dg, [X].
2. A partir deP(X) = X*~1 (a—X)""k, on définitP(X) = X"Px(%) = (aX—1)""F. Les (Px(X))o<k<n forment ung
famille échelonnée en degrés, donc une base,dx].

3. C'estdu cours : Propositia®? p. ?7.

Exercice 24.10: QQ
On posePy =1 et pour toutk € [1, n], on pose

_XX-D..X-k+1)

Pk k!

1. Montrer queZ? = (Py,...,P,) est une base dg, [X].
2. Montrerque Ylez, Vke]0,n[, Py()eZ.
3. Déterminer I'ensemble des polynénredeR,, [X] vérifiant :NieZ, P(i)eZ.

Solution :

1. Pour toutk € [0, n], degPy. = k. On reconnait une famille étagée en degré, on en déduitfest une base de
R, [X].
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. . - . I(I-1)...(l-k+1 l .
2. Sik =1, le résultat est évident. Supposdas 1. Sil = k alors :Py(l) = =0 kE i) = ( ) .Sile

[0,k—1] on aP (1) =[ 0] et enfin sil <0, ona:

= =1=-D...(=ll-k+1)
k!
AU+l +k-1)
k!

[ +k-1
= |(=D*
S
Dans chacun des trois c&g,(l) € Z.

3. SoitP € R, [X] vérifiant :¥i € Z, P(i) € Z. Dans la base”, P s'écrit : P = }.}_ arPy avecay € R. Mais,
P (0) = ap doncay € Z. De mémeP (1) = ap + a; donca; € Z. Supposons quey, ai, ..., ax € Z pourk e [1,n—1]
et montrons qu'il en est de méme dg,,. Ona:

Pr (D)

= (-1

Pk+1)

Po(k+1)+a1Py(k+1)+...+aiPr (k+1) + arr1Prs1 (k+1)
Po(k+1)+aPy(k+1)+...+apPr (k+1)+ar:1

ez

et commeP (k+1) € Z, il en est de méme dey..,. On montre ainsi que tous les coefficientskdeont entiers.

Réciproquement, un polynéme dont les coordonnées danséabaont entiéres est a valeurs entiéres su

I les

entiers. En résumé, I'ensemble recherché 2stX] |.

Exercice 24.10« QO
Considérons I€—espace vectori@ = Cs [X] etA =X? +1.

1. Montrer que
F={PeC5[X] |A|P}
est un sous-espace vectoriel@gX]
2. Déterminer une base et la dimensiorFde
3. Déterminer un supplémentaireBlelanst.

Solution :
1. On vérifie facilement que E = {(aX3 + bX? + ¢cX+d) (X? +1) | (a,b,c,d) € C*} =Vect (P1,P,,P3,P4) avecP; =
X3 (X2+1), P, =X?(X2+1), P; =X (X?+1) etP; = (X? + 1). F est donc un sous-espace vectorieEde
2. Lafamille? = (P1,P,,P3,Py) est génératrice dé De plus sia, b, c,d) € C* est tel quaiP; + bP, + cP3+dP, =0

alorsax3 + bX?+cX+d =0 eta=b=c=d=0. Cette famille est donc libre et elle forme une bas& dén en|
déduit quelimF = 4.

3. Posons; = Vect (1,X). Il est clair quef n G = {0} et par application de la formule de Grassmatim (F + G) =
6 =dimE. On en déduit quE + G = E et donc qué& etG sont supplémentaires dans

Exercice 24.10¢ 9
SoitP un polynébme d&[X], de degré inférieur ou égalra
Démontrer que
P& (0) ke kP( (9 k41
Zo(k+1)' Z( (k+1)' '

Solution : Il suffit de le vérifier pour une famille génératrice®gX] : X". En posané; j =1 sii = j etd; ; = 0 sinon,
le membre de gauche égale

i P®(0) s i Sk,m k1
o (k+1)! o (k+1)!
xm+1
“m+l

X
=f P(r) dt
0
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D’autre part le membre de droite égale

p® PW(x) mm=1)...(m-k+1)x"*
_ oS k k+1
kzo( 1 G+ Z( 1 (k+1)! *

|
_ ,m+l _ 1k :
- kzo( Y ok !

m+1 _
kzo( )(m k)'(k+1)'

~ M i(—l)k (m+1)!
Cm+l o (m—k)l(k+1)!
_ xm+l i(—l)k m+1

m+1 (= k+1

xm+l m+1 Pl m+1
= -1

m+1 kgl( ) k

m+1 m+1 1
_ X 1— Z (_l)k(m+ )
k=0 k

=0

On a bien I'égalité demandée. De plus on a

P®(0) (k1 PP ) Lk *
VP € R[X], Zo(k+1)' kzo( D e fOP(t)dt.

Exercice 24.10¢
Soitn e N*, E =R, [X], E,,(X) = ()X (1 -X)"""™.
Exprimer la basé€l,X,...,X") dans la bas€&,E,,...,E,).

E — E

X m
* _yme1 _ n-m _ _ n — _
xm B’ aveck;, = X"(1-X) 1-X) (I—X) . Donce@®) = (1

Solution :  On considérep : {

X)”P(L) =Q(X).
1-X

Y 1
En posanY— —_— aX= —— etdoncl -X = ——.
-X’ +Y 1+Y
CommeP( )— QX) on aP(Y) = (1+Y)"Q( Y )
(- X)” - 1+Y

Les(E},) forment une famille d& échelonnée en valuations. C'est donc une badé geest une bijection, d

osms<
msn X
bijection réciproquesr Q — (1 +X)"Q ( " X)
X m X n—-m n—-m
le vérifi i {EX)=0+X)"|—— 1-—— =X"1+X)""| — =X"
On peut le vérifier directemeny (E},) = (1 +X) (1+X) ( 1+X) 1+X) Tx
X n=kfn_f " [n-k " [n—k
Maintenanty (X*) = (1 +X)" =Xk +x)"k =xk X" = XP = E*).
W 1L+F mzzo p;k Pk p;k bk w(E;)
n—k p
n _ n B n
Donc puisquey est bijectivext =" n_llz) =2 (pnk) 2= (—ﬁ)EP
p=k p p=k (p) p=k (k)

On peut le vérifier directement :
n (n:k n _ n—k (4, _
Y pk)EpZZ n kX”(l—X)”‘”:Z n—-k
p- k m=0\ M

Xm(l _X)n—k—m = Xk.
p=k (p) p=k

Xm+k(1 X)n-m= k Xk nX"k n—k
m

m=0

24.7.13 Endomorphismes opérant sur les polynémes
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Exercice 24.10:  QQ
Soit I'application
J RX] — R[X]
{ P — P-XP

Montrer queap est un endomorphisme. Déterminer son noyau et son image.

Solution :  On montre facilement que est linéaire. Soit un polynéniee Ker. SiP # 0, on peut écrir® = a,X" +
ap 1 X" ' +---+ay aveca, #0. AlorsP = XP' d'oll a,X" +--- = na,X" +.... En identifiant les termes de plus haut
degré, on trouve que,(1 — n) = 0. Donc, puisquet, #0, n=1. Mais sin=1,P = aX+ b et alorsP =XP' = b =0.
DoncP = aX. Réciproquement, & = aX, (a€R), on a bier? =XP'. En conclusio.

Déterminondme¢. SoitQ = ¥} _, biX* € Im¢. Alors il existeP € R[X] tel queP —XP' = Q. En examinant les degrés,
il faut quedegP = n. Poson® =3¢ arX*. On doit donc avoiK k € [0, nl, (1 - k)ay = bx. Une condition nécessaife

- . b .
pour queQ € Im est donc qué, = 0. Réciproquement, $i, =0, en posanty. = 1_kk pourk #1 eta; =0, on a bien

¢(P) = Q. En conclusior Im = {5, X" +---+ bo; by = 0} |

Exercice 24.10¢ QO
SoitA =X3 +X? +X +1 etE = R, [X]. Considérons I'application

E T
P — r(@P
our (P) désigne le reste de la division euclidiennePdegarA.
1. Montrer que- est bien définie et quee £ (E)..
2. Prouver que? = r. Qu’en déduisez vous ?
3. Déterminer 'image et le noyau de

Solution :
1. SoitP € E. Par application du théoréme de la division euclidiennexigte un unique coupl€),R) € (R[X])? tel
queP = AQ +R etdegR < 3. On a dona- (P) =R etr est bien définie. Si on consideére un autre polyn®mé, il
existe un coupléQ,R) € (R[X])? tel queP = AQ+R etdegR < 3. De plus, pour tout, & € R :

aP +aP = A(aQ+&Q) + (aR + aR)

etdeg(aR + &R) < 3. Par unicité du couple quotient-reste dans la divisionidigzine de deux polynémes, on peut
affirmer que le reste de la division euclidienneode+ &P parA estaR + &R. On prouve ainsi que(aP + &P) =
ar (P) +ar (P) et doncr € £ (E).

2. Avec les notations de la question précéden®) = R avecdegR < 3. DoncR = 0A + R et par unicité du coup
quotient-reste dans la division euclidienn€®) = R. On prouve ainsi que? = r. r est donc un projecteur.

3. Il est clair que le noyau de est 'ensemble des polynbmesBg[X] qui sont divisibles paA. Il est aussi claif
quelmr c R, [X]. Mais siP € R, [X] alorsr (P) =P donc on a aussiR, [X] c Imr et dondmr =Ry [X].

1]

Exercice 24.10¢  QQQ

1. Soientn e N* et
A Chn1lX] — Cu[X]
’ P — PX+1)-PX)

(a) Montrer que\ est bien définie puis que c’est une application linéaire.
(b) Déterminer le noyau d&.
(c) En déduire qua est surjective.

2. On considére maintendht C [X] et

AJE — E
1P — PX+D)-PX

(a) Montrer que\ est un endomorphisme &e
(b) DéterminefmA.
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(c) SoientP € C[X] etneN. Montrer que :

n

n
AMP)=(-D" Y ~DF[ P X+ k)
k=0 k

(d) En déduire que sfegP < n alorsona x!_, (-1)* (})P (k) =0.

Solution :
1. (a) SoitP = a, 1\ X" +...+ ag € C,y1 [X]. Montrons que\ (P) e C,, [X]. Ona:

AP) = (ana X+D"+a, X+D"+...+ @ X+ 1) +ap) — (ans1 X"+ an X" +...+ e X+ ap)
= an+1Xn+1+ - an+1Xn+1+
termes de degré n termes de degré n

doncdegA (P) < n etA(P) € C,, [X]. Par ailleurs, sb,Q € C,,41 [X] et sia,p e C alors :

A(aP +pQ) (aP+pQ) X +1) — (aP +pQ) X)
aPX+1)-PX)+P(QX+1)-Q(X))

aA(P)+PA(Q)

doncA est linéaire.

(b) Soitm =1 et soOitP = a,,X™ +...+ ap un polynéme de degréi € C,,+1 [X] avecm < n+1. On a donc
am # 0. Supposons quee Ker A. AlorsP vérifieP X+ 1) =P (X) ce qui ameéne :

anX+D)"+.. . +ap=a, X" +...+ay.

Le coefficient du terme de degré —1 deP X+1) estmay, + a,—1 €t celui deP estay,—;. Les deuX
polynémes étant égaux, il en est de méme de leurs coefficieaizui aménen = 0 cara,, # 0. On en|
déduit queP est un polynéme constant. Réciproquement, on vérifie qugtidyndéme constant est élément

du noyau de\ et don.

(c) D’aprés la formule du rangim ImA = n+1 et commealimC,, [X] = n+1, il vientImA = C,, [X]. A est don(
surjective.

2. (a) On montre de la méme facon que précédemmenk st un endomorphisme.

(b) Montrons que\ est surjective. Solt € C [X] etn = degP. Par application de la partie précédemg,, ., x; :
Cn+1 [X] = C,, [X] est surjective. Commige C,, [X] il existeQ € C,+1 [X] tel queA (Q) = P. On en déduit que

A est surjective et quémA = C[X] |.

. 3 H H . E — E
(c) IntrodwsonsIappllcatloii.{ P — PX+1)

E et queA = 8 —id. De plus, pour touk € N*, 8% (P (X)) = P (X + k). Comme les endomorphismésetid
commutent, la formule du binbme donne, pour teatN* :

. On vérifie facilement qué est un endomorphisme gle

n_ s n_nn'_n—kk__nnn_kk
A—(Sld)—zk(l) 8_(1)Zk(1)8
k=0 k=0

donc pour touP € E :

n
A"P)=(-)" Y (") —D¥P X+ k).
k=0 k

3. Remarquons que pour tout polynéme non constafi¥g degA (P) = deg A (P)—1. On en déduit que siegP < n

n
alorsA™ (P) = 0 et en utilisant la relation établie dans la question préetien obtient ;> (-nk (Z)P (k)=0
k=0

Exercice 24.11C 9
Déterminer danR[X] les polynéme® satisfaisanta n(n—-1)P-X>-1)P"=0. (n=2).

1. Montrer queP est nécessairement nul ou de degré
2. Démontrer que I'ensemble des solutions est un espacerigdcle dimension.
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3. Démontrer qué est un polynéme de méme parité queEn déduire la nullité de certains coefficientside
4. Etablir une relation de récurrence entre les coefficiéaBs détermineP et montrer que :

-1
(2g) (")

1+ Z =17 2n—2
2<2q<n (Zq)

=0.

Solution :

1. Supposons que est une solution non nulle et saiK* son terme dominant. Comme les termes dominan
n(n—1)P et de(X? —1)P" sont égaux, on en déduit gha(n—1) = Ak(k—1) d’'otn? —n = k? — k soit(n—k)(n+
k—1)=0doun=k ce qu'il fallait vérifier.

2. L'ensemble des solutions est le noyau de 'endomorphisaheR,, [X] défini par :

@(P) = n(n—-1)P - (X>—1)P". D’aprés la question précédente, posrk < n—1, deg(p X)) = k. Donc la famille
(@XM))o<k<n1 €st une famille échelonnée en degrés. Elle engendre dono espace vectoriel de dimens
n—1. Donc la dimension de I'image dgest supérieure ou égalewa 1. De plus sdegP = n, alorsdeg(¢(P)) <

n—1. Donclm(y) = R,-1[X] et la dimension du noyau dgeest donc égale &

3. Il est clair que sP est solution non nulle, alo/@ = P(-X) est aussi solution, de méme degréQ — (-1)"P
appartient donc aussiker . Comme son degré estn, c’est le polynéme nul. Ce qu'il fallait vérifier.
n

On en déduit qu’en posaRt= Z aka onaan_2q+1) =0.
k=0

n n n-2 n
4. Enposanp =Y aiX* onaP” =Y k(k-1apX* %= Y (k+2)(k+Dag.2X* etxp” = Y k(k-1axX*. Pour
k=0 k=0 k=0 k=0
k=0,...,n—-2, le coefficient de degré du polynémen(n—1)P — (X?> —1)P" est nul,
(k+2)(k+1) _ (k+2)(k+1)

I I P A e i A

doncn(n-1)a;—k(k-1)ag+(k+2)(k+1)a., =0, doncay = k42

(n-2g+2)(n—2g+1)

En posank=n =24, n-2q=""" yon—2g-1 24"
d'ou
g = (L1t B2AFDO20 41 (1-2q+D0-2q+9) | nn-D)
Cq)2n—2q-1) 2q-22n-2g+1) 22n-3)
“ir qtl q=1
Etdonc |
n.
—(—1\9
n=2q = D an o o x2gx @n—2q—D x...x@n-3)"

n!

"h-2q)29q!x (2n-2g—-1)x...x 2n—3)
qui manquent pour avoir le produit de —2q —1 a2n -2 au dénominateur :

Soit ap—24 = (-1)%a . On écrit au numérateur lag facteurs pair

oy = (-1)a (n) Cq)x2n-2q) x2n—-2g+2)...x 2n—4) x 2n—2)
n-2q = n

2q)29q'x 2n—-2g-1)x 2n—2q) x...x (2n-3) x 2n—2)"
Comme(2n -2 1) x(2n-2q) 2n-3)x(2n-2) en —2)
- - X = X ... X = X — = —
neq nm<q " " 2n-2q-2)
1 n|\CyRin-q)(n-qg+1) x...x (n—-1)2n-2q—2)!
an-2q = (=1) dn(zq) 20qi2n—2)!

— 1) ! — —2)!
=(—1)"an(n) (n-1! _@qien-2q-2!_ .,

2q] q\(n—q-1)! 2n-2)! (3 -

La derniére égalité traduit le fait qig1) = 0 pour une solutio® non nulle.

Is de
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