
Dimension des espaces vectoriels

En mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s’y habitue.
John von Neumann.

Pour bien aborder ce chapitre

Après avoir mis en place les bases d’algèbre linéaire nous allons nous intéresser dans ce chapitre à la notion de dimension.
La dimension d’un espace vectoriel est liée au nombre de paramètres (ou parle aussi de degrés de liberté) qu’il faut
considérer pour pouvoir le décrire. Ainsi pour choisir un couple deR2 il faut choisir une abscisse et une ordonnée. Il y a
deux paramètres (ou deux degrés de liberté). On verra queR2 est de dimension2. De même, pour choisir un polynôme
aX2+bX+c deR2[X], il faut choisira,b etc. On verra là aussi queR2[X] est de dimension3. Dans certains cas, il faut une
infinité de paramètres pour décrire les vecteurs de l’espace considéré. Par exemple, pour choisir une suite(un ) ∈ S (R),
il faut choisir chaque termeu0,u1, . . .. Ou encore pour choisir une fonctionf ∈F (R,R), il faut choisir l’image de chaque
point deR par f . Ces deux espaces sont de dimension infinie.
Même s’il sera utile de se souvenir de ces considérations, la définition précise de la notion de dimension demande quelques
efforts qui nous en éloignent un moment. On peut remarquer que toute base du plan compte exactement deux vecteurs. De
même toute base de l’espace en compte trois. Le plan est de dimension2 et l’espace de dimension3. Si on arrive à définir,
pour un espace vectoriel quelconque ce qu’est une base (quand il en a) et qu’on parvient à montrer que deux bases sont
toujours de même cardinal alors on tiendra notre définition. La dimension d’un espace vectoriel est le nombre de vecteurs
que contient une base donnée (quand ce nombre est fini).
Ceci est cohérent avec notre intuition initiale. Si(v1, . . . , vn ) est une base de l’espace vectoriel considéréE, alors choisir
un vecteur dansE revient à choisir sesn composantes sur la base, il y a bienn degrés de liberté.
Nous traiterons les notions de base et de dimension dans les premières sections de ce chapitre. Nous nous occuperons
ensuite à étudier les conséquences de ces notions en algèbre linéaire. En particulier, nous démontrerons deux formules
fondamentales :
– la formule de Grassmann
– la formule du rang
qui permettront de beaucoup simplifier les démonstrations de supplémentarité et celles de bijectivité (elles permettront de
diviser par deux le travail à faire quand on n’en dispose pas).

24.1 Familles de vecteurs

Dans toute la suite,K est un corps (R ouC). E et F désignent desK-espaces vectoriels.

24.1.1 Combinaisons linéaires

DÉFINITION 24.1 ♥ Combinaison linéaire
Soit (v1, . . . , vn) une famille den vecteurs d’unK-espace vectoriel(E,+, .). On appellecombinaison linéaire de cesn
vecteurstout vecteurv ∈E de la forme :

v =λ1 · v1 + . . .+λn · vn =
n∑

k=0

λk · vk

où (λ1, . . . ,λn )∈Kn .
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PROPOSITION24.1 ♥ Image d’une combinaison linéaire par une application linéaire
SoientE etF deuxK-espaces vectoriels etf ∈L (E,F). Soient(v1, . . . , vn ) une famille den-vecteurs deE et

(
λ1, . . . ,λp

)
∈

Kp alors
f (λ1 · v1 + . . .+λn · vn) = λ1 · f (v1)+ . . .+λn · f (vn).

Démonstration Par une récurrence immédiate.

24.1.2 Familles libres

DÉFINITION 24.2 ♥♥♥ Famille liée
On dit qu’une famille

(
v1, . . . , vp

)
de vecteurs deE estliée, ou que les vecteursv1, . . . , vp sontlinéairement dépendants

si et seulement si un des vecteurs de la famille est combinaison linéaire des autres ou autrement dit si et seulement si il
existe unp-uplet

(
λ1, . . . ,λp

)
∈Kp de scalaires non tous nuls vérifiantλ1 · v1 + . . .+λp · vp = 0.

Exemple 24.1
– Trois vecteurs du plan sont toujours liés. De même,4 vecteurs de l’espace sont toujours liés. On comprend bien

intuitivement ces deux affirmations. On les démontrera dansl’exemple 24.7 page 903.
– DansR4, les vecteursu1 = (1,0,1,−1), u2 = (3,−2,2,−3) et u3 = (−1,2,0,1) forment une famille liée. En effet,u2 =

2u1 −u3.
– DansF (R,R), les fonctionsf1 : x 7→ cos2 x, f2 : x 7→ sin2 x et f3 : x 7→ cos 2x sont liées. En effet,f3 = f1 − f2.

Pour définir une famille de vecteurs linéairement dépendants, il suffit de prendre la négation de la définition précédente:
v =

(
v1, . . . , vp

)
est une famille liée de vecteurs deE si et seulement si pour toute famille de scalaires

(
λ1, . . . ,λp

)
∈Kp , si

λ1 ·x1 + . . .+λp ·xp = 0 alorsλ1 = . . . =λp = 0. On a alors la définition suivante :

DÉFINITION 24.3 ♥♥♥ Famille libre
On dit qu’une famille

(
v1, . . . , vp

)
de vecteurs deE estlibre , ou que les vecteursv1, . . . , vp sontlinéairement indépen-

dantssi et seulement si la famille n’est pas liée ou autrement dit si et seulement si :

∀
(
λ1, . . . ,λp

)
∈Kp , λ1 · v1 + . . .+λp · vp = 0 =⇒ λ1 = . . . =λp = 0

PLAN 24.1 : Pour montrer qu’une famille est libre

1 Soit
(
λ1, . . . ,λp

)
∈Kp tel queλ1 · v1 + . . .+λn · vn = 0.

2 ... alorsλ1 = . . . = λp = 0

3 Donc la famille est libre.

PLAN 24.2 : Pour montrer qu’une famille est liée

1 Posonsλ1 = . . . , . . . ,λp = . . .

2 Un desλi pouri ∈
�

1, p
�

au moins est non nul

3 On a bien par ailleurs :λ1 · v1 + . . .+λn · vn = 0.

4 Donc la famille est liée.

Exemple 24.2

– DansR2, la famille ((1,0) ,(0,1)) est libre. En effet, soitα,β ∈R tels queα(1,0)+β (0,1) = (0,0). Alors
(
α,β

)
= (0,0) et

doncα= β= 0.
– On démontre de même que dansR3, la famille ((1,0,0) ,(0,1,0) ,(0,0,1)) est libre.
– DansF (R,R) la famille

(
sin,cos,exp

)
est libre. Soientα,β,γ ∈ R tels queαsin+βcos+γexp = 0. Alors pour tout

x ∈ R, αsin x +βcos x + γexp x = 0 ce qui s’écrit aussi∀x ∈ R, α sin x
exp x

+ β cos x
exp x

+ γ = 0. On montre facilement en

utilisant le théorème des gendarmes quelim+∞
sin x
exp x = lim+∞

cos x
exp x = 0. On en déduit queγ = 0. On a alors∀x ∈ R,

αsin x+βcos x = 0. Si on faitx = 0 on obtientβ= 0 et si on faitx = π/2, il vient queα= 0. On a alors bien montré que
α= β= γ= 0.

Remarque 24.1 Soit
(
v1, . . . , vp

)
une famille dep vecteurs deE.

– Si l’un des vecteurs est nul, la famille est liée.
– Si l’un des vecteurs de la famille apparaît plus d’une fois dans la famille alors la famille est liée.
– Toute sous-famille d’une famille libre est encore libre
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24.1.3 Familles génératrices

DÉFINITION 24.4 ♥♥♥ Famille génératrice
On dit qu’une famille

(
v1, . . . , vp

)
de p vecteurs deE engendrel’espace vectorielE (ou estgénératrice deE) si tout

vecteur deE peut s’exprimer comme combinaison linéaire de la famille
(
v1, . . . , vp

)
:

∀v ∈E, ∃
(
λ1, . . . ,λp

)
∈Kp : v =

p∑

k=1

λi · vi

Autrement dit :Vect
({

v1, . . . , vp

})
= E.

PLAN 24.3 : Pour montrer qu’une famille est génératrice

1 Soit v ∈ E.

2 Posonsλ1 = . . . , . . . ,λp = . . .

3 On a bien :v =
p∑

k=1

λi · vi

Exemple 24.3

– DansR2, soientx1 = (1,0) et x2 = (1,0). La famille (x1, x2) est génératrice deR2. En effet, siv =
(
x, y

)
∈ R2 alors

v = x (1,0)+ y (0,1).
– On montre de même que la famille((1,0,0) ,(0,1,0) ,(0,0,1)) engendreR3.
– La famille ((1,0,1) ,(0,1,1)) engendre le plan vectorielF de R3 d’équation x + y = z. En effet F ={(

x, y, z
)
∈R3 | x + y − z = 0

}
=

{(
x, y, x + y

)
| x, y ∈R

}
= Vect ((1,0,1) ,(0,1,1)).

– La famille
(
1,X,X2, . . . ,Xn

)
engendreKn [X]. En effet, siP ∈Kn [X] alors il existea0, . . . , an ∈K tels queP = an Xn +

. . .+a0.
– On considère l’espace vectorielE des fonctions en escaliers sur[0,1]. On considère les fonctionsfa,b définies pour

a É b par fa,b (x) = 1 pour a É x É b et fa,b (x) = 0 sinon. La famille( fa,b)1ÉaÉbÉ1 est une famille génératrice deE ,
mais n’est pas libre :f0,1/2 + f1/2,1 − f0,1 − f1/2,1/2.

Remarque 24.2 Toute sur-famille d’une famille génératrice est encore génératrice.

24.1.4 Bases

DÉFINITION 24.5 ♥♥♥ Base
On dit qu’une famille

(
v1, . . . , vp

)
de vecteurs deE est unebasedeE si et seulement si, à la fois :

1
(
v1, . . . , vp

)
est une famille libre deE.

2
(
v1, . . . , vp

)
est une famille génératrice deE.

Exemple 24.4

– La famille(1, i ) est une base duR-espace vectorielC. En effet, sia,b ∈R sont tels quea.1+b.i = 0 alorsa + i b = 0 et
donca = b = 0. La famille est donc libre. Pour tout nombre complexe, il existea,b ∈R tels quez = a + i b. La famille
est donc aussi génératrice deC. C’est donc une base deC.

– Dans le plan, deux vecteurs non colinéaires forment une base du plan.
– DansR3, la famille((1,0,0) ,(0,1,0) ,(0,0,1)) forme une base deR3. On a prouvé dans l’exemple 24.2 que cette famille

est libre et dans l’exemple 24.3 qu’elle engendreR3.
– DansR3, la famille formée des vecteurse1 = (1,0,1), e2 = (1,−1,1) et e3 = (0,1,1) est une base. La famille est libre :

soitα1,α2,α3 ∈R tels queα1e1+α2e2+α3e3 = 0. Alors





α1 +α2 = 0

−α2 +α3 = 0

α1 +α2 +α3 = 0

ce qui amèneα1 =α2 = α3 = 0. La famille

est génératrice deR3. Soit
(
x, y, z

)
∈R3. On chercheα1,α2,α3 ∈R tels que

(
x, y, z

)
=α1e1+α2e2+α3e3 = 0. On obtient

alors le système





α1 +α2 = x

−α2 +α3 = y

α1 +α2 +α3 = z

et on trouveα1 = 2x + y − z, α2 = −x − y + z et α3 = −x + z donc (e1,e2,e3)

engendreR3. C’est bien une base deR3.
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De manière plus générale, on a :

PROPOSITION24.2 ♥ Base canonique deKn

Soit n ∈N∗. Considérons leK-espace vectorielE =Kn . Il existe une base privilégiée(e1, . . . ,en) deKn dite canonique
et donnée par :

e1 = (1,0,0, . . . ,0)

e2 = (0,1,0, . . . ,0)

...
...

...

en = (0,0,0, . . . ,1)

Démonstration La famille e = (e1, . . . ,en ) est génératrice. En effet, six = (x1, . . . , xn ) ∈ Kn alors :x = x1e1 + . . . + xn en . Elle
est de plus libre : Siλ1, . . . ,λn sont n scalaires deK tels que

∑n
k=1

λk ek = 0, alors on a :(λ1, . . . ,λn ) = 0 ce qui prouve que
∀k ∈ �1,n� , λk = 0.

PROPOSITION24.3 ♥ Base canonique deKn [X]

Soit n ∈N. Considérons leK-espace vectorielE =Kn [X] des polynômes de degréÉ n à coefficients dansK. Il existe
une base privilégiée deKn [X] dite canonique et donnée par :

(
1,X,X2 , . . . ,Xn

)
.

Démonstration Voir le chapitre sur les polynômes. Nous reviendrons sur cette proposition plus loin dans ce chapitre.

PROPOSITION24.4 ♥ Base deC(X)

La "réunion" des familles(Xn)n∈N et
(

1

(X−a)n

)

a∈C
n∈N∗

est une base deC(X).

Démonstration C’est exactement la traduction du théorème de décomposition en éléments simples surC en termes de combi-
naisons linéaires. On peut aussi trouver une base deR(X).

THÉORÈME 24.5 ♥♥♥ Composantes d’un vecteur relativement à une base
Une famillee = (e1, . . . ,en) deE est une base deE si et seulement si, pour tout vecteurv ∈ E, il existe une unique

famille de scalaires(λ1, . . . ,λn ) ∈Kn telle que :

v =
p∑

k=1

λi ·ei =λ1 ·e1 + . . .+λn ·en

Le n-uplet(λ1, . . . ,λn) est alors appelé famille descomposantes(oucoordonnées) dev dans la basee.

Démonstration
⇒

– ExistenceComme la famillee est une base, elle est génératrice deE et donc pour toutv ∈E, il existe unn-uplet de scalaires

(λ1, . . . ,λn ) ∈Kn tel que :v =∑p

k=1
λi ·ei

– Unicité Supposons qu’il existe deuxn-uplets de scalaires :(λ1, . . . ,λn ) et
(
λ′1, . . . ,λ′n

)
tels que :

v =
p∑

k=1

λi ·ei =
p∑

k=1

λ′i ·ei .

On a donc :
∑p

k=1

(
λ′

i
−λi

)
· ei = 0. Mais e étant une base deE, elle est libre et cette dernière égalité n’est possible quesi :

∀i ∈ �1,n� , λ′
i
−λi = 0 c’est-à-dire :∀i ∈ �1,n� , λ′

i
=λi ce qui prouve l’unicité.

⇐ Supposons que pour toutv ∈E, il existe une unique famille de scalaires(λ1, . . . ,λn ) ∈Kn telle que :

v =
p∑

k=1

λi ·ei =λ1 ·e1 + . . .+λn ·en

et montrons quee est une base deE. Il est clair quee est génératrice. Montrons quee est libre. La seule décomposition de0E sur
les vecteurs de la famillee est0E = 0e1 + . . . 0en . Par conséquent, si len-uplet (α1, . . . ,αn ) ∈Kn est tel que

∑n
k=1

αk ek = 0E, on
a nécessairement :∀i ∈ �1,n� , αi = 0 ce qui prouve quee est libre.
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24.2 Dimension d’un espace vectoriel

24.2.1 Espace vectoriel de dimension finie

DÉFINITION 24.6 ♥ Espace vectoriel de dimension finie
On dit qu’unK-espace vectoriel est dedimension finies’il admet une famille génératrice finie. Dans le cas contraire,

on dit queE est dedimension infinie. De plus, par convention, on dit queE = {0} est un espace de dimension finie.

Exemple 24.5
– Kn est de dimension finie car sa base canonique est une famille génératrice finie deKn .
– De la même façon,Kn [X] est de dimension finie.
– Par contre,K [X] est de dimension infinie. Voir l’exemple 24.9 pour une démonstration.
– De la même façon,S (R) etF (R,R) sont de dimension infinie. Voir l’exercice 24.32 page 924.

LEMME 24.6 ♥ Augmentation d’une famille libre
SoientE unK-espace vectoriel etx ∈ E \ {0}. On suppose que :

H1 L = (l1, . . . , ln ) est une famille libre de vecteurs deE.

H2 x 6∈Vect (L )

Alors (l1, . . . , ln , x) est encore une famille libre de vecteurs deE.

Démonstration Soientα1, . . . ,αn ,α n+1 scalaires deK tels que :α1l1+ . . .+αn ln +αx = 0. Supposons que lesn+1 scalaires ne
sont pas tous nuls. Il y a alors deux possibilités :

1. α = 0 et doncα1l1 + . . . +αn ln = 0 avecα1, . . . ,αn non tous nuls, ce qui n’est pas possible car la familleL est, d’après la
première hypothèse, libre dansE.

2. α 6= 0. Dans ce cas, on peut alors écrirex comme une combinaison linéaire des vecteurs deL ce qui contredit la seconde
hypothèse.

On montre ainsi par l’absurde que la famille(l1, . . . , ln , x) est libre.

LEMME 24.7 ♥ Diminution d’une famille liée

SoientE unK-espace vectoriel etG =
(
g1, . . . , gn , gn+1

)
une famille den+1 vecteurs deE. On suppose que :

H1 gn+1 ∈Vect
(
g1, . . . , gn

)
(c’est-à-dire,gn+1 est combinaison linéaire des vecteursg1, . . . , gn).

Alors :
Vect

(
g1, . . . , gn , gn+1

)
= Vect

(
g1, . . . , gn

)

C’est-à-dire qu’on peut retirer le vecteurgn+1 àG sans modifier le sous-espace engendré parG .

Démonstration D’après l’hypothèse, il existe unn-uplet (α1, . . . ,αn ) de scalaires deK tels que :gn+1 = ∑n
k=1

αk gk . Posons
F = Vect

(
g1, . . . , gn

)
et montrons que la famille

(
g1, . . . , gn

)
génère aussiF. Soit x ∈ F. Il existe (x1, . . . , xn+1) un (n +1)-uplet de

scalaires deK tels que :

x =
n+1∑

k=1

xi gi

=
n∑

k=1

xi gi +xn+1gn+1

=
n∑

k=1

xi gi +xn+1

n∑

k=1

αk gk

=
n∑

k=1

(
xi +xn+1αk

)
gi

ce qui prouve queVect
(
g1, . . . , gn , gn+1

)
⊂ Vect

(
g1, . . . , gn

)
. Il est par ailleurs clair queVect

(
g1 , . . . , gn

)
⊂ Vect

(
g1, . . . , gn , gn+1

)

et l’égalité est alors établie.

THÉORÈME24.8 ♥ Fondamental : On peut compléter une famille libre en une baseen puisant dans une famille
génératrice

SoientE unK-espace vectoriel etp, q,n ∈N∗. On suppose que :
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H1 L =
(
l1, . . . , lp

)
est une famille libre de vecteurs deE.

H2 G =
(
g1, . . . , gq

)
est une famille génératrice de vecteurs deE.

alors, il existe une baseB deE de la forme

B =
(
l1, . . . , lp , lp+1, . . . , ln

)

où lp+1, . . . , ln ∈G .

Démonstration On va procéder de manière algorithmique. Si la familleL est génératrice, le théorème est démontré, sinon on
construit une base ainsi. PosonsL0 =L .

• 1èreétape :

■ Si g1 ∈ Vect (L0), on poseL1 =L0. D’après le lemme 24.7, on aVect (L1) = Vect
(
L0 ∪

{
g1

})

■ Si g1 6∈ Vect (L0), on poseL1 =L0 ∪
{

g1
}
. D’après le lemme 24.6, la familleL1 est libre etVect (L1) = Vect

(
L0 ∪

{
g1

})
.

Dans les deux cas, on a :

Vect (L1) = Vect
(
L0 ∪

{
g1

})
et L1 est libre

• Soit i ∈N tel quei +1 É q.

• ièmeétape : On suppose que la familleLi est construite en sorte que :

Vect
(
Li

)
= Vect

(
Li−1 ∪

{
gi

})
= Vect

(
L0 ∪

{
g1 , . . . , gi

})
et Li est libre

• i +1èmeétape : On construit maintenantLi+1.

■ Si gi+1 ∈Vect
(
Li

)
, on poseLi+1 =Li . D’après le lemme 24.7, on aVect

(
Li+1

)
= Vect

(
Li

)

■ Si gi+1 6∈ Vect
(
Li

)
, on poseLi+1 = Li ∪

{
gi+1

}
. D’après le lemme 24.6, la familleLi+1 est libre etVect

(
Li+1

)
=

Vect
(
Li ∪

{
gi+1

})
.

Dans les deux cas, on a :

Vect
(
Li+1

)
= Vect

(
Li ∪

{
gi+1

})
et Li+1 est libre

• On construit ainsi par récurrence les famillesL0, . . . ,Lq .
La familleLq vérifie alors :

Vect
(
Lq

)
= Vect (L ∪G ) ⊃ Vect (G )= E et Lq est libre

et est donc libre et génératrice deE. Lq est donc une base deE.

Remarque 24.3 Cette démonstration fournit un algorithme explicite pour fabriquer des bases dans un espace vectoriel
de dimension finie.

COROLLAIRE 24.9 ♥ Existence de base
Tout espace vectoriel de dimension finie non réduit à{0} possède une base.

Démonstration Par définition, un espace vectoriel de dimension finie non réduit à {0} possède une famille génératrice finieG .
Soit x 6= 0 ∈ G . La famille constituée du singleton{x} est libre dansE. Par application de la proposition précédente, on peut la
compléter en une base deE en la complétant par des vecteurs deG bien choisis.

COROLLAIRE 24.10 ♥ Théorème de la base incomplète

SoientE unK-espace vectoriel de dimension finie etL =
(
e1, . . . ,ep

)
une famille libre de vecteurs deE. Alors on peut

compléterL en une baseB =
(
e1, . . . ,ep ,ep+1, . . . ,en

)
deE.

Démonstration CommeE est de dimension finie, il possède une famille génératrice finie G . D’après le théorème précédent
appliqué àL et àG , on prouve l’existence d’une base deE construite par complétion de la baseL .

24.2.2 Dimension

LEMME 24.11 Lemme de Steinitz
SoientS = (x1, . . . , xn ) etT =

(
y1, . . . , yn , yn+1

)
deux familles de vecteurs deE. On suppose que :

H1 ∀i ∈ �1,n+1� , yi ∈Vect (S )

alorsT est liée.

Démonstration Pour toutn ∈N, notonsPn la propriété à démontrer. Nous allons effectuer une récurrence surn.
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• Si n = 1 alorsS = {x1} et T =
{

y1, y2
}
. Par hypothèse,y1 = α1x1 et y2 = α2x1 où α1,α2 ∈K. Ces deux scalaires ne sont pas

tous deux nuls sinonT ne compte qu’un élément. On a alorsα2 y1 −α1 y2 = 0 etT est liée. DoncP1 est vraie.
• Soit n ∈N.
• Supposons quePn−1 est vraie et prouvons que c’est alors aussi le cas dePn . SoientS = (x1, . . . , xn ) et T =

(
y1, . . . , yn , yn+1

)

des familles de vecteurs comme dans l’énoncé du lemme. On a :




y1 =
∑n

i=1
α1

i
xi

... =
...

yn+1 =∑n
i=1

αn+1
i

xi

où∀
(
i , j

)
∈ �1,n� ×�1,n +1� , α

j

i
∈K. Il y a deux cas possibles :

■ Si ∀k ∈ �1,n +1� , αk
n = 0 alors

(
y1, . . . , yn

)
est une famille de vecteurs qui sont tous combinaisons linéaires de la famille

(x1 , . . . , xn−1). Par application de l’hypothèse de récurrence, on peut affirmer que
(

y1, . . . , yn
)

est une famille liée. Il en est
alors de même de

(
y1, . . . , yn+1

)
.

■ Sinon ∃k ∈ �1,n +1� , αk
n 6= 0 . Quitte à ré-indicer les vecteurs deT , on peut supposer queαn+1

n 6= 0. Posons alors :∀k ∈

�1,n� , zk = yk −
αk

αn+1
n

yn+1. Chacun des vecteurs de la famille(z1, . . . , zn ) est alors élément deVect (x1, . . . , xn−1). D’après

l’hypothèse de récurrence, la famille(z1, . . . , zn ) est donc liée. Il existe donc des scalairesλ1, . . . ,λn non tous nuls tels que
∑n

k=1
λk zk = 0, ce qui s’écrit aussi

∑n
k=1

λk

(
yk −

αk

αn+1
n

yn+1

)
= 0 ou encore :

∑n
k=1

λk yk −
∑n

i=1
αiλi

αn+1
n

yn+1 = 0 et prouve

que la famille
(

y1, . . . , yn+1
)

est bien liée.
• Le théorème est alors prouvé par application du théorème de récurrence.

THÉORÈME 24.12 ♥ Le cardinal d’une famille libre est toujours plus petit que celui d’une famille génératrice.
Soient :
– S une famille libre deE.
– G une famille génératrice deE.

alors : CardL É CardG .

Démonstration Supposons que ce ne soit pas le cas :CardL > CardG . Posonsm = CardG et supposons queG = (x1, . . . , xm ) et
que

(
y1, . . . , ym+1

)
soientm+1 vecteurs deL . CommeG est génératrice, on a :∀i ∈ �1,n +1� , yi ∈Vect (G ). Par application du

lemme de Steinitz 24.11, cela implique que
(

y1, . . . , ym+1
)

est une famille liée deE, ce qui contredit le fait queL est une famille
libre deE. Le théorème est alors prouvé par l’absurde.

THÉORÈME 24.13 ♥ Toutes les bases d’unK-espace vectoriel de dimension finie ont le même cardinal
Si E est unK-espace vectoriel de dimension finie alors toutes les bases de E ont même cardinal.

Démonstration CommeE est de dimension finie,E possède au moins une base. SoientB1 et B2 deux bases deE. CommeB1

est libre etB2 est génératrice, on aCardB1 É CardB2. De même,B2 est libre etB1 est génératrice, doncCardB2 É CardB1.
Par conséquent :CardB1 = CardB2.

Ce théorème, associé au théorème 24.9, permet de donner un sens à la définition suivante :

DÉFINITION 24.7 ♥ Dimension d’un espace vectoriel

– Si E = {0}, on dit queE est dedimension0 et on notedimE = 0.
– Sinon, siE est un espace vectoriel de dimension finie non réduit à{0}, on appelledimensiondeE le cardinal d’une

base deE et on le notedimE.

Exemple 24.6
– dimKn = n.
– dimRn [X]= n+1.

Application 24.7

Une famille f d’au moinsn +1 vecteurs dans un espaceE de dimensionn est toujours liée. En effet, si elle était libre
alors on aurait une famille libref de cardinal plus grand que celui de n’importe quelle basee deE. Or e est une famille
génératrice deE et le cardinal d’une famille libre est toujours plus petit que celui d’une famille génératrice.

THÉORÈME 24.14 ♥ Caractérisation des bases
Soit E unK-espace vectoriel de dimensionn ∈N. SoitS une famille de vecteurs deE de cardinalp.

1. SiS est libre alorsp É n et on a égalité si et seulement siS est une base deE.

2. SiS est génératrice alorsp Ê n et on a égalité si et seulement siS est une base deE.
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Démonstration CommeE est de dimensionn, il possède une baseB de cardinaln.

• Si S est libre alors appliquant la proposition 24.12, on a :CardS É CardB.
⇒ Supposons de plus quep = n et montrons queS est génératrice. Si ce n’était pas le cas, il existerait un vecteurx0 ∈ E tel que

x0 6∈∈ Vect (S ). La familleS ∪{x0} est, d’après le lemme d’augmentation d’une famille libre 24.6, encore libre. On doit donc
encore avoir, en vertu de la proposition 24.12,CardS ∪ {x0} É CardB. Mais cette dernière égalité est équivalente àn+1 É n.
On a ainsi montré par l’absurde queS est génératrice.

⇐ Réciproquement, siS est génératrice, alors on a, par application de la proposition 24.12,CardS Ê CardB et doncp = n

• Si S est génératrice, alors en appliquant la proposition 24.12,on a :CardS Ê CardB et doncp = n.
⇒ Supposons de plus quep = n et montrons queS est libre. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existex0 ∈S tel que

x0 ∈ Vect (S \ {x0}). Par application du lemme de réduction d’une famille liée 24.7,S \ {x0} est encore génératrice mais on a
alorsn −1 = CardS \ {x0} Ê n ce qui contredit la proposition 24.12.

⇐ Réciproquement, siS est une base alors elle est libre et on aCardS É n et doncp = n.

Remarque 24.4 Comme on va le voir dans les exemples suivants, ce théorème permet de diviser par deux le travail à
entreprendre pour montrer qu’une famille est une base d’unK-espace vectoriel donné.

Exemple 24.8
– Reprenons le quatrième point de l’exemple 24.4. Soit dansR3 les vecteurse1 = (1,0,1), e2 = (1,−1,1) et e3 = (0,1,1)

et montrons quee = (e1,e2,e3) est une base deR3. On montre comme dans l’exemple 24.4 que cette famille est libre.
On conclut en remarquant queCard(e) = 3 = dimR3, donce est une base deR3. On n’a pas besoin de montrer quee

est génératrice deR3 ! C’est automatique.
– Montrons que la familleP = (P1,P2,P3) avecP1 = 5, P2 = 2X − 1 et P3 = X2 − 4X + 1 est une base deR2 [X]. On

commence par montrer que la famille est libre. Soientα1,α2,α3 ∈ R tels queα1P1 +α2P2 +α3P3 = 0. Alors α3X2 +
(2α2 −4α3)X + (5α1 −α2 +α3) = 0. Un polynôme est nul si et seulement si ses coefficients sont nuls et on obtient

le système :





5α1 −α2 +α3 = 0

2α2 −4α3 = 0

α3 = 0

dont l’unique solution estα1 = α2 = α3 = 0. La famille est bien libre. De plus

Card(P) = 3 = dimR2 [X] doncP est une base deR2 [X].

Exemple 24.9

Montrons queK [X] est de dimension infinie. Pour toutn ∈N, posonsEn = (1,X, . . . ,Xn ). On sait que pour toutn ∈N, En

est libre etCard(En) = n+1. Supposons queK [X] soit de dimension finien ∈N∗. On sait queK [X] contient une famille
libre, En+1 qui est de cardinaln+1, ce qui est impossible. DoncK [X] est de dimension infinie.
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BIO 21 Hermann Günther Grassmann, né le 15 avril 1809 à Stettin etmort le 26 septembre 1877 à Stettin (Allemagne).

Hermann Grassmann est le troisième enfant d’une famille
de douze. Son père enseigne les mathématiques. Devant les
piètres qualités intellectuelles de son fils (mémoire peu fiable,
trouble de la concentration, ...), il pense faire de lui un jar-
dinier ou un bijoutier. Hermann Grassmann se rend néanmoins
à Berlin en 1927 pour étudier la théologie. Peu à peu, il se pas-
sionne pour les mathématiques qu’il découvre au travers des
ouvrages écrit par son père. En 1830, il retourne dans sa ville
natale en tant que professeur de mathématiques. Ayant raté son
examen, il ne peut enseigner que dans les premières classes
du secondaire. Il commence en même temps ses recherches
en mathématiques. En 1840 il reçoit l’habilitation à enseigner
dans les différentes classes de lycée et en 1844, il publie
son ouvrage majeur `̀Die lineale Ausdenungslehre, ein neuer
Zweig der Mathematiḱ́. Grassmann y donne les fondements
de l’algèbre linéaire. Son idée est de mettre l’algèbre au ser-
vice de la géométrie. Il articule les choses autour de la notion
de vecteurs. Cette citation est éclairante sur ses motivations :
« La première impulsion est venue de considération sur la sig-
nification des nombres négatifs en géométrie. Habitué à voir
AB comme une longueur, j’étais néanmoins convaincu que
AB = AC+CB, quelle que soit la position deA,B,C sur une
droite ». Il introduit les notions d’indépendance linéaire, de
sous-espace vectoriel, de base et de dimension. Ses écrits sont
confus et difficiles à suivre, aussi le livre n’aura que peu delecteurs. Grassmann est très frustré de ce fait car il pense
que son travail est révolutionnaire et qu’il mérite un posteà l’université. Il écrit une seconde version de son livre
qu’il publie en 1862. Mais malgré ses efforts de présentation, elle ne connaît pas plus de succès que la première.
Aigri, Grassmann se tourne alors vers la linguistique et apprend le Sanscrit et le Gothique. Grâce à d’importants
travaux de traduction, il entre enfin à l’université. Il fautattendre 1888 pour que le mathématicien Giuseppe Peano
reprenne le travail de Grassmann et en précise toute la portée.

24.3 Dimension d’un sous-espace vectoriel

On va maintenant étudier ce que la notion de dimension apporte dans l’étude des sous-espaces vectoriels.

24.3.1 Dimension d’un sous-espace vectoriel

THÉORÈME 24.15 ♥ Dimension d’un sous-espace vectoriel
SoientE un espace vectoriel de dimension finien et F un sous-espace vectoriel deE. On a :

1 F est de dimension finie etdimF É dimE .

2 (dimF = dimE) ⇐⇒ F = E

Démonstration

1 Si F = {0}, le résultat est immédiat. Sinon, notonsL l’ensemble des familles libres deF. L est non vide carF est non trivial
et un vecteur deF à lui seul constitue une famille libre deF. Toute famille libre deF est une famille libre deE donc possède
au plusn éléments. Notonsp = max

{
CardL | L ∈ L

}
. On a doncp É n et si une famille libreL de E vérifie à la fois :

CardL = p et L ∈ L alors nécessairementL est une base deF. En effet :
• L est libre.
• L est génératrice deF. Si ce n’était pas le cas, alors d’après le lemme d’augmentation d’une famille libre 24.6,

il existerait un vecteurx ∈ F tel queL̃ = L ∪ {x} soit encore libre. MaisL̃ ∈ L et CardL̃ = p +1 > p ce qui
constituerait une contradiction. La familleL est donc nécessairement génératrice et est donc une base deF.

2 Le sens indirect est trivial. Réciproquement, sidimF = dimE alorsF possède une baseB de cardinaln. Mais B est, par
application de la proposition 24.14, aussi une base deE et donc :F = Vect (B) = E.

On utilise très souvent cette propriété...Elle permet de diviser par deux le travail à effectuer pour montrer que deux sous-
espaces vectorielsE etF sont égaux. D’habitude on montre queF ⊂ G puis queG ⊂ F. Il suffira donc de montrer la première
inclusion puis que les deux sous-espaces ont même dimension.
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PLAN 24.4 : ...pour montrer que deux sous-espaces vectorielsF et G sont égaux

1 On montre queF ⊂ G

2 On montre quedimF = dimG

3 Alors F= G

Exemple 24.10Soit E =R4 et

F= Vect((1,1,λ,3), (0,1,1,2)) G = {(x, y, z, t) ∈ E | x − y + z = 0, x +2y − t = 0}

Cherchons à quelle condition surλ ∈R a-t-onF= G ?
– Supposons tout d’abord queF = G. Alors (1,1,λ,3) ∈ G et doit satisfaire en particulier l’équationx − y + z = 0. On

trouve alors queλ= 0.
– Montrons que siλ = 0 alors F = G. On sait queF = Vect((1,1,0,3),(0,1,1,2)). Les vecteurs(1,1,0,3),(0,1,1,2)

engendrentF et ils sont non colinéaires donc ils forment une famille libre. Par suite, c’est une base deF

et dimF = 2. Par ailleursG = {(x, y, z, t) ∈ E | x − y + z = 0, x + 2y − t = 0} =
{(

x, y, y − x, x +2y
)
| x, y ∈R

}
=

Vect ((1,0,−1,1) ,(0,1,1,2)), on montre alors de la même façon qu’avant quedimG = 2. De plus (1,1,0,3) et

(0,1,1,2) vérifient le système

{
x − y + z = 0

x +2y − t = 0
donc(1,1,0,3),(0,1,1,2) ∈ G et commeG est un sous-espace vectoriel,

F = Vect((1,1,λ,3), (0,1,1,2)) ⊂ G. Enfin, commedimF= dimG on obtientF= G.

24.3.2 Somme directe

Le théorème suivant sera souvent bien commode pour montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires.

THÉORÈME 24.16 ♥ Un caractérisation de la supplémentarité en termes de bases
SoientE un espace vectoriel de dimension finien etF, G deux sous-espaces vectoriels deE munis d’une base

(
e1, . . . ,ep

)

pourF et d’une base
(

f1, . . . , fq

)
pourG. On a équivalence entre :

1 F et G sont supplémentaires dansE : E = F⊕G.

2 B =
(
e1, . . . ,ep , f1, . . . , fq

)
est une base deE.

Démonstration
– Prouvons le sens direct. On suppose queE = F⊕G.

• Montrons queB est libre : soientα1, . . . ,αp ,αp+1, . . . ,αn des scalaires deK tels queα1e1+. . .+αp ep+αp+1 f1+. . .+αn fq = 0.
On a alors :x = α1e1 + . . .+αp ep = −

(
αp+1 f1 + . . .+αn fq

)
. Commee est une base deF, on ax = α1e1 + . . .+αp ep ∈ F et

commef est une base deG, on a :x =−
(
αp+1 f1 + . . .+αn fq

)
∈ G. Mais F et G étant en somme directe, on a :F∩G = {0} et

doncx = 0. Commee est une base deF et f une base deG, ceci implique queα1 = . . . =αp =αp+1 = . . . = αn = 0 et donc que
B est libre.

• Montrons queB est génératrice deE. Soit x ∈ E. CommeE = F⊕G, il existe un vecteurx1 ∈ F et un vecteurx2 ∈ G tels que
x = x1 +x2 . De plus :
– Commee est une base deF et quex1 ∈ F, il existeα1, . . .αp ∈K tels quex1 =α1e1 + . . .+αp ep .
– Commef est une base deG et quex2 ∈ G, il existeβ1, . . .βq ∈K tels quex2 = β1 f1 + . . .+βq eq .
Par conséquent :x = x1 +x2 = α1e1 + . . .+αp ep +β1 f1 + . . .+βq eq ∈Vect (B) etB est donc bien génératrice deE.

On a ainsi prouvé queB est une base deE.
– Prouvons la réciproque. On suppose queB est une base deE.

• On aF∩G= {0}. En effet six ∈ F∩G alors il existex1, . . . , xp ∈K et y1, . . . , yq ∈K tels quex = x1e1 + . . .+xp ep = y1 f1 + . . .+
yq fq . Mais alorsx1e1 + . . .+xp − y1 f1 − . . .− yq fq = 0. Mais la familleB est libre doncx1 = . . . = xp = y1 = . . . = yq = 0 et
x = 0.

• On aE = F+G. En effet, six ∈ E alors commeB engendreE, il existex1, . . . , xp ∈K et y1, . . . , yq ∈K tels que

x = x1e1 + . . .+xp ep︸ ︷︷ ︸
∈F

+ y1 f1 + . . .+ yq fq︸ ︷︷ ︸
∈G

∈ F+G.

DoncE = F⊕G.

COROLLAIRE 24.17 ♥ Dimension d’une somme directe
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. SoientE1 et E2 deux sous-espaces vectoriels deE. Si E1 et E2 sont
supplémentaires :E = E1 ⊕E2, alors

dimE = dimE1 +dimE2 .
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Démonstration CommeE est de dimension finie, il en est de même de ses deux sous-espaces supplémentairesE1 et E2. Posons
n1 = dimE1 et n2 = dimE2. Il existe donc une base

(
e1, . . . ,en1

)
de E1 et une base

(
f1, . . . , fn2

)
de E2. D’après la proposition

précédente,
(
e1, . . . ,en1 , f1, . . . , fn2

)
est une base deE et est donc de cardinaln = dimE. Par suite :dimE1 +dimE2 = n1 +n2 = n =

dimE.

COROLLAIRE 24.18 ♥ Existence d’un supplémentaire en dimension finie
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si F est un sous-espace vectoriel deE alorsF possède des supplémen-
taires dansE.

Démonstration Soit F un sous-espace vectoriel deE. CommeE est de dimension finie il en est de même deF et F possède donc
une base

(
e1, . . . ,ep

)
où p = dimF. D’après le théorème 24.10, on peut compléter cette base en une base

(
e1, . . . ,ep , f1, . . . , fq

)
de

E où q est un entier tel quep +q = dimE. PosonsG = Vect
({

f1, . . . , fq
})

. Montrons queF et G sont supplémentaires dansE. La
famille

(
f1, . . . , fq

)
est libre comme sous-famille d’une famille libre et elle engendreG par construction. Donc c’est une base deG.

Donc d’après le théorème 24.16, on sait queE = F⊕G.

FG

H

FIGURE 24.1 – Deux supplémentairesG et H d’un s.e.vF

Attention 24.11 Il ne faut pas parlerdu supplémentaire d’un sous-espace vectoriel. Il en existe engénéral une

infinité . Voir l’exercice 24.58 page 930.

THÉORÈME 24.19 ♥♥♥ Dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels, formulede Grassmann

SoientE unK-espace vectoriel de dimension finie,F et G des sous-espaces vectoriels deE alors :

dim (F+G) = dimF+dimG−dim (F∩G)

Démonstration
Comme queF∩G est un sous-espace vectoriel deE et queE est de dimension finie,F∩G possède, par application de la proposition
précédente, un supplémentaireF′ dansF. Montrons queF′ est un supplémentaire deG dansF+G, c’est-à-dire queF′⊕G = F+G.
• Soit x ∈ F′∩G. CommeF′ ⊂ F, x ∈ F∩G et commeF′ et F∩G sont supplémentaires,x = 0. DoncF′∩G = {0}.
• Soitx ∈ F+G. Il existe doncx1 ∈ F etx2 ∈G tels quex = x1+x2 . Commex1 ∈ F, il existex′1 ∈ F′ etx′′1 ∈ F∩G tels quex1 = x′1+x′′1 .

Par conséquent :
x = x′1︸︷︷︸

∈F′

+ x′′1︸︷︷︸
∈F∩G

+ x2︸︷︷︸
∈G︸ ︷︷ ︸

∈G

et doncx ∈ F′+G. Ce qui prouve queF′+G = F+G.
On a prouvé queF′ ⊕G = F+G. D’après le théorème 24.17, on a :dim (F+G) = dim

(
F′⊕G

)
= dimF′ +dim G. Mais comme

F′⊕F∩G = F, on a aussi :dimF′+dimF∩G = dimF et donc :dimF+G = dimF+dimG−dim F∩G.

COROLLAIRE 24.20 ♥ Caractérisation des supplémentaires
SoientE unK-espace vectoriel de dimension finie,F et G des sous-espaces vectoriels deE. On a équivalence entre :

1 F et G sont supplémentaires dansE.

2 F∩G = {0} et dimF+dimG = dimE.

3 F+G = E et dimF+dimG = dimE.

Démonstration
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F

G

F∩G

F1

FIGURE 24.2 – Dimension deF+G : F= F1 ⊕ (F∩G) et F+G = G⊕F1

• 1 =⇒ 2 Si F et G sont supplémentaires dansE, il est clair queF∩G = {0} et, d’après la proposition 24.17, que :dimF+dim G =
dimE.

• 2 =⇒ 3 Il suffit de montrer queF+G = E. Mais d’après la proposition 24.19, on a :dim (F+G) = dimF+dimG−dim (F∩G) =
dimF+dim G = n = dimE carF∩G = {0}. Par conséquent, d’après la proposition 24.15, on a :F+G = E.

• 3 =⇒ 1 Il suffit de prouver queF∩G = {0} ce qui provient de :dimF∩G = dimE−dim F−dimG = 0.

Remarque 24.5 La formule de Grassmann permet de diviser par deux le travailà effectuer pour prouver une supplé-
mentarité.

Exemple 24.12Reprenons le second point de l’exemple 23.15 page 856. Dans l’espaceE =R3, on considère la droiteF

donnée par le système

{
x + y − z = 0

2x − y + z = 0
et le planG d’équationz = 0. Montrons queE = F⊕G. On a déjà vu queF et

G sont bien des sous-espaces vectoriels deE. Le vecteur
(
x, y, z

)
∈ F∩G si et seulement si





x + y − z = 0

2x − y + z = 0

z = 0

qui admet

comme unique solution(0,0,0). Doncdim(F∩G) = 0. De plusdimF+dimG = 2+1 = dimE. On en déduit, d’après le
corollaire précédent, queE = F⊕G.

24.4 Applications linéaires en dimension finie

Dans cette section, on s’intéresse aux implications de la notion de dimension en ce qui concerne les applications linéaires.

24.4.1 Bases et applications linéaires

La proposition suivante permet de comprendre qu’une application linéaire entre un espace vectoriel de dimensionn et
un autre de dimensionm est entièrement déterminée par une famille demn scalaires. Cette famille de scalaires, rangée
convenablement dans un tableau, forme ce qu’on appellera dans le prochain chapitre une matrice.

THÉORÈME 24.21 ♥ Une application linéaire est entièrement déterminée par les valeurs qu’elle prend sur une
base
SoientE et F deuxK-espaces vectoriels. On suppose que :

H1 e = (e1, . . . ,en) est une base deE.
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H2 f =
(

f1, . . . , fn

)
est une famille de vecteurs deF.

alors il existe une et une seule application linéaireu : E → F telle que :

∀i ∈ �1,n� , u (ei ) = fi (⋆)

Démonstration
• Unicité Soit v : E → F une autre application linéaire vérifiant(⋆). Prouvons queu = v . Soit x ∈ E. Commee est une base deE,

il existe des scalairesα1, . . . ,αn ∈ K tels quex =∑n
k=1

αk ek . Par linéarité, on a :

u (x) = u

(
n∑

k=1

αk ek

)
=

n∑

k=1

αk u
(
ek

)
=

n∑

k=1

αk fk

et

v (x) = v

(
n∑

k=1

αk ek

)
=

n∑

k=1

αk v
(
ek

)
=

n∑

k=1

αk fk .

Par conséquent,u (x) = v (x) et u = v .
• Existence On construit une applicationu : E → F satisfaisant(⋆) de la façon suivante. Soitx ∈ E. Il existe un uniquen−uplet

(λ1, . . . ,λn ) ∈Kn tel quex =∑n
k=1

αk ek . Posons alorsu (x) =
∑n

k=1
λi fi . u est bien définie car len−uplet(λ1, . . . ,λn ) associé àx

est unique.u est de plus linéaire. Soitx′ =∑n
k=1

λ′
k

ek et soientα,α′ ∈K. On aαx+α′x′ =∑n
k=1

(
αλk +α′λ′

k

)
ek et par définition

deu :

u
(
αx +α′x′

)
=

n∑

k=1

(
αλk +α′λ′

k

)
fk

=
n∑

k=1

αλk fk +
n∑

k=1

α′λ′k fk

= αu (x)+α′u
(
x′

)
.

On a de plus bien :∀k ∈ �1,n� , u
(
ek

)
= fk .

Remarque 24.6 SoientE et F deuxK-espaces vectoriels. Soientu ∈L (E,F), x ∈ E et y = f (x). On suppose que :

H1 e = (e1, . . . ,en ) est une base deE.

H2 f =
(

f1, . . . , fm

)
est une base deF.

H3 Il existe une famille de scalaires
(
αi j

)
i∈�1,n�, j∈�1,m� deK telle que :∀i ∈ �1,n� , u (ei ) =∑m

j=1
αi j f j .

H4 Dans la basee, x =
n∑

i=1

xi ·ei et dans la basef , y =
m∑

j=1

yi · f j

alors :∀ j ∈ �1,m� , y j = ∑n
i=1

αi j · xi . D’après la proposition, la famille de scalaire
(
αi , j

)
i∈�1,n�, j∈�1,m� caractérise

complètement l’application linéaireu. Cette remarque est à la base de la théorie des matrices qu’ondéveloppera dans le
prochain chapitre.

PROPOSITION24.22 Caractérisation vectorielle de l’injectivité ou la surjectivité d’une application linéaire
Soit e = (e1, . . . ,en) une base deE et f =

(
f1, . . . , fn

)
une famille den vecteurs deE. Soitu : E → F l’application linéaire

tel que :∀i ∈ �1,n� , u (ei ) = fi . On a :

1 u est injective si et seulement sif est libre.

2 u est surjective si et seulement sif est génératrice.

Démonstration ♥♥♥
1 On a :

u est injective ⇐⇒ (∀x ∈ E, u (x) = 0 =⇒ x = 0)

⇐⇒
(
∀(λ1, . . . ,λn ) ∈Kn , u

(
n∑

k=1

λk ek

)
= 0 =⇒ λ1 = . . . =λn = 0

)

⇐⇒
(
∀(λ1, . . . ,λn ) ∈Kn ,

n∑

k=1

λk u
(
ek

)
= 0 =⇒ λ1 = . . . =λn = 0

)

⇐⇒
(
∀(λ1, . . . ,λn ) ∈Kn ,

n∑

k=1

λk fk = 0 =⇒ λ1 = . . . =λn = 0

)

⇐⇒ f est libre
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2 On a :

u est surjective ⇐⇒
(
∀y ∈ F, ∃x ∈ E : f (x) = y

)

⇐⇒
(
∀y ∈ F, ∃λ1, . . . ,λn ∈K : u

(
n∑

k=1

λk ek

)
= y

)

⇐⇒
(
∀y ∈ F, ∃λ1, . . . ,λn ∈K :

n∑

k=1

λk u
(
ek

)
= y

)

⇐⇒
(
∀y ∈ F, ∃λ1, . . . ,λn ∈K :

n∑

k=1

λk fk = y

)

⇐⇒ f est génératrice

Remarque 24.7 C’est un excellent exercice que de refaire seul cette preuve.

24.4.2 Dimension et isomorphisme

PROPOSITION24.23 ♥ Deux espaces vectoriels sont isomorphes si et seulement s’ils ont même dimension
SoitE unK-espace vectoriel de dimension finien. UnK-espace vectorielF est isomorphe àE si et seulement sidimF =
dimE = n.

Démonstration
– ⇒ Supposons queE et F sont isomorphes. Alors il existeu ∈ L (E,F) bijective. SoitB = (e1, . . . ,en ) une base deE. Alors

C = (u (e1) , . . . ,u (en)) est, d’après la proposition précédente :
• libre caru est injective.
• génératrice caru est surjective.
C forme donc une base deF et dimF = CardC = n = dimE.

– ⇐ Réciproquement, sidimF = dimE = n, considéronsB = (e1, . . . ,en ) une base deE et C =
(

f1, . . . , fn
)

une base deF. On
définit une application linéaireu entreE et F en posant :∀i ∈ �1,n� , u

(
ei

)
= fi . Par application de la proposition précédente,

u est :
• injective carC est libre.
• surjective carC est génératrice.
Par conséquentu est un isomorphisme deE dansF.

COROLLAIRE 24.24 ♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finien. Alors E etKn sont isomorphes.

Démonstration En effet, ces deux espaces vectoriels sont de même dimension.

COROLLAIRE 24.25 ♥
SoientE1 et E2 deuxK-espaces vectoriels de dimension finie alorsE1 ×E2 est de dimension finie et :

dim (E1 ×E2) = dimE1 +dimE2

Démonstration Supposons quedimE1 = n1 ∈ N et dimE2 = n2 ∈ N. Appliquant le corollaire précédent, on a :E1 ≃ Kn1 =
et E2 ≃ Kn2 . On montre facilement qu’alors :E1 × E2 ≃ Kn1 ×Kn2 = Kn1+n2 . Mais dimKn1+n2 = n1 + n2. Par conséquent :
dim (E1 ×E2) = n1 +n2.

24.4.3 Rang

DÉFINITION 24.8 ♥♥♥ Rang d’une famille de vecteurs
SoitE unK-espace vectoriel de dimension finie. On appellerang de la famille de vecteursF =

(
e1, . . . ,ep

)
la dimension

du sous-espace vectoriel engendré parF . On notera :rgF = dimVect (F ).

DÉFINITION 24.9 ♥♥♥ Rang d’une application linéaire
SoientE et F deuxK-espaces vectoriels de dimension finie. On appellerang de l’application linéaire u ∈L (E,F) la
dimension du sous-espace vectorielImu : rgu = dimVect (Imu).

PROPOSITION24.26 ♥♥♥
SoientE et F deuxK-espaces vectoriels de dimension finie etu ∈ L (E,F). Si (e1, . . . ,en) est une base deE alors
rgu = rg(u (e1) , . . . ,u (en)).
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Démonstration Soit (e1, . . . ,en) une base deE. On aImu = Vect (u (e1) , . . . ,u (en)). En effet :

y ∈ Imu ⇐⇒ ∃x ∈E : y = u (x)

⇐⇒ ∃λ1, . . . ,λn ∈K : y = u

(
n∑

k=1

λk ek

)

⇐⇒ ∃λ1, . . . ,λn ∈K : y =
n∑

k=1

λk u
(
ek

)

⇐⇒ y ∈ Vect (u (e1) , . . . ,u (en))

et rgu = dim Imu = dimVect (u (e1) , . . . ,u (en)) = rg(u (e1) , . . . ,u (en)).

E

Keru

V

x

xKeru

xV

F

Imu

u(x) = u(xV )

u

FIGURE 24.3 – Formule du rang :E = Ker u⊕V et V ≈ Imu

THÉORÈME 24.27 ♥♥♥ Formule du rang
SoientE et F deuxK-espaces vectoriels etu ∈L (E,F). On suppose que :

H1 E est de dimension finie.

Alors on a laformule du rang :

dimE = dim Keru+dimImu = dim Ker u+ rgu

Démonstration CommeE est de dimension finie, d’après la proposition 24.18,Ker u possède un supplémentaireG. Montrons
queG et Imu sont isomorphes. Pour ce faire, montrons queu|G : G → Imu est un isomorphisme.
– u|G est surjective : Soity ∈ Imu. Il existex ∈ E tel queu (x) = y. CommeE = Ker u ⊕G, il existex1 ∈ Ker u et x2 ∈ G tels que :

x = x1 +x2. Commeu (x1) = 0, on a :y = u (x) = u (x1 +x2) = u (x1)+u (x2) = u (x2). Par conséquent,y possède un antécédent
pouru|G dansG. etu|G est surjective.

– u|G est injective : Soitx ∈ G tel queu|G (x) = 0. Alors x ∈ Ker u et doncx ∈ G∩Ker u. CommeE = Ker u ⊕G, x = 0 et doncu|G
est injective.

Par conséquent,G et Imu sont isomorphes et, d’après la proposition 24.17, on a :dimImu = dimG = dimE−dim Ker f .

Remarque 24.8
– On montre dans cette preuve queImu est isomorphe à tout supplémentaire deKer u. Il faut bien prendre garde qu’en

général, siu est un endomorphisme,Keru et Imu ne sont pas supplémentaires. Essayez par exemple de trouverun
endomorphisme deR2 pour lequelImu = Ker u.

– La formule du rang permet de connaître la dimension du noyau(resp. de l’image) deu dés qu’on connaît la dimension
de son image (resp. de son noyau). Là encore, on dispose d’un outil puissant qui va permettre de beaucoup simplifier
les démonstrations.

Attention 24.13 Il y a deux erreurs classiques à commettre en appliquant cette formule. La première, grossière, est de
prendre pourE l’espace d’arrivée deu plutôt que son espace de départ. La seconde est d’oublier de vérifier queE est de
dimension finie. En dimension infinie, la formule du rang n’a tout simplement pas de sens...En effet,Ker u et Imu peuvent
être de dimension infinie.

Exemple 24.14On considère l’application linéaireu :

{
R3 −→ R2

(
x, y, z

)
7−→

(
x − y + z, x − z

) . Déterminons son image et

son noyau.
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– On sait queImu =
{(

x − y + z, x − z
)
|
(
x, y, z

)
∈R3

}
=

{
x (1,1)+ y (−1,0)+ z (1,−1) |

(
x, y, z

)
∈R3

}
= Vect

(
f1, f2, f3

)

avec f1 = (1,1), f2 = (−1,0) et f3 = (1,−1). Trois vecteurs dans le plan sont nécessairement liés. Les vecteursf1 et
f2 ne sont pas colinéaires. D’après le lemme de réduction d’unefamille liée, on aImu = Vect

(
f1, f2

)
. On vérifie que

les vecteursf1 et f2 forment une famille libre. On a donc montré que
(

f1, f2

)
est une base deImu et queImu est de

dimension2. On remarque que commeImu ⊂R2 et quedimImu = dimR2 alorsImu =R2 et u est surjective.
– On applique la formule du rang et on trouve quedim Ker u = 1. Le noyau deu est alors une droite vectorielle et une

base de cette droite est formée d’un seul vecteur. On vérifie que(1,2,1) ∈ Keru. DoncKeru = Vect (1,2,1).

COROLLAIRE 24.28 ♥ Caractérisation des isomorphismes
SoientE et F deuxK-espaces vectoriels de dimension finie tels quedimE = dimF et u ∈ L (E,F). On a équivalence
entre :

1 u est injective.

2 u est surjective.

3 u est un isomorphisme.

Démonstration On a :
– u est injective=⇒ Ker u = {0} =⇒ dim Ker u = 0 =⇒ dimImu = dimE = n =⇒ u est surjective=⇒ u est un isomorphisme.
– u est surjective=⇒ dimImu = dimE = n =⇒ dim Ker u = 0 =⇒ Ker u = {0} =⇒ u est injective=⇒ u est un isomorphisme.

COROLLAIRE 24.29 ♥ Caractérisation des automorphismes
SoientE unK-espace vectoriel de dimension finie etu ∈L (E) On a équivalence entre :

1 u est injective.

2 u est surjective.

3 u est un automorphisme.

Démonstration C’est une conséquence directe de la dernière proposition.

THÉORÈME 24.30 ♥ Inverses à gauche et à droite
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et un endomorphismeu ∈ L(E). On dit que

1. u est inversible à gauche si et seulement si il existev ∈ L(E) tel quev ◦u = id ;

2. u est inversible à droite si et seulement si il existew ∈ L(E) tel queu ◦w = id ;

3. u est inversible si et seulement si il existeu−1 ∈ L(E) tel queu ◦u−1 = u−1 ◦u = id.

On a la caractérisation :

(u inversible à gauche) ⇐⇒ (u inversible à droite) ⇐⇒ (u inversible)

Démonstration Supposons queu est inversible à gauche et montrons queu est bijective. Il existe doncv ∈ L(E) telle que
v ◦u = idE. Alors v ◦u est bijective (c’est l’application identique !) et d’aprèsle théorème 1.1 page 1141, on sait alors queu est
injective. Mais d’après la proposition de caractérisationdes automorphismes,u est bijective. On fait de même siu est inversible à
droite.

Remarque 24.9
– Là encore, on divise par deux le travail à réaliser pour montrer qu’une application linéaireu ∈ L(E) est bijective. Dans

le cas général, il faut exhiber une applicationv ∈ L(E) tel queu ◦ v = v ◦u = idE. Si E est de dimension finie, il suffit
de montrer queu ◦ v = idE ou quev ◦u = idE.

– Ce résultat est faux en dimension infinie comme le montre le contre-exemple suivant. SoitS l’espace des suites
réelles. On définit deux endomorphismes (le « shift »à gaucheet à droite) :

sg : (a0, a1, . . . ) 7→ (a1, a2, . . . )

sd : (a0, a1, . . . ) 7→ (0, a0, a1, . . . )

Étudier l’injectivité, la surjectivité desg , sd . Calculersg ◦ sd et sd ◦ sg .
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24.5 Récurrences linéaires

On considère les suites de nombres réels ou complexes vérifiant la relation

∀n ∈N, aun+2 +bun+1 +cun = 0 aveca 6= 0.

Des liens avec la résolution de l’équation différentielleay ′′+by ′ + c y = 0 vont apparaître. Il est donc bon de revoir le
théorème 5.13 p. 211.

24.5.1 Structure de l’ensemble des solutions

SoitK=C ouR. On considère l’espace vectorielE des suites à valeurs dansK.

PROPOSITION24.31
Soit a,b, etc ∈K, aveca 6= 0.
L’ensembleF des suites deE vérifiant

∀n ∈N, aun+2 +bun+1 +cun = 0

est un sous-espace vectoriel deE.

Démonstration Pour cela on considèreΦ :

{
E −→ E

(un )n∈N 7−→ (vn )n∈N
avec∀n ∈N, vn = aun+2 +bun+1 +cun .

On vérifie simplement queΦ est un endomorphisme deE. On en déduit queF, en tant que noyau deΦ, est un sous-espace vectoriel
deE.

PROPOSITION24.32
F est unK-espace vectoriel de dimensionÉ 2.

Démonstration SoitΨ :

{
F −→ K2

(un )n∈N 7−→ (u0,u1)
.

On vérifie simplement queΨ est linéaire. Maintenant,Ψ est injectif. En effet, soit(un )n∈N ∈ KerΨ, on vérifie par une récurrence
double (Théorème 8.3 p. 306)∀n ∈N, Hn : un = 0.
On aH0 et H1 puisqueu ∈ KerΨ et∀n ∈N, (Hn et Hn+1) =⇒ Hn+2) puisquea 6= 0.
On en déduit queF est de dimension finie. Toute famille libre deF a pour image une famille libre deK2 puisqueΨ est injectif.
Donc toutes les familles libres deF ont moins de deux éléments. C’est bien dire queF est unK-espace vectoriel de dimension finie
É 2.

24.5.2 Suites géométriques solutions

Comme pour les équations différentielles où l’on cherchaitdes solutions de la formex 7−→ er x , on va chercher des
solutions sous la forme de suites géométriques. Là encore onva travailler dansC dans un premier temps.
On considère l’équation caractéristique

a r 2 +b r +c = 0.

Si r est une racine, alors la suite(r n)n∈N est une suite deF.

PROPOSITION24.33
Soit a,b, etc ∈C, aveca 6= 0.
Ï Si r1 et r2 sont des racines distinctes dea r 2 +b r +c = 0, alors les suites(r n

1 )n∈N et (r n
2 )n∈N forment une base deF.

Ï Si r est une racines double dea r 2 +b r +c = 0, alors les suites(r n)n∈N et (nr n)n∈N forment une base deF.

Dans les deux cas,F est un espace de dimension2.
Démonstration Ï Dans le cas des racines distinctes, les deux suites géométriques ont pour image parΨ respectivement(1,r1) et
(1,r2) qui forment une famille libre deC2. Donc les deux suites géométriques forment une famille libre d’un espace de dimension
au plus deux, donc c’est une base.
Ï Dans le cas d’une racine double, les deux suites ont pour image parΨ respectivement(1,r ) et (0,r ) qui forment à nouveau une
famille libre deC2.

Exemple 24.15On considère la suite de Fibonacci définie par

u0 = 0, u1 = 1, et∀n ∈N,un+2 = un+1 +un .

L’équation caractéristique estr 2 − r −1 = 0, elle admet deux racines distinctes

r1 =
1−

p
5

2
et r2 =

1+
p

5

2
.
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Donc il existe deux complexesa etb tels que∀n ∈N,un = ar n
1 +br n

2 . Les conditions initiales nous donnentu0 = 0 = a+b

et u1 = 1= ar1 +br2. On résout ce système en(a,b) pour trouver

a =− 1
p

5
et b = 1

p
5

,

soit

un = 1
p

5

[(
1+

p
5

2

)n

−
(

1−
p

5

2

)n]
Formule de Binet.

24.6 Polynômes

Comme promis, nous revenons sur les polynômes en nous attachant plus à l’aspect espace vectoriel qu’à l’aspect anneau.
Pour commencer, un rappel.

PROPOSITION24.34 ♥ Structure deK [X]

(K [X] ,+, ·) est un sous-espace vectoriel duK-espace vectorielKN des suites à valeurs dansK.

THÉORÈME 24.35 ♥ Base canonique deKn [X]

SoitKn [X] l’ensemble des polynômes de degréÉ n à coefficients dansK. Alors :
• Kn [X] est un sous-espace vectoriel deK [X].

• La famille
(
1,X,X2, . . . ,Xn

)
forme une base deKn [X] appeléebase canoniquedeKn [X].

Démonstration
• Montrons queKn [X] est un sous-espace vectoriel deK [X]. SoientP,Q ∈Kn [X] et soientα,β ∈K.CommeK [X] est unK-espace

vectoriel,αP +βQ est encore un polynôme deK [X]. Reste à montrer que ce polynôme est de degréÉ n. On a clairement :
deg (αP) É degP É n et deg

(
βQ

)
É degQ É n et appliquant le théorème 21.4, on a aussideg

(
αP+βQ

)
É max

(
deg P,deg Q

)
.

• Montrons que la famille
(
1,X,X2 , . . . ,Xn

)
est libre : soientα0, . . . ,αn ∈K tels queα0.1+α1 .X+ . . .+αn .Xn = 0. Transcrivant cette

égalité avec la notation initiale des polynômes, on a donc :(α0, . . . ,αn ,0, . . .) = (0, . . . ,0,0, . . .) et par identification :α0 =α1 = . . . =
αn = 0 ce qui prouve que la famille

(
1,X,X2 , . . . ,Xn

)
est libre.

• Montrons que la famille
(
1,X,X2 , . . . ,Xn

)
est génératrice deKn [X] : Soit P ∈Kn [X]. Il existeα0, . . . ,αn ∈K tels queP = a0 +

a1X+ . . .+an Xn . La famille
(
1,X,X2, . . . ,Xn

)
engendre doncKn [X].

Remarque 24.10 Nous avons démontré au passage quedimKn [X] = n+1.

PROPOSITION24.36 ♥ Famille échelonnée en degré
SoitS = (P0, . . . ,Pn) une famille de polynômes deKn [X] telle que :

∀i ∈ �0,n� , deg(Pi ) = i

alorsS est une base deKn [X].

Démonstration Soit λ0P0 +λ1P1 + . . .+λn Pn = 0 une combinaison linéaire nulle de(Pk ). Supposons lesλk non tous nuls et

considéronsp le plus grand indicei pour lequelλk 6= 0. On aurait alorsPp =−∑p−1
i=0

λi
λp

Pi . Le membre de gauche est un polynôme

de degrép et celui de droite un polynôme de degréÉ p −1. Contradiction. Donc la familleS est libre. Comme elle admetn +1

vecteurs dans un espace vectoriel de dimensionn +1, elle est aussi génératrice. C’est une base deKn [X].

Remarque 24.11 La famille
(
1,(X−a) , . . . , (X−a)n

n!

)
forme une base deKn [X] et

(
P (a) ,P′ (a) , . . . ,P(n) (a)

)
représente les

composantes deP dans cette base.
C’est la formule de Taylor.

On démontre de même :

PROPOSITION24.37 Famille échelonnée en valuation

• SoitS = (P0, . . . ,Pn) une famille de polynômes deKn [X] telle que :

∀i ∈ �0,n� , val(Pi ) = i

alorsS est une base deKn [X].
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• SoitS = (Pi )i∈N une famille de polynômes deK [X] telle que :

∀i ∈N, val(Pi ) = i

alorsS est une base deK [X].

En résumé

Ce chapitre doit être parfaitement maîtrisé, il contient différentes notions fondamentales en algèbre linéaire :

1 Familles libres, liées, génératrices.

2 Bases.

3 Théorème de la base incomplète.

4 Dimension.

5 Formule de Grassmann.

6 Formule du rang.

7 Image d’une base par une application linéaire.

Les démonstrations vous sembleront sans doute difficiles dans un premier abord mais là encore, petit à petit, vous allez
vous les approprier et vous comprendrez au final qu’elles sont pour la plupart très naturelles. Il est important de bien les
assimiler et de savoir les refaire car les techniques utilisées re-serviront.
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24.7 Exercices

24.7.1 Famille libre, Famille liée, Famille génératrice

Exercice 24.1 ♥
Montrer que les vecteurs suivants deR3 sont linéairement dépendants :

1. u = (1,0,1) , v = (1,−2,3) , w = (1,2,−1).

2. u = (1,2,−2) , v = (2,0,−1) , w = (1,−2,1).

Solution :

1. w = 2u− v .

2. v = u+w

Exercice 24.2 ♥
DansE =F (R,R), montrer que la famille

(
f , g ,h

)
est liée oùf : x 7→ 1, g : x 7→ cos2 x, h : x 7→ cos 2x.

Solution : D’après la trigonométrie, on ah = 2g − f .

Exercice 24.3 ♥
Préciser si les familles constituées des vecteurs suivantssont liées ou libres :

1. u = (1,2) , v = (3,1) , w = (5,1).

2. u = (−1,0,2) , v = (1,2,1) , w = (0,1,1).

3. u = (10,−1,−4,10) , v = (1,0,1,−2).

Solution :

1. u et v ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre.R2 étant de dimension2, cette famille est une
base deR2 et nécessairement la famille(u, v, w) est liée.

2. On vérifie facilement que la famille(u, v, w) est libre.

3. Les vecteursu et v ne sont pas colinéaires, ils forment donc une famille libre.

Exercice 24.4 ♥
Soient(a,b,c) ∈ R3. A quelle condition les trois vecteurs(1, a,b), (0,1,c), (0,0,1) forment-ils une famille libre dans
R3 ?

Solution : Soit (λ,µ,δ) ∈R3 tels que

λ(1, a,b)+µ(0,1,c)+δ(0,0,1) = (0,0,0)

On en tireλ= 0, aλ+µ= 0 et bλ+cµ+δ= 0, ce qui donneλ=µ= δ= 0. Par conséquent,∀(a,b,c) ∈R3, la famille est
libre.

Exercice 24.5 ♥
Soit E un K-espace vectoriel et soiente1, e2, e3 des vecteurs deE tels que la famille(e1,e2,e3) est libre. Posons :
f1 = e1 −e2, f2 = e2 +e3, f3 = e1 −e3. Montrer que la famille

(
f1, f2, f3

)
est libre.

Solution : Soientα1,α2,α3 ∈ K tel que
∑3

i=1 αi fi = 0. On a alors :α1 (e1 −e2)+α2 (e2 +e3)+α3 (e1 −e3) = 0 ce qui
s’écrit aussi :(α1 +α3)e1 + (−α1 +α2)e2 + (α2 −α3)e3 = 0. La famille (e1,e2,e3) étant libre, cette égalité n’est possible

que si

{ α1 + α3 = 0

−α1 +α2 = 0

α2 −α3 = 0

. L’unique solution de ce système est le triplet(0,0,0). La famille
(

f1, f2, f3

)
est donc libre.

Exercice 24.6 ♥
Prouver que la famille(sin,cos) est libre dans leR-espace vectorielF (R,R).

Solution : Soientα,β ∈ R tels queαsin+βcos = 0. On a donc :∀x ∈ R, αsin x +βcos x = 0. En particulier, six = 0,
on obtient :β = 0 et si x = π

2
, on obtientα = 0. Il vient alors queα = β = 0. La famille (sin,cos) est donc libre et elle

engendre un sous-espace vectoriel de dimension2 dansF (R,R), c’est-à-dire un plan vectoriel.
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Exercice 24.7 ♥
Dans leR-espace vectorielE=F ([0,2π] ,R), on considère les quatre fonctions :

f1 :

{
[0,2π] −→ R

x 7−→ cos x
f2 :

{
[0,2π] −→ R

x 7−→ x cos x

f3 :

{
[0,2π] −→ R

x 7−→ sin x
f4 :

{
[0,2π] −→ R

x 7−→ x sin x

Prouver que la famille
(

f1, f2, f3, f4

)
est libre.

Solution :
Soit (α1,α2,α3,α4) ∈R4 tel queα1 · f1 +α2 · f2 +α3 · f3 +α4 · f4 = 0. On a donc :

∀x ∈ [0,2π] , α1 · f1 (x)+α2 · f2 (x)+α3 · f3 (x)+α4 · f4 (x) = 0,

en particulier, remplaçantx par x = 0 puis x = π, on obtient le système

{
α1 = 0

α1 +α2π= 0
puis remplaçantx par x = π

2

puisx = 3π
2

, on obtient le système

{
α3 + π

2
α4 = 0

α3 + 3π
2
α4 = 0

d’où∀i ∈ �1,4� , αi = 0.

Exercice 24.8 ♥
Soientr , ω ∈R tels queω 6= 0. Dans leR-espace vectorielE =F (R,R), on considère les deux vecteursf1 et f2 définis
par :

∀x ∈R, f1 (x) = er x sinωx et f2 (x) = er x cosωx.

Démontrer que la famille
(

f1, f2

)
est libre.

Solution : Soientµ1,µ2 ∈ R tels que :µ1 f1 +µ2 f2 = 0. Cette égalité s’écrit aussi :∀x ∈ R, µ1er x cosωx +
µ2er x sinωx = 0. Pour x = 0, on obtient :µ1 = 0 et pourx = π

2ω
, on a :µ2 = 0. Le couple

(
µ1,µ2

)
est donc nul et

la famille
(

f1, f2

)
est bien libre.

Exercice 24.9 ♥
Pour touta ∈R, considérons l’application

fa :

{
R −→ R

x 7−→ |x −a| .

Montrer que la famille
(

f0, f1, f2

)
est une famille libre dansF (R,R).

Solution : Soientα0,α1,α2 ∈ R tels que :
∑2

k=0
αi fi = 0. On a donc :∀x ∈ R, α0 |x| +α1 |x −1| +α2 |x −2| = 0.

En prenant successivementx = 0,1 et 2 dans cette égalité, on aboutit au système :

{ α1 +2α2 = 0

α0 +α2 = 0

2α0 +α1 = 0

dont l’unique

solution est(α0,α1,α2) = (0,0,0). La famille
(

f0, f1, f2

)
est bien libre.

Autre solution : On supposeα0 6= 0 et on a|x| = − 1
α0

(α1 |x −1|+α2 |x −2|). Or cette égalité est impossible car le membre
de droite est dérivable en zéro et le membre de gauche ne l’estpas. Doncα0 = 0. On démontre de même queα1 = 0 et
α2 = 0.

Exercice 24.10 ♥
Les familles de fonctions suivantes sont-ils libres dansF (R,R) ?

1. ( f1, . . . , fn ) où n Ê 2 et∀k ∈ [1,n],

fk :

{
R −→ R

x 7−→ ex+k

2. ( f1, f2, f3) où∀k ∈ [1,3],

fi :

{
R −→ R

x 7−→ (x −k)2

3. ( f1, f2, f3, f4) où∀x ∈R, f1(x) = 1, f2(x) = x, f3(x) = x2 et f4(x) = ex .
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Solution :

1. Puisque∀x ∈R, e.ex+1 −ex+2 = 0, on en déduit que(ex+1,ex+2) est lié, donc la famille est lié.

2. Soit(a,b,c) ∈R3 tels que
∀x ∈R, a(x −1)2 +b(x −2)2 +c(x −3)2 = 0

alors puisque ce polynôme est nul, les coefficients dex2, x,1 du polynôme et de ses dérivées doivent être nuls. On
en tire

a +b +c = a +2b +3c = a +4b +9c = 0 =⇒ a = b = c = 0

Par conséquent, la famille est libre.

3. Soient(a,b,c,d) ∈R4 tels que
∀x ∈R, a +bx +cx2 +dex = 0

On doit avoir∀x ∈R,
d + (a +bx +cx2)e−x = 0

et en passant à la limite lorsquex →+∞, on obtient qued = 0. En factorisant ensuite parx2 et en faisant tendre
x vers+∞, on trouve quec = 0. Ensuite de mêmeb = 0 et enfina = 0. La famille est libre.

Exercice 24.11 ♥
On considère l’espace des suites complexesE = S (C), et deux complexes(k1,k2) ∈ C2 distincts. On noteu la suite
géométrique de raisonk1 et v la suite géométrique de raisonk2. Montrer que la familleS = (u, v) est libre dansE.

Solution : Soit (λ,µ) ∈C2 tels queλu+µv = 0E. En examinant les deux premiers termes de cette suite, on trouve que :

{
λ+µ = 0

λk1 +µk2 = 0

et en résolvant ce système, queλ=µ= 0.

Exercice 24.12 ♥
Soit unK-espace vectorielE et une famille de vecteurs(a1, . . . , an ) ∈En libre. On définit les vecteurs

b1 = a1,b2 = a1 +a2, . . . ,bn = a1 +·· ·+an

Montrer que la famille(b1, . . . ,bn ) est libre.

Solution : Soit (λ1, . . . ,λn) ∈Kn tels que
λ1b1 +·· ·+λnbn = 0E

Alors
(λ1 +·· ·+λn )a1 + (λ2 +·· ·+λn)a2 +·· ·+ (λn−1 +λn)an−1 +λn an = 0

Comme(a1, . . . , an) est libre, on tire que

λn =λn +λn−1 = ·· · =λn +·· ·+λ1 = 0K

et par conséquent que tous lesλk sont nuls.

Exercice 24.13 ♥♥
Soit E =C ∞(R,R). Montrer que c’est unR-espace vectoriel. On considère ensuite l’application

ϕk :

{
E −→ R

f 7−→ f (k)(0)
(k ∈ [1,n])

Montrer que l’applicationϕk est linéaire, puis que la famille(ϕ1, . . . ,ϕn) est libre dans l’espaceL(E,R).

Solution : On montre queE est un sous-espace vectoriel deF (R,R). Il est aussi facile de montrer que les applications
ϕk sont linéaires. Montrons ensuite que la famille est libre. Soit (λ1, . . . ,λn) ∈Rn tels que

λ1ϕ1 +·· ·+λnϕn = 0L(E,R)

En appliquant cette application linéaire à la fonctionθk : x 7→ xk ∈ E, on trouve que

λk k! = 0

(car[xk ](p)(0) = k! si p = k et [xk ](p)(0) = 0 si p 6= k. On en déduit donc que∀k ∈ [1,n],λk = 0.
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Exercice 24.14 ♥♥
Soit fk (t)= ekt . Montrer que{ f1, . . . , fn } est une famille libre dansF (R,R).

Solution : Soit (λ1, . . . ,λn) ∈Rn tels que

∀x ∈R, λ1ex +·· ·+λnenx = 0.

Alors
∀x ∈R, λ1 +·· ·+λne(n−1)x = 0−−−−−→

x→−∞
0

etλ1 = 0. On recommence avec
∀x ∈R,λ2ex +·· ·+λn−1e(n−1)x = 0

ce qui donneλ2 = 0 et ainsi de suite, on montre que tous les coefficients de la combinaison linéaire sont nuls. La famille
est donc libre.

Exercice 24.15 ♥♥
Dans l’espace vectorielE =F (R,R), montrer que la familleS = (x → 1, x → ch x, x → ch2x, . . . , x → chnx) est libre.

Solution : Au voisinage de+∞, on a l’équivalentchnx = enx +e−nx

2
= enx

2

(
1+e−2nx

)
∼

x→+∞
enx

2
car1+e−2nx −−−−−→

x→+∞
1. Soientα0, . . . ,αn ∈R tels que

∀x ∈R, α0 +α1 ch x + . . .+αn ch nx = 0

alors
∀x ∈R, α0e−nx +α1 ch(x)e−nx + . . .+αn ch (nx) e−nx = 0.

En vertu de l’équivalent, pour toutk ∈ �0,n� ,ch(kx) e−nx ∼
x→+∞

e(k−n)x /2 et

ch(kx)e−nx −−−−−→
x→+∞

{
0 si k < n

1/2 si k = n
.

Donc la somme précédente ne tend vers0 que siαn = 0. On répèten fois ce raisonnement et on montre queα0 = . . . =
αn = 0. La familleS est bien libre.

Exercice 24.16 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel et(u1, . . . ,un ) une famille libre. Les familles

S = (u1 −u2,u2 −u3, . . . ,un−1 −un ,un −u1)

T = (u1 +u2, . . . ,un−1 +un ,un +u1)

sont-ils libres ?

Solution : La famille S est liée car

(u1 −u2)+ (u2 −u3)+·· ·+ (un−1 −un )+ (un −u1) = 0E

Pour la familleT : Soit (λ1, . . . ,λn) ∈Kn tel que

λ1(u1 +u2)+·· ·+λn(un +u1) = 0E

Comme(u1, . . . ,un ) est libre, il vient que

λ1 +λn = 0K , λ2 +λ1 = 0K, . . . ,λn−1 +λn = 0K

Par conséquent,
λ1 = (−1)i−1λi = (−1)nλ1.

Si n est impair,2λ1 = 0K et doncλ1 = 0, puis alors tous les coefficients sont nuls. Sin est impair,T est une famille libre.
Si par contren est pair, on vérifie que

n−1∑

i=0

(−1)i−1(ui +ui+1)+ (−1)n−1(un +u1) = 0E

et doncT est lié.
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Exercice 24.17 ♥♥
Dans l’espaceE =F (R,R), on considère les fonctions définies par∀k ∈N∗,

fk :

{
R −→ R

x 7−→ sin(kx)

Montrer que∀n ∈N∗, la familleS = ( f1, . . . , fn ) est libre. On calculera d’abord pour(p, q) ∈ (N∗)2, l’intégrale :

1

π

∫2π

0
sin(px) sin(qx) dx = δpq ,

oùδpq = 1 si p = q et est nul sinon.

Solution : Soit (p, q)∈N2. On utilise la trigonométrie. Pour toutx ∈R :

sin(px) sin(qx) =
1

2

(
cos

((
p −q

)
x
)
−cos

((
p +q

)
x
))

donc sip 6= q,
1

π

∫2π

0
sin(px) sin(qx) dx = 1

2π

[
1

p−q
sin

((
p −q

)
x
)
− 1

p+q
sin

((
p +q

)
x
)]2π

0

= 0

et sip = q alors

1

π

∫2π

0
sin(px) sin(qx) dx =

1

2π

∫2π

0

(
1−cos

((
p +q

)
x
))

dx =
1

2π

[
x −

1

p+q
sin

((
p +q

)
x
)]2π

0

= 1.

Montrons queS est libre. Soientα1, . . . ,αn ∈R tels que
∑n

i=1
αi fi = 0. Soitk ∈ �1,n�. Par linéarité de l’intégrale, on a :

0 =
n∑

i=1

αi

π

∫2π

0
fk (x) fi (x) dx =

n∑

i=1

αiδki = αk .

et ce pour toutk ∈ �1,n�. On en déduit queS est libre.

24.7.2 Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie

Exercice 24.18 ♥
Vérifier si les vecteurs suivants forment une famille génératrice deR3 :

u1 = (0,1,1) , u2 = (1,−1,0) , u3 = (1,0,2) et u4 = (1,−1,2)

Solution : La famille (u1,u2,u3) est libre. En effet, siα1,α2,α3 ∈ R sont tels queα1u1 +α2u2 +α3u3 = 0 alors on a :{ α2 +α3 = 0

α1 −α2 = 0

α1 +2α3 = 0

ce qui amèneα1 = α2 = α3 = 0. CommedimR3 = 3, cette famille engendreR3 et il en est donc de

même de la famille(u1,u2,u3,u4)

Exercice 24.19 ♥
Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel deR4 engendré par les familles de vecteurs(u1,u2,u3,u4) avec :

1. u1 = (1,0,0,1), u2 = (1,0,1,0), u3 = (0,1,0,1), u4 = (1,0,0,1)

2. u1 = (1,1,1,0), u2 = (1,1,2,0), u3 = (0,1,1,1), u4 = (0,1,0,1)

3. u1 = (1,−1,1,−1), u2 = (1,1,2,−2), u3 = (3,−1,4,−4), u4 = (0,−2,−1,1).

Solution :

1. Soientαi ∈R, i = 1,2,3,4 tels que
∑4

i=1
αi ui = 0. les scalairesαi vérifient alors le système :





α1 +α4 = 0

α1 +α3 = 0

α2 +α3 = 0

α2 +α4 = 0

.

On a une solution non nulle :(1,1,−1,−1). La famille est donc liée et engendre un espace de dimension au plus3.
On vérifie que(u1,u2,u3) est libre. Dans le système précédent on faitα4 = 0. On trouve alorsα1 = 0 puisα3 = 0

etα2 = 0. Donc la famille(u1,u2,u3,u4) engendre un espace de dimension3.

2. On vérifie queu4 = u1 −u2 +u3. On montre de la même façon que précédemment que la famille(u1,u2,u3) est
libre. DoncdimVect (u1,u2,u3,u4) = 3.

3. On a :u3 = 2u1 +u2 et u4 = u1 −u2. Les vecteursu1 et u2 ne sont pas colinéaires et forment donc une famille
libre. Par suitedimVect (u1,u2,u3,u4) = dimVect (u1,u2) = 2.
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24.7.3 Bases et dimension d’un espace vectoriel

Exercice 24.20 ♥
Posonse1 = (1,1,1), e2 = (1,1,0), e3 = (0,1,1). Montrer quee = (e1,e2,e3) est une base deR3.

Solution : Soient α1,α2,α3 ∈ R tels queα1e1 + α2e2 + α3e3 = 0. Alors (α1,α2,α3) est solution du système{α1 +α2 = 0

α1 +α2 +α3 = 0

α1 +α3 = 0

et on trouveα1 = α2 = α3 = 0. La famille est donc libre. CommedimR3 = #e, la famille e est une

base deR3.

Exercice 24.21 ♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension3 et e = (e1,e2,e3) une base deE. On pose :

f1 = e2 +2e3, f2 = e3 −e1, f3 = e1 +2e2

Montrer quef =
(

f1, f2, f3

)
est aussi une base deE

Solution : Soientα1,α2,α3 ∈ R tels queα1 f1 +α2 f2 +α3 f3 = 0. Alors α1 (e2 +2e3)+α2 (e3 −e1)+α3 (e1 +2e2) = 0 et
(α3 −α2)e1 + (α1 +2α3)e2 + (2α1 +α2)e3 = 0. Comme la famillee est libre, le triplet(α1,α2,α3) est solution du système{ −α2 +α3 = 0

α1 +2α3 = 0

2α1 +α2 = 0

et on trouveα1 = α2 = α3 = 0. La famille est donc libre. CommedimR3 = #e, la famille e est une

base deR3.

Exercice 24.22 ♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension3 et e = (e1,e2,e3) est une base deE. On pose :

f1 = e1 +2e2 +2e3, f2 = e2 +e3

Montrer que
(

f1, f2

)
est libre et compléter cette famille en une base deE.

Solution : Les vecteursf1 et f2 ne sont pas colinéaires. Ils forment une famille libre. On vérifie en procédant comme
dans l’exercice précédent que la famille

(
e2, f1, f2

)
est libre et forme donc une base deE.

Exercice 24.23 ♥

1. Montrer que les vecteursf1 = (1,2), f2 = (−1,2) et f3 = (−3,5) forme une famille génératrice deR2.

2. Exprimer un vecteur quelconqueu de coordonnées
(
x, y

)
dans la base canonique comme combinaison linéaire

de ces vecteurs. Cette décomposition est-elle unique ?

Solution :

1. Les vecteursf1 et f2 ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre. CommedimR2 = 2 la famille
f =

(
f1, f2

)
est une base deR2. Elle engendre doncR2 et il en est alors de même de la famille

(
f1, f2, f3

)
.

2. Introduisons les deux vecteurs de la base canonique deR2 : e1 = (1,0) ete2 = (0,1). D’après ce qui précède, il existe

a,b,c ∈ R tels queu = xe1 + ye2 = a f1 +b f2 + c f3. Le triplet (a,b,c) est solution du système
{

a −b −3c = x

2a +2b +5c = y
.

Ce système admet une infinité de solutions et la décomposition recherchée n’est pas unique. Une d’entre elles est
donnée par exemple para = x/2+ y/4, b =−x/2+ y/4 et c = 0.

Exercice 24.24 ♥
Soient(x1, x2, x3) les coordonnées d’un vecteuru dans la base canonique deR3. Exprimer les coordonnées

(
y1, y2, y3

)

de ce même vecteur dans la base deR3 formée des vecteurs :

ε1 = (1,1,0) , ε2 = (1,0,1) , ε3 = (0,1,1) .

Solution : On vérifie facilement que la famille(ε1,ε2,ε3) est une base deR3. Il existe donc des scalairesy1, y2, y3 tels
que :u = (x1, x2, x3) = y1ε1 + y2ε2 + y3ε3. En remplaçant les vecteursεi par leurs expressions, on obtient le système :{y1 + y2 = x1

y1 + y3 = x2

y2 + y3 = x3

qui amène :y1= x2 − x3 + x1

2
, y2 = −x2 + x3 + x1

2
, y3 =

x2+ x3− x1

2
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Exercice 24.25 ♥
Soient les vecteurs deR3 :

u = (−1,1,1) , v = (1,−1,1) , w = (1,1,−1) et x = (2,−3,1) .

1. Prouver que la famille(u, v, w) forme une baseR3.

2. Quelles sont les coordonnées dex dans cette base ?

Solution :

1. Soient α1,α2,α3 ∈ R tels que α1u + α2v + α3w = 0. Le triplet (α1,α2,α3) est solution du système :{−α1 +α2 +α3 = 0

α1 −α2 +α3 = 0

α1 +α2 −α3 = 0

et doncα1 = α2 = α3 = 0. La famille (u, v, w) est bien libre. CommedimR3 = 3, c’est une

base deR3.

2. La famille(u, v, w) étant une base deE, il existe(x1, x2, x3) ∈R3 tel que :x = x1u+x2v+x3w . Le triplet(x1, x2, x3)

est donc solution du système

{− x1 + x2 + x3 = 2

x1 − x2 + x3 =−3

x1 + x2 − x3 = 1

. En le résolvant, on trouvex1 =−1, x2 = 3/2 et x3 =−1/2. Les

coordonnées dex dans la base(u, v, w) sont donc : (−1,3/2,−1/2)

Exercice 24.26 ♥
Soit E le sous-espace vectoriel deR4 engendré par les vecteurse1 = (1,1,0,0), e2 = (1,1,0,1) et e3 = (0,0,0,1).

1. Quelle est la dimension deE ?

2. Compléter cette famille en sorte d’avoir une base deR4.

Solution :

1. Commee3 = e2 − e1, la famille e n’est pas libre. Par contre, comme les vecteurse1 et e2 ne sont pas colinéaires,
(e1,e2) forme une famille libre qui engendre encoreE par le lemme de diminution d’une famille liée. On complète
la base par des vecteurs de la base canonique.

2. Une solution peut être de compléter la famille(e1,e2) avec les vecteursf1 = (1,0,0,0) et f2 = (0,0,1,0) de la base
canonique deR4 . On montre facilement que la famille

(
e1,e2, f1, f2

)
est libre. CommedimR4 = 4, elle forme une

base deR4.

Exercice 24.27 ♥
Dans l’espaceR4, on considère les deux vecteursf1 = (0,1,2,1) et f2 = (3,0,1,1). Trouver deux vecteursf3, f4 tels que
la famille ( f1, f2, f3, f4) forme une base deR4.

Solution : Les vecteursf1 et f2 ne sont pas colinéaires donc la familleS1 = ( f1, f2) est libre. On considère la base
canoniquee = (e1, . . . ,e4) deR4. On vérifie facilement queS2 = ( f1, f2,e1,e2) est libre. Finalement, puisquedimR4 = 4,
et que l’on a trouvé une famille libre de cardinal4, S2 est une base.

Exercice 24.28 ♥

1. Prouver que(1, i ) est une base duR-espace vectorielC.

2. De même, prouver que
(
1, j

)
est une base deC où j = e

2iπ
3 .

3. Donner une base duC-espace vectorielC.

Solution :

1. Pour tout nombre complexez, il existea,b ∈ R tels quez = a ×1+b × i . La famille (1, i ) est donc génératrice de
C. Soienta,b ∈ R tels quea ×1+b × i = 0. On a alors forcementa = b = 0. La famille (1, i ) est donc libre. La
famille forme une base deC. On en déduit queC est unR-espace vectoriel de dimension2.

2. Soienta,b ∈ R tels quea.1+b. j = 0. On a alors :a
(
1+cos 2π

3

)
+ i b sin 2π

3
ce qui amènea = b = 0. La famille(

1, j
)

est donc libre dansC. CommeC est de dimension2,
(
1, j

)
engendreC.

(
1, j

)
est donc une base deC.

3. La famille(1) forme une base duC-espace vectorielC. Cette famille est trivialement libre. Siz ∈C alorsz = z.1 !
Et donc la famille(1) est génératrice deC. C’est donc une base deC et C est unC-espace vectoriel de dimension
1.
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Exercice 24.29 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel muni d’une basee = (e1, . . . ,en). Pour touti ∈ �1,n�, on poseεi = e1 + . . .+ei .

1. Montrer queε= (εi )i∈�1,n� forme une base deE.

2. Exprimer les composantes d’un vecteur deE dansε en fonction de ses composantes danse.

Solution :

1. Soit(α1, . . . ,αn) ∈Kn tel que
n∑

i=1

αi εi = 0. On a alors

(α1 +α2 +·· ·+αn)e1 + (α2 +·· ·+αn )e2 + . . .++αnen = 0

qui conduit, de part la liberté dee, à : 



α1 +α2 +·· · +αn = 0

α2 +·· · +αn = 0
...

αn = 0

et doncαn = . . . = α1 = 0.

2. Soitx ∈E. On ax =α1e1 + . . .αnen =α′
1ε1 + . . .α′

nεn . On a donc :





α′
1 +α′

2 +·· · +α′
n = α1

α′
2 +·· · +α′

n = α2

...
α′

n = αn

ce qui amène : 



α′
1 = α1 −α2

...
α′

n−1 = αn−1 −αn

α′
n = αn

et x = (α1 −α2)e1 + (α2 −α3)e2 + . . .+ (αn−1 −αn)en−1 +αnen .

Exercice 24.30 ♥♥
1. Vérifier queR muni de l’addition et de la multiplication par un rationnel est unQ-espace vectoriel.

2. Montrer que
E =

{
a +b

p
2+c

p
3,(a,b,c) ∈Q3

}

est unQ-espace vectoriel.

3. Trouver une base deE.

Solution :

1. On vérifie facilement queR muni de l’addition et de la multiplication par un rationnel vérifie les axiomes définis-
sant unQ-espace vectoriel

2. Pour répondre à la question, il suffit de montrer queE est un sous-espace vectoriel deR. E est clairement non
vide et siα,α′ ∈ Q, u = a +b

p
2+ c

p
3 ∈ E et u′ = a′+b′p2+ c ′

p
3 ∈ E alorsαu +α′u′ = α

(
a +b

p
2+c

p
3
)
+

α′ (a′+b′p2+c ′
p

3
)
=

(
αa +α′a′)+

(
αb +α′b′)p2+

(
αc +α′c ′

)p
3 ∈ E. L’ensembleE est bien un sous-espace

vectoriel deR. On peut aussi remarquer queE = Vect
(
1,
p

2,
p

3
)
.

3. Montrons que la famillee =
(
1,
p

2,
p

3
)

est une base deE. Elle engendre clairementE. Soienta,b,c ∈Q tels que
a +b

p
2+c

p
3 = 0. Alors c

p
3=−

(
a +b

p
2
)

et en élevant au carré3c2 = a2 +2b2 +2ab
p

2.

(a) Sia et b sont nuls, on a forcémentc = 0.

(b) Si a = 0 et b 6= 0 alors3c2 = 2b2 et c/b =±
p

2/3 ce qui n’est pas possible carc/b ∈Q.

(c) Si a 6= 0 et b = 0 alors3c2 = a2 et c/a =
p

3/3 ce qui n’est pas possible pour la même raison que précédem-
ment.

(d) Si a,b 6= 0 alors
p

2=
(
3c2 −a2 −2b2

)
/2ab ce qui n’est pas possible car

p
2 6∈Q.

En conclusion,a = b = c = 0 et la famille est libre. On a ainsi trouvé une base deE qui est de dimension3.
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Exercice 24.31 ♥♥
SoitRn [X] l’espace vectoriel des polynômes de degréÉ n. SoitF = (P0, . . . ,Pn ) une famille den +1 polynômes de
Rn [X] telle que :

∀i ∈ �0,n� , degPi = i .

Prouver queF est une base deRn [X].

Solution :
Pour toutk ∈ �0,n�, supposons que quePk = λk Xk +∑k−1

i=0
λi ,k Xi . CommedegPk = k, on a nécessairementλk 6= 0.

Soientα0, . . . ,αn ∈ R tels que :
∑n

k=0
αk Pk = 0. Un polynôme étant nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls,

on aboutit au système : 



λ0α0 +λ0,1α1 +λ0,2α2 + . . . +λ0,nαn = 0

λ1α1 +λ1,2α2 + . . . +λ1,nαn = 0

. . .

λn−1αn−1 +λn−1,nαn = 0

λnαn = 0

qui est triangulaire, et comme∀k ∈ �0,n� , λk 6= 0, son unique solution est len+1-uplet nul. Il vient :α0 = α1 = . . . =
αn = 0 et la familleF est libre. Comme elle est de cardinal égal à la dimension deRn [X], F est de plus génératrice de
Rn [X]. On en déduit qu’elle forme une base deRn [X].

Exercice 24.32 ♥♥
MontrerS (R) etF (R,R) sont de dimension infinie.

Solution : Pour le premier cas, on considère pour toutn ∈ N, la suitee(n) ∈ S (R) qui s’annule à tous les rangs
sauf au rangn où elle vaut1. On considère aussi pour toutm ∈ N la famille de suitesEm = (e(0), . . . ,e(m)). Pour
tout m ∈ N, cette famille est libre. En effet, siα0, . . . ,αn ∈ R sont tels queα0e(0)+ . . .+αme(m) = 0 alors on obtient
(α0, . . . ,αm ,0, . . .) = (0, . . .) et donc queα0 = . . . = αm = 0. Supposons queS (R) soit de dimension finien ∈N. La famille
En est libre et de cardinaln+1 ce qui n’est pas possible. DoncS (R) est de dimension infinie.
Pour le second cas, on procède de même en considérant pour tout n ∈N les fonctionsfn définies surR qui valent0 si
x 6= n et qui valent1 si x = n.

24.7.4 Sous-espace vectoriel de dimension finie

Exercice 24.33 ♥
Soit F =

{(
x, y, z

)
∈R3 | x − y +2z = 0

}
. Prouver queF est un sous-espace vectoriel deR3, en déterminer une base et

calculer sa dimension.

Solution : CommeF =
{(

y −2z, y, z
)
| y, z ∈R

}
= Vect ((1,1,0) ,(−2,0,1)), F est un sous-espace vectoriel deR3. La

famille ((1,1,0) ,(−2,0,1)) engendreF et les deux vecteurs la constituant n’étant pas colinéaire,elle est libre. Cette
famille forme donc une base deF et dimF= 2.

Exercice 24.34 ♥
Soit F =

{(
x, y, z

)
∈R3 | x − y + z = 0 et − x − y + z = 0

}
.

1. Montrer queF est un sous-espace vectoriel deR3.

2. Trouver une base deF. En déduiredimF.

Solution : On a :
{

x − y + z = 0

− x − y + z = 0
⇐⇒

{
x − y + z = 0

− y + z = 0
doncF =

{(
x, y, z

)
∈R3 | x − y + z = 0 et − x − y + z = 0

}
=

{(
0, y, y

)
| y ∈R

}
= Vect (0,1,1). F est donc un sous-espace vectoriel deR3 et la famille constituée du vecteur(0,1,1) en

forme une base. On en déduit quedimF = 1. Le sous-espaceF est la droite vectorielle deR3 dirigée par(0,1,1).

Exercice 24.35 ♥
Montrer que le sous-ensemble

F =
{(
α+β,β,2α−β,−α

)
| α,β ∈R

}

est un sous-espace vectoriel deR4 dont on déterminera la dimension et une base.

Solution : CommeF =
{(
α+β,β,2α−β,−α

)
| α ∈R,β ∈R

}
=

{
α(1,0,2,−1)+β (1,1,−1,0) | α,β ∈R

}
= Vect (e1,e2) où

e1 = (1,0,2,−1) et e2 = (1,1,−1,0). On en déduit queF est un sous-espace vectoriel deR4. De plus, les vecteurse1 et e2

ne sont pas colinéaires et ils engendrentF. Ils forment donc une base deF et dimF = 2.
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Exercice 24.36 ♥
DansR4, on considère le sous-ensemble

F := {(x, y, z, t) ∈R4 | 2x − y +3z + t = 0}

Montrer queF est un sous-espace vectoriel deR4 et en déterminer une base.

Solution : Comme F = {(x, y, z, t) ∈ R4; | 2x − y + 3z + t = 0} = {(x,2x +3z + t , z, t) | x, z, t ∈R} =
Vect ((1,2,0,0) ,(0,3,1,0) ,(0,1,0,1)). DoncF est un sous-espace vectoriel deR4. La famille(e1,e2,e3) oùe1 = (1,2,0,0),
e2 = (0,3,1,0) ete3 = (0,1,0,1) engendreF. Montrons qu’elle est libre. Soientα1,α2,α3 ∈R tels queα1e1+α2e2+α3e3 =

0. Le triplet (α1,α2,α3) vérifie





α1 = 0

2α1 +3α2 +α3 = 0

α2 = 0

α3 = 0

et doncα1 = α2 = α3 = 0. La famille est bien libre. Alors(e1,e2,e3)

est une base deF et dimF = 3.

Exercice 24.37 ♥
Soit F =

{(
x, y, z, t

)
∈R4 | 2x − y + z − t = 0

}

1. Montrer queF est un sous-espace vectoriel deR4.

2. Trouver une famille génératrice deF.

3. En déduire une base deF puis la dimension deF.

Solution :

1. On a : F =
{(

x, y, z, t
)
∈R4 | 2x − y + z − t = 0

}
=

{(
x, y, z,2x − y + z

)
| x, y, z ∈R

}
={

x (1,0,0,2)+ y (0,1,0,−1)+ z (0,0,1,1) | x, y, z ∈R
}
= Vect (e1,e2,e3) où e1 = (1,0,0,2), e2 = (0,1,0,−1) et

e3 = (0,0,1,1). On en déduit à la fois queF est un sous-espace vectoriel deR4 ainsi qu’une famille génératrice de
F.

2. On vérifie facilement que la famille(e1,e2,e3) est libre. On en déduit que cette famille forme une base deF et
donc quedimF= 3.

Exercice 24.38 ♥
Dans l’espaceR4, on considère le sous-espace vectorielF = Vect {v1, v2, v3, v4} où v1 = (1,2,3,1), v2 = (0,1,1,1),
v3 = (0,0,1,2), v4 = (2,5,6,1) Trouver une base du sous-espace vectorielF.

Solution : On remarque quev4 = 2v1+v2−v3. Donc la famille est liée et d’après le lemme de réduction d’une famille
liée, F = Vect (v1, v2, v3). On montre facilement que la famille(v1, v2, v3) est libre et forme donc une base deF. Il
s’ensuit quedimF = 3.

Exercice 24.39 ♥
On noteE l’espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables deR dansR. Soit un réela ∈R. On noteF l’ensem-
ble des fonctionsf vérifiant :

∀x ∈R, f ′(x) = a f (x)

Montrer queF est un sous-espace vectoriel deE et déterminer une base deF.

Solution : On applique le théorème de résolution des équations différentielles homogène du premier degré sans second
membre et les fonctionsf solutions dey ′− ay = 0 sont celles de la formef : x 7→ αeax où α ∈ R. On en déduit que
F = Vect

(
x 7→ exp(ax)

)
et que c’est un sous-espace vectoriel deE. Il est alors clair que la famille

(
x 7→ exp(ax)

)
forme

une base deF et quedimF = 1.

Exercice 24.40 ♥
Montrer queF=

{
f ∈C 2 (R) | f ′′−2 f ′+2 f = 0

}
est un sous-espace vectoriel deC

2
(R) et en déterminer une base. En

déduire la dimension deF.

Solution : En appliquant le théorème de résolution des équations différentielles du second ordre à coefficients con-
stants, on trouve queF =

{
x 7→

(
αcos x +βsin x

)
e−x | α,β ∈R

}
. Autrement dit :F = Vect

(
f1, f2

)
où f1 : x 7→ cos xe−x et

f2 : x 7→ sin xe−x . La famille
(

f1, f2

)
engendreF. On vérifie facilement qu’elle est libre. Elle forme donc unebase deF

et dimF = 2.

Exercice 24.41 ♥
MontrerF= {P ∈R4 [X] | P (1) = P (2) = 0} est un sous-espace vectoriel deR4 [X] et en déterminer une base ainsi que la
dimension.
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Solution : Les polynômes deF sont de degréÉ 4 et s’annulent en1 et 2. Par conséquent, ils sont de la forme(
aX2 +bX+c

)
(X−1) (X−2). Il s’ensuit queF = Vect (P1,P2,P3) où P1 = X2 (X−1) (X−2) ,P2 = X (X−1) (X−2) ,P3 =

(X−1)(X−2). On en déduit queF est un sous-espace vectoriel deR4 [X]. On vérifie facilement que la famille(P1,P2,P3)

est libre. Siα1,α2,α3 sont trois réels tels queα1P1 +α2P2 +α3P3 = 0 alors par intégrité de l’anneau des polynômes,
α1X2 +α2X+α3 = 0 ce qui n’est possible que siα1 = α2 =α3 = 0. La famille (P1,P2,P3) forme donc une base deF.

Exercice 24.42 ♥
Soit F l’ensemble des fonctionsf :R→R telles qu’il existea,b,c ∈R pour lesquels :

∀x ∈R, f (x) =
(
ax2 +bx +c

)
sin x

1. Montrer queF est un sous-espace vectoriel deF (R,R).

2. Déterminer une base deF ainsi que sa dimension.

Solution :

1. F est engendré par la famille
(
x 7→ x2 sin x, x 7→ x sin x, x 7→ sin x

)
. C’est donc un sous-espace vectoriel deF (R,R).

2. Une base deE est donnée par la famille précédente : Soientα,β,γ ∈ R tels que :∀x ∈ R,αx2 sin x +βx sin x +
γsin x = 0, alors∀x 6≡ 0[π], αx2 +βx +γ= 0. Un polynôme du second degré est soit identiquement nul, soit ne
s’annule au plus que deux fois. Doncα= β= γ = 0. La famille est donc libre. Elle est, par définition génératrice
et forme donc une base deF qui est alors un sous-espace vectoriel de dimension3 deE.

Exercice 24.43 ♥
Déterminer une base du sous-espace vectorielF deF (R,R) donné par :F = Vect

(
f1, f2, f3, f4

)
où

f1 : x 7→ ex , f2 : x 7→ e−x , f3 : x 7→ ch x, f4 : x 7→ sh x.

Solution : On vérifie facilement que la famille
(

f1, f2

)
est libre. De plus :f3 =

1

2

(
f1 + f2

)
et f4 =

1

2

(
f1 − f2

)
. Donc par

application du lemme de réduction d’une famille liée :F = Vect
(

f1, f2, f3, f4

)
= Vect

(
f1, f2

)
. On en déduit qu’une base

deF est
(

f1, f2

)
.

Exercice 24.44 ♥
On pose :

f1 : x 7→ x, f2 : x 7→ x2, f3 : x 7→ x ln x, f4 : x 7→ x2 ln x

On pose aussi :F = Vect
(

f1, f2, f3, f4

)
. Prouver queF est unR-espace vectoriel et déterminer sa dimension.

Solution : L’ensembleF s’écrit comme unVect , c’est donc un sous-espace deF
(
R∗
+,R

)
et donc unR-espace vectoriel.

Soientαi ∈ R, i ∈ �1,4� tels quef = α1 f1 +α2 f2 +α3 f3 +α4 f4 = 0. La fonction f ainsi que toutes ses dérivées sont
identiquement nulles surR∗

+. L’égalité f (1) = 0 amèneα1 +α2 = 0. L’égalité f ′ (1) = 0 amèneα1 +2α2 +α3 +α4 = 0

et f ′′ (1) = 0 amène2α2 +α3 +3α4 = 0. Enfin, f ′′′ (1) = 0 amène−α3 +2α4 = 0. Le quadruplet(α1,α2,α3,α4) est donc
solution du système formé par ces4 équations. On vérifie en le résolvant que sa seule solution est (0,0,0,0). Il vient
donc queα1 =α2 =α3 =α4 = 0. La famille

(
f1, f2, f3, f4

)
est libre etdimF= 4.

Exercice 24.45 ♥
PosonsF= Vect

(
f1, f2, f3

)
où

f1 : x 7→ ex , f2 : x 7→ e2x et f3 : x 7→ ex2

.

Montrer queF est un sous-espace vectoriel deF (R,R) et en donner la dimension et une base.

Solution :
L’ensembleF étant donné comme unVect , c’est un sous-espace vectoriel deF (R,R). Soientα1,α2,α3 ∈ R tels que
α1 f1 +α2 f2 +α3 f3 = 0. On a donc :∀x ∈ R, α1ex +α2e2x +α3ex2 = 0. En particulier, pour toutx ∈ R, en divisant par
ex2

:
0=

(
α1ex−x2

+α2e2x−x2

+α3

)
−−−−→
x→∞

α3

doncα3 = 0. On a donc en revenant à la première égalité :∀x ∈R, α1ex +α2e2x = 0. De même, on divise cette égalité
parex et on trouve

0 =
(
α1 +α2ex

)
−−−−−→
x→−∞

α1

et nécessairementα1 = 0 ce qui amène aussiα2 = 0 car la fonction exponentielle est strictement positive. Lafamille(
f1, f2, f3

)
est bien libre etdimF = 3.
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Exercice 24.46 ♥♥
Soit p ∈N∗. On considère le sous-ensembleSp (R) deS (R) des suitesp-périodiques :

Sp (R) =
{
(un ) ∈S (R) | ∀n ∈N, un+p = un

}

Montrer queSp (R) est un sous-espace vectoriel de dimension finie deS (R) et déterminer sa dimension.

Solution : Sp (R) est stable par combinaison linéaire. C’est donc un sous-espace vectoriel deS (R). Pour toutn ∈N,
notons «n modp »le reste de la division euclidienne den parp. Introduisons la famille

((
ui

n

))
i∈�1,p� de suites données

par

∀n ∈N, ui
n =

{
1 si n modp = i

0 sinon
.

Cette famille forme une base deSp (R). Si α1, . . . ,αp ∈ R sont tels que
∑p

i=1
αi

(
ui

n

)
= 0 alors il vient que la suite(

α1, . . . ,αp ,α1, . . . ,αp ,α1, . . .
)

est nulle et donc queα1 = . . . = αp = 0. Donc la famille est libre. Considérons une suite
p-périodiquea =

(
a1, . . . , ap , a1, . . . , ap , a1, . . .

)
∈Sp (R). On peut écrire quea = a1

(
u1

n

)
+ . . .+ap

(
u

p
n

)
et donc la famille

engendreS (R). En conclusion, c’est bien une base deSp (R) etdimSp (R)= p. On aurait aussi facilement pu résoudre
cet exercice en montrant que

θ :

{
Sp (R) −→ Rp

(un ) 7−→
(
u0, . . . ,up−1

)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

24.7.5 Hyperplan

Exercice 24.47 ♥♥
Soit unK-espace vectorielE, H un hyperplan deE, etH′ un sous-espace vectoriel deE. Montrer que

H ⊂ H′ =⇒ H′ = H ou H′ = E

Solution : Supposons queH′ 6= H. Alors il existea ∈ H′\H. On sait alors, puisqueH est un hyperplan queH⊕Vect(a) =
E. Montrons queH′ = E. Soitx ∈E, il existe(xH,λ) ∈H×K tels quex = xH+λa ∈ H′ carH′ est un sous-espace vectoriel
deE.

Exercice 24.48 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finie etH un hyperplan deE. Montrer qu’il existe une forme linéaireϕ tel
queH = Kerϕ.

Solution : CommeH est un hyperplan et queE est de dimension finie,H admet un supplémentaireD dansE et
dimD = 1. Soit v un vecteur formant une base deD. Tout vecteurx ∈ E se décompose de manière unique sous la
forme x = x0 +αv où x0 ∈ H et α ∈ R. On considère alors la forme linéaire donnée parϕ (x) = 0 si x ∈ H et ϕ (v) = 1.
L’applicationϕ est bien définie surE et vérifie par constructionKerϕ= H.

Exercice 24.49 ♥♥
SoitD une droite vectorielle etH un hyperplan d’unK-espace vectorielE de dimensionn ∈N∗. Montrer que siD 6⊂ H

alorsD et H sont supplémentaires dansE.

Solution :
Le sous-espace vectorielD+H contientH et D et est contenu dansE doncdim(D+H) = n ou dim(D+H) = n −1.
Si dim (D+H) = n −1 alors commedimH = dim (D+H), il vient queD+H = H et donc queD ⊂ (D+H) = H ce qui
contredit l’hypothèse formulée au sujet deD. Doncdim(D+H) = n, ce qui prouve queD+H = E. De plusdim (D∩H) =
dim(D+H)−dimH−dimD = 0, doncF∩H = {0} d’où le résultat.

Exercice 24.50 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finien, H1 et H2 deux hyperplans deE avecH1 6= H2. Calculerdim(H1 ∩
H2).

Solution :
Calculons tout d’aborddim (H1 +H2). Remarquons queH1 +H2 est un sous-espace vectoriel deE qui contientH1. On
a doncdim (H1 +H2) = n ou dim (H1 +H2) = n −1. Si dim (H1 +H2) = n −1 alors, commedimH1 = dimH2 = n −1

et queH1 ⊂ H1 +H2, H2 ⊂ H1 +H2 alorsH1 = H1 +H2 = H2 ce qui contredit le fait queH1 et H2 sont distincts. Donc
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dim (H1 +H2) = dimE = n. La formule de Grassmann amènedimH1+dimH2 = dim (H1 +H2)+dim (H1 ∩H2) et donc
dim (H1 ∩H2) = 2n −2−n = n −2. On peut aussi raisonner avec des formes linéaires. CommeH2 est un hyperplan de
E, il existe une forme linéaire surE, ϕ ∈ E⋆ non-nulle telle queH2 = Kerϕ. Considérons la restrictioñϕ de la forme
linéaireϕ au sous espaceH1. Il est clair quẽϕ est une forme linéaire deH1 : ϕ̃∈ H⋆

1 .

1. ϕ̃ 6= 0H⋆
1

: par l’absurde, sĩϕ= 0, on aurait∀x ∈ H1, ϕ̃(x) = ϕ(x) = 0K et donc on auraitH1 ⊂ H2. Mais puisque
dimH1 = dimH2 = n−1, on auraitH1 = H2 ce qui est faux d’après l’énoncé ;

2. H1 ∩H2 = Kerϕ̃ :
– Soitx ∈H1 ∩H2, ϕ̃(x) =ϕ(x)= 0K,
– Soitx ∈Ker ϕ̃, x ∈ H1 et ϕ̃(x) =ϕ(x) = 0K et doncx ∈H1 ∩H2 ;

Nous avons donc montré queH1 ∩H2 est un hyperplan de l’espaceH1 et puisquedimH1 = n−1, en utilisant le résultat
du cours, il vient quedim(H1 ∩H2) = n−2.

Exercice 24.51 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finie. SoientH un hyperplan etF un sous-espace vectoriel deE non inclus
dansH. Montrer quedimF∩H = dimF−1.

Solution : CommedimH = n−1, le sous-espace vectorielF+H deE est de dimension égal àn ou n−1. MaisF n’est
pas inclus dansH, doncdim (F+H) = n. Par ailleurs, d’après la formule de GrassmanndimF+dimH = dim (H+F)+
dim (F∩H) donc :dimF+n−1 = n+dim (F∩H) ce qui prouve le résultat.

24.7.6 Sous-espaces supplémentaires

Exercice 24.52 ♥
Déterminer un supplémentaire deF = Vect(u, v) où u = (1,0,1) et−→v = (1,1,0) dansR3

Solution : Posonsw = (0,0,1). On vérifie facilement que la famille(u, v, w) forme une base deR3. Donc, d’après le
cours les deux sous-espacesF = Vect(u, v) et G = Vect (w) sont supplémentaires dansR3.

Exercice 24.53 ♥
On considère leR-espace vectorielE =R3 et u = (1,1,1) ∈R3 ; Posons :

F=
{(

x, y, z
)
∈R3 | x + y − z = 0

}
et G = Vect (u)

Prouver queF et G sont des sous-espaces supplémentaires deE.

Solution : On a F =
{(

x, y, z
)
∈R3 | x + y + z = 0

}
=

{(
x, y, x + y

)
| x, y ∈R

}
= Vect (v, w) avec v = (1,0,1) et w =

(0,1,1). On vérifie facilement que la famille(u, v, w) forme une base deR3 doncF⊕G =R3.

Exercice 24.54 ♥
DansE =R4, on considère l’ensemble

F = {(x, y, z, t) ∈ E | x = y et x − y + t = 0}

1. Montrer queF est un sous-espace vectoriel deE, et déterminer une base deF.

2. Déterminer un supplémentaire deF dansE.

3. Le supplémentaire trouvé est-il unique ?

Solution :

1. On aF = {(x, y, z, t) ∈ E; x = y et x − y + t = 0} = {(x, x, z,0) | x, z ∈R} = Vect (u, v) avecu = (1,1,0,0) et v =
(0,0,1,0). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre. En conclusion,(u, v) est
une base deF et dimF= 2.

2. Introduisons les vecteursw = (1,0,0,0) et W = (0,0,0,1). On montre facilement que la famille(u, v, w,W) est
libre. Comme son cardinal est égal à la dimension deR4, c’est une base deR4 et siG = Vect (w,W) alorsF et G

sont en somme directe.

3. Ce supplémentaire n’est bien entendu pas unique. On montre de la même façon que précédemment que, par
exemple,G′ = Vect ((1,0,1,0) ,(0,0,0,1)) est un autre supplémentaire deF dansR4.
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Exercice 24.55 ♥
Soit l’espace vectorielE des polynômes à coefficients réels de degréÉ 4. On considère l’ensemble

F= {P ∈E | P(0) = P′(0) = P′(1) = 0}

1. Montrer queF est unK-espace vectoriel, déterminer une base deF et préciser sa dimension.

2. Montrer que le sous-espace vectorielG = Vect(1,X,1+X+X2) est un supplémentaire deF dansE.

Solution :

1. DéterminonsF. Soit P ∈ F. PuisqueP(0) = P′(0) = 0, 0 est racine double (au moins) deP. Donc∃Q ∈ R[X] tel
queP = X2Q. En examinant les degrés, on obtient quedegQ É 2. DoncQ = aX2 +bX + c. Alors Q′ = 2aX +b.

CommeP′ = 2XQ+X2Q′, etP′(1) = 0, on trouve que4a+3b+2c = 0. DoncP = X2(aX2+bX−2a−
3

2
b) On vérifie

réciproquement qu’un polynôme de cette forme est dansF. Donc

F= {aX4 +bX3 − (2a + 3

2
b)X2; (a,b) ∈R

2} = {a(X4 −2X2)+b(X3 − 3

2
X2); (a,b) ∈R

2} = Vect(P1,P2)

où P1 = X4 −2X2 et P2 = X3 − 3

2
X2. On vérifie que(P1,P2) est une famille libre (degrés distincts). C’est donc une

base deF et alorsdimF = 2.

2. On vérifie que(1,X,1+X+X2) est une famille libre (degrés étagés). C’est donc une base deG et alorsdimG = 3.
On montre ensuite queF∩ G = {0}. Soit P ∈ F∩ G. Alors commeP ∈ G, il existe a,b,c ∈ R tels queP = a +

bX+ c
(
1+X+X2

)
. Mais commeP ∈ F, on a aussiP(0) = P′(0) = P′(1) = 0 et on abouti au système





a +c = 0

b +c = 0

b +3c = 0

donc l’unique solution est le triplet nul. DoncP = 0 et F et G sont bien en somme directe. PuisquedimE = 5 =
dimF+dimG, d’après le cours,E = F⊕G.

Exercice 24.56 ♥
Dans l’espace vectorielR4, on considère les sous-espaces vectoriels

F= Vect((1,2,1,3),(2,0,0, 1)) et G =
{
(x, y, z, t) ∈R

4 | 2x + y + z = 0, x = y
}

1. Déterminer les dimensions des sous-espaces vectorielsF et G.

2. Montrer queF∩G = {0}.

3. En déduire queR4 = F⊕G.

Solution :

1. Par définition,S1 = ( f1, f2) est générateur deF. On vérifie que cette famille est libre. C’est une base deF et donc
dimF = 2. Il faut déterminer une famille génératrice deG :

G = {x(1,1,−3,0)+ t(0,0,0,1) | (x, t) ∈R2}

Doncg1 = (1,1,−3,0) et g2 = (0,0,0,1) forment une famille génératrice deG. On vérifie qu’il est libre. C’est donc
une base deG et dimG = 2.

2. On vérifie facilement que les vecteurs(1,2,1,3) et (2,0,0,1) ne sont pas solutions du système

{
2x + y + z = 0

x = y

doncF∩G = {0}.

3. D’après la formule de Grassmann, puisquedimF+dimG = dimR4 et queF∩G = {0}, il vient quedim (F+G) =
dimE et donc queF+G = E. On peut alors écrire queE = F⊕G.

Exercice 24.57 ♥
Soit unK-espace vectorielE de dimension finien. SoientF et G deux sous-espaces vectoriels deE vérifiantdimF+
dimG > n. Montrer queF∩G 6= {0E}.

Solution : Utilisons la dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels :

dim(F+G) = dimF+dimG−dim(F∩G)

On obtient quedim(F∩G) = dimF+dimG−dim(F+G)> n−dim(F+G). Mais commeF+G est un sous-espace vectoriel
deE, dim(F+G) É n et doncdim(F∩G) > 0. On obtient finalement queF∩G 6= {0}.
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Exercice 24.58 ♥♥
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finien et F un sous-espace vectoriel deE différent de{0} et différent de
l’espaceE. Montrer queF admet une infinité de supplémentaires dansE.
Indication 24.15 :Faire un dessin dansR2 lorsqueF est une droite vectorielle.

Solution : Considérons une base deF, (e1, . . . ,ep ) (où p = dimF) et complétons là en une base deE par des
vecteursep+1, . . . en ∈ E. Pour toutt ∈ R, posonsGt = Vect(te1 + ep+1,ep+2, . . . ,en). Soit t ∈ R, montrons queGt

est un supplémentaire deF dans E. Il suffit pour ce faire de montrer que
(
e1, . . . ,ep , te1 +ep+1,ep+2, . . . ,en

)
est

une base deE. Soientα1, . . . ,αn ∈ R tels queα1e1 + . . . +αp ep +αp+1

(
te1 +ep+1

)
+αp+2ep+2 ++ . . .αnen = 0 alors(

α1 + tαp+1

)
e1+. . .+αp ep+αp+1ep+1+αp+2ep+2+. . .+αn en = 0 et comme(e1, . . . ,en ) est libre, il vient queα1+tαp+1 =

α2 = . . . = αp = αp+1 = αp+2 = . . . = αn = 0 et donc queα1 = . . . = αn = 0. La famille
(
e1, . . . ,ep , te1 +ep+1,ep+2, . . . ,en

)

est donc bien libre et comme son cardinal est égal à la dimension deE, il s’agit bien d’une base deE. En conclusion,
E = F⊕Gt .
Si t 6= t ′ sont deux réels, alorsGt 6= Gt ′ . En effet le vecteurep + te1 n’est pas élément deGt ′ . Si c’était le cas, alors
il existeraitαp+1, . . . ,αn ∈ R tels queep+1 + te1 = αp+1

(
ep+1 + t ′e1

)
+αp+2ep+2 + . . .+αnen . Alors

(
αp+1t ′− t

)
e1 +(

αp+1 −1
)

ep+1+αp+2ep+2+ . . .+αn en = 0. La famille
(
e1,ep+1, . . . ,en

)
est libre comme sous-famille d’une famille libre

donc en particulierαp+1t ′− t =αp+1 −1 = 0 et t = t ′, ce qui est contraire à notre hypothèse de départ.

Exercice 24.59 ♥♥♥
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On considèreF et G deux sous-espaces vectoriels deE de même
dimension. Le but de cet exercice est de montrer queF et G admettent un supplémentaire commun.

1. Montrer queF∩G admet un supplémentaireF′ (resp.G′) dansF (resp. dansG).

2. Montrer queF′ et G′ sont de même dimension.

3. MontrerF′ et G′ sont en somme directe.

4. En considérant une base deF′ et une base deG′, construire un supplémentaire commun àF et G dansF+G.

5. Répondre alors au problème initial.

Solution :

1. F∩G est un sous-espace vectoriel deF qui est de dimension finie car c’est le cas deE. Donc F∩G admet un
supplémentaireF′ dansF. On fait de même pourG′.

2. CommeF = F∩G⊕F′, il vient quedimF′ = dimF−dimF∩G. De même,dimG′ = dimG−dimF∩G. Le résultat
s’ensuit alors du fait queF et G ont même dimension. On noterap = dimF′ = dimG′.

3. Soitx ∈ F′∩G′. CommeF′ ⊂ F et queG′ ⊂ G, on ax ∈ F∩G. MaisF′ et F∩G sont supplémentaires doncx = 0.

4. CommeF′ et G′ sont de même dimensionp, ces deux sous-espaces admettent des basesf =
(

f1, . . . , fp

)
pourF′

et
(
g1, . . . , gp

)
pour G′. Considérons la familleh =

(
h1, . . . ,hp

)
où pour touti ∈

�
1, p

�
, hi = fi + gi . Aucun des

vecteurs de cette famille n’est dansF∪G. En effet, s’il existei ∈
�

1, p
�

tel quehi ∈ F∪G alorshi ∈ F ou hi ∈ G.
Si hi = fi + gi ∈ F alorsgi = fi −hi ∈ F. Doncgi ∈ F∩G. Mais gi ∈ G′ et les deux sous-espacesG′ et G∩F sont
en somme directe, doncgi = 0, ce qui n’est pas possible car la familleg ne serait pas libre. On fait de même si
hi ∈ G. Montrons maintenant que la familleh est libre. Soientα1, . . . ,αn ∈K tels queα1h1 + . . .+αp hp = 0. Alors
le vecteurv = α1 f1 + . . .+αp fp = −

(
α1g1 + . . .+αp gp

)
est élément deF′ ∩G′. D’après la question précédente,

v = 0 etα1 f1+. . .+αp fp =α1g1+. . .+αp gp = 0. Les famillesf et g étant libres, on en déduit queα1 = . . . =αp = 0

et donc queh est libre. PosonsH = Vect
(
h1, . . . ,hp

)
. Il est clair quedimH = p. Montrons queF∩H = {0}. Soit

x ∈ F∩H. Alors il existeα1, . . . ,αp ∈K tels quex =∑p

i=1
αi hi . Mais

∑p

i=1
αi gi = x −∑p

i=1
αi fi et donc le vecteur∑p

i=1
αi gi ∈ F∩G ce qui prouve que

∑p

i=1
αi gi = 0 car ce vecteur est aussi élément deG′. Comme la familleg

est libre, il vient queα1 = . . . = αp = 0 et doncx = 0. F et H sont bien en somme directe. Enfin, puisqueF′ est
supplémentaire deF dansF+G, doncdim(F+G) = dimF+dim F′ = dimF+p = dimF+dim H. DoncH est un
supplémentaire deF dansF+G. De mêmeH est un supplémentaire deG dansF+G.

5. On considère un supplémentaireH̃ à F+G dansE. Il existe carE est de dimension finie. Montrons queH⊕ H̃

(vérifier que cette somme est bien directe) est un supplémentaire commun àF et G dansE. Soit x ∈ F∩ (H⊕ H̃).
Alors x ∈ F et x = a + ã ou a ∈ H et ã ∈ H̃. Mais ã = x − a ∈ F+H = F+G donc ã ∈ (F+G)∩ H̃ ce qui amène
ã = 0 et x = a. Mais commeF∩H = {0}, il s’ensuit quex = 0 et doncF et H⊕ H̃ sont en somme directe. De plus
dim

(
H⊕ H̃

)
= dim (F+G)−dimF+dimE−dim (F+G) = dimE−dimF. DoncF+

(
H⊕ H̃

)
= E etE = F⊕

(
H⊕ H̃

)
.

On montre de même queE = G⊕
(
H⊕ H̃

)

930



24.7.7 Rang d’une famille de vecteurs

Exercice 24.60 ♥
Déterminer le rang des familles(v1, v2, v3, v4) de vecteurs deR4 donnés par :

1. v1 = (1,1,0,0) , v2 = (1,0,1,0) , v3 = (1,0,0,1) , v4 = (0,0,1,1).

2. v1 = (1,1,0,0) , v2 = (1,0,1,0) , v3 = (1,0,0,1) , v4 = (1,1,1,−1).

Solution :

1. La famille est libre donc son rang est4.

2. Comme v4 = v1 + v2 − v3, d’après le lemme de réduction d’une famille liée,dimVect (v1, v2, v3, v4) =
dimVect (v1, v2, v3). La famille (v1, v2, v3) est une sous-famille de celle étudiée dans la première question et
qui était libre. Elle est donc libre. On en déduit que le rang de la famille est3.

Exercice 24.61 ♥
Dans leR-espace vectorielF ([0,1[,R), on considère :

f1 : x 7→
√

1+x

1−x
f2 : x 7→

√
1−x

1+x

f3 : x 7→ 1
p

1−x2
f4 : x 7→ x

p
1−x2

Quel est le rang de la famille
(

f1, f2, f3, f4

)
?

Solution :
Pour toutx ∈ [0,1[, f1 (x) = 1+xp

1−x2
= f3 (x)+ f4 (x) et f2 (x) = 1−xp

1−x2
= f3 (x)− f4 (x) doncrg

(
f1, f2, f3, f4

)
= rg

(
f3, f4

)
= 2

car cette dernière famille est libre

24.7.8 Applications linéaires en dimension finie

Exercice 24.62 ♥
On considèreu :

{
R4 −→ R2

(x, y, z, t) 7−→ (2x + y, t − x)

1. Montrer queu est une application linéaire et déterminerKeru et Imu.

2. La famille{(u(1,0,0,0),u(1,1,1,1)} est-il libre dansR2 ?

Solution :

1. On vérifie facilement queu est linéaire. On a

Keru =
{(

x, y, z, t
)
∈R4 |

{
2x + y = 0

− x + t = 0

}
= {(x,−2x, z, x) | x, z ∈R}= Vect (e1,e2)

avece1 = (1,−2,0,1) et e2 = (0,0,1,0). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils forment une base de
Keru. Alors dim Ker u = 2 et d’après la formule du rangdimImu = 2. CommeImu ⊂ R2 et quedimR2 = 2, il
vient queImu =R2 et donc queu est surjective.

2. Commeu (1,0,0,0) = (2,−1) et queu (1,1,1,1) = (3,0) et que ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment
une famille libre deR2.

Exercice 24.63 ♥
Soitθ :

{
R3 [X] −→ R3 [X]

P 7−→ XP′−2P
.

1. Montrer queθ est un endomorphisme deR3 [X].

2. DéterminerImθ et en déduire le rang deθ.

3. Donner la dimension deKerθ et déterminerKerθ.

Solution :
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1. SiP ∈R3 [X], il est clair quedeg
(
XP′−2P

)
É 3 et donc queθ (P) ∈R3 [X]. Soientα,β ∈R et P,Q ∈R3 [X] alors

θ
(
αP+βQ

)
= X

(
αP+βQ

)′−2
(
αP+βQ

)
=α

(
XP′−2P

)
+β

(
XQ′−2Q

)
= αθ (P)+βθ (Q)

doncθ est linéaire.

2. SoitP = aX3+bX2 +cX+d ∈R3 [X]. On calcule queθ (P) = aX3 −cX−2d . DoncImθ= Vect
(
1,X,X3

)
. La famille(

1,X,X3
)

étant libre, il vient quergθ= 3.

3. D’après la formule du rang,dim Kerθ= 1. Commeθ
(
X2

)
= 0, Kerθ= Vect

(
X2

)
.

Exercice 24.64 ♥
Soienta ∈R et F = {P ∈Rn [X] | P (a) = 0}.

1. Prouver queF est un sous-espace vectoriel deRn [X]. Déterminer sa dimension.

2. Déterminer un supplémentaire deF dansRn [X].

Solution :

1. Posonsθ :

{
Rn [X] −→ R

P 7−→ P (a)
. On vérifie facilement queθ est linéaire et surjective. De plusF = Kerθ. Donc

F est un sous-espace vectoriel deRn [X]. D’après la formule du rang,dimF = dim Kerθ= dimRn [X]−dimR= n.

2. NotonsG =R0 [X]. G est clairement un sous-espace vectoriel deRn [X] de dimension1. On vérifie facilement queG
est en somme directe avecF. Comme de plusdim (F+G) = dimF+dimG = n+1 = dimRn [X], on aRn [X] = F+G.
En conclusion,Rn [X]= F⊕G.

Exercice 24.65 ♥♥
On considère l’application linéaire

ϕ :

{
R[X] −→ R[X]

P 7−→ P+P′+P′′

1. Montrer que l’endomorphismeϕ est injectif.

2. Montrer que l’endomorphismeϕ est surjectif.

Indication 24.15 :Pour montrer la surjectivité, étudier la restriction deϕ àRn[X] qui est un espace de dimension finie.

Solution :

1. Soit un polynômeP ∈ R[X] tel queP +P′+P′′ = 0, soit P = −(P′+P′′). Si l’on suppose queP 6= 0, on adegP É
degP−1 , une absurdité. Doncϕ est injective.

2. Soit un entiern ∈N. Notonsϕn la restriction deϕ àRn[X]. Alors, siP ∈ Rn[X], ϕn(P) = P +P′+P′′ ∈ Rn[X] car
deg(ϕn(P))É max(degP,degP′,degP′′)É n. Doncϕn est un endomorphisme deRn[X] injectif, donc surjectif, car
Rn[X] est un espace de dimension finien+1.
Soit alorsP ∈R[X]. Notonsn = degP. Alors P ∈Rn[X] et donc∃Q ∈Rn[X] tel queϕn(Q)= P. Mais alorsϕ(Q)= P

et on a donc montré queϕ est surjective !

Exercice 24.66 ♥♥
On définit l’application

ϕ :

{
R3[X] −→ R4

P 7−→ (P(0),P′(1),P′′(1),P′′(2))

1. Montrer queϕ est un isomorphisme.

2. En déduire qu’il existe un et un seul polynômeP ∈R3[X] vérifiantP(0) = 1,P′(1) = 2,P′′(1) =−1 et P′′(2) = 1.

Solution :

1. Il est clair queϕ est linéaire. Montrons queKerϕ= {0}. SoitP ∈R3[X] tel queϕ(P)= 0. ConsidéronsH = P−P(1).
CommeH(1) = H′(1) = H′′(1) = 0, il vient que1 est racine d’ordre3 de H, doncH = (X − 1)3Q et doncP =
Q(X−1)3 +P(1). Mais en examinant les degrés, il faut queQ = λ ∈ R d’où P = λ(X−1)3 + a (aveca = P(1) ∈ R).
CommeP(0) = 0, a =−λ et doncP =λ((X−1)3 −1). Mais alorsP′′ = λ(6(X−1)) et commeP′′(2) = 1, il vient que
λ= 0 et donc queP = 0.
Commeϕ est injective, et quedimR3[X] = dimR4 = 4, ϕ est donc bijective.

2. Commeϕ est bijective, l’élément(1,2,−1,1) possède un unique antécédentP ∈R3[X].
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Exercice 24.67 ♥♥
On considère unK-espace vectorielE et un endomorphismeu ∈ L(E). Soit un sous-espace vectorielF deE. On suppose
queF ⊂ u(F).

1. On suppose queE est de dimension finie. Montrer queu(F) = F.

2. Trouver un contre-exemple lorsqueE est de dimension infinie.

Indication 24.15 :Pour la deuxième question, on pourra étudieru :

{
R[X] −→ R[X]

P 7−→ P′ avecF = {XP ; P ∈ E}.

Solution :

1. Considérons la restriction deu àF : u|F : F→ E. Alors d’après la formule du rang,dimu (F) = dimV−dim Keru É
dimV. CommeF⊂ u (F), on a aussi quedimFÉ dimu (F). DoncdimF= dimu (F) et F= u (F).

2. En considérantE =R [X] etF= {XP ; P ∈ E}, l’applicationu : P 7→ P′ fournit un contre-exemple puisqueu(F) = E 6=
F.

Exercice 24.68 ♥♥
Soit f ∈L (E,F) avecE etF deuxK-espaces vectoriels tels quedimE = n etdimF= p. Dire, pour chacune des phrases
suivantes, si elle caractérise l’injectivité, la surjectivité ou la bijectivité def :

1. L’image de toute famille libre deE par f est libre

2. Im f = F

3. L’image d’une base deE par f est génératrice deF.

4. rg f = n.

5. L’image d’une base deE par f est libre.

6. rg f = p.

7. L’image d’une base deE par f est une base deF.

8. L’image de toute famille génératrice deE par f est
génératrice deF.

9. ∃g ∈L (F,E) , g ◦ f = idE

10. ∃g ∈L (F,E) , f ◦ g = idF

Solution :

1. Supposons que l’image de toute famille libre est libre. Montrons quef est injective. Considérons une basee

de E et un vecteurx ∈ E tel que f (x) = 0. Notons(x1, . . . , xn ) ∈ Rn les coordonnées dex dans la basee. On
a donc :0 = f (x) =

∑n
k=0

xi f (ei ). Mais la famillee = (e1, . . . ,en) étant libre, il en est de même de la famille(
f (e1) , . . . , f (en)

)
. L’égalité précédente n’est donc vraie que six1 = . . . = xn = 0 et alorsx = 0. On a ainsi montré

queKer f = {0} et quef est injective.

2. Si Im f = F alors f est surjective.

3. Si l’image d’une basee = (e1, . . . ,en) de E par f est génératrice deF alors montrons quef est surjective. Soit
y ∈ F. La famille

(
f (e1) , . . . , f (en)

)
est donc génératrice def et il existe des scalairesα1, . . . ,αn ∈ R tels que

y = α1 f (e1)+ . . .+αn f (en) = f (α1e1 + . . .+αn en). Par conséquent,y = f (x) avecx = α1e1 + . . .+αn en et f est
bien surjective.

4. Sirg f = n alorsf est injective. En effet, d’après la formule du rang, on a :dimE = dimKer f +rg f et il vient que
dim Ker f = 0 c’est à dire queKer f = {0}

5. Si l’image d’une basee = (e1, . . . ,en ) deE par f est libre dansF alors montrons quef est injective. Soitx ∈ E tel
que f (x) = 0 et soit(x1, . . . , xn ) les coordonnées dex dans la baseE. Alors 0 = f (x) =

∑n
k=0

xi f (ei ). On termine
alors comme dans la première question et on montre quex = 0 c’est-à-dire quef est injective.

6. Si rg f = p alors par définition du rang d’une application linéaire,dimIm f = p = dimF et doncIm f = F. On
prouve ainsi quef est surjective.

7. Si l’image d’une base deE par f est une base deF alors en appliquant les résultats des questions3) et 5), il vient
que f est bijective.

8. Si l’image de toute famille deE par f est génératrice deF alors en particulier l’image d’une base dee est
génératrice deF et appliquant la question3, f est surjective.

9. Si il existeg ∈L (F,E) tel queg ◦ f = idE alorsg est surjective etf injective. Pour quef soit surjective, il faudrait
supposer de plus quedimF= dimE.

10. Si il existeg ∈L (F,E) tel quef ◦ g = idF alors f est surjective etg injective. Pour quef soit injective, il faudrait
supposer de plus quedimF= dimE.

Exercice 24.69 ♥♥
Soit un K-espace vectorielE de dimension finien, un vecteurx0 de E et un endomorphismef ∈ L(E) tel que
( f (x0), f 2(x0), . . . , f n (x0)) soit libre.
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1. Montrer que la famille(x0, f (x0), . . . , f n−1(x0)) est une base deE.

2. Montrer quef est inversible.

Solution :

1. Soitα0, . . . ,αn−1 ∈K tels que
∑n−1

i=0
αi f i (x0) = 0. Alors f

(∑n−1
i=0

αi f i (x0)
)
= 0 ce qui s’écrit aussi

∑n−1
i=0

αi f i+1 (x0).
Mais la famille ( f (x0), f 2(x0), . . . , f n(x0)) est libre doncα0 = . . . = αn−1 = 0 ce qui prouve que la famille
(x0, f (x0), . . . , f n−1(x0)) est libre

2. CommedimE = n, les familles(x0, f (x0), . . . , f n−1(x0)) et ( f (x0), f 2(x0), . . . , f n(x0)) sont des bases deE. Comme
l’image de la première base parf est la seconde base,f est forcément inversible.

Exercice 24.70 ♥♥
Soit unK-espace vectorielE de dimension finien et deux endomorphismes(u, v) ∈ L(E). Montrer que

rgu+ rg v É rg(u ◦ v)+n

Indication 24.15 :On pourra étudier la restrictioñu deu àIm v et montrer queIm ũ = Im(u◦v) etKer ũ = Keru∩Im v ,
puis appliquer le théorème du rang àũ.

Solution : Considérons la restriction deu à Im v : ũ = u|Im v . On vérifie facilement queImu ◦ v = Im ũ et que
Ker ũ = Ker u∩ Im v . En appliquant le théorème du rang àũ, on trouve que

dim(Imv) = dim(Keru∩ Im v)+ rg(u ◦ v)

Mais dim(Ker u∩ Im v) É dim(Ker u) et donc, en appliquant le théorème du rang pouru, on trouve que

rg v É (n− rgu)+ rg(u ◦ v)

Exercice 24.71 ♥♥
Soit unK-espace vectorielE et deux sous-espace vectorielE1,E2 deE. Montrer que :

(∃u ∈ L(E) | Keru = E1 et Imu = E2) ⇐⇒ (dimE = dimE1 +dimE2)

Indication 24.15 : Pour la réciproque,construire une base deE en complétant une base deE1. Définir alorsu en se
donnant l’image de cette base.

Solution :
– (i ) =⇒ (i i ) : Le sens direct est une conséquence directe de la formule du rang :dimE = dim Ker u+rgu = dimE1+

dimE2.
– (i i ) =⇒ (i ) : si E1 = {0}, alorsdimE2 = dimE doncE2 = E. En posantu = id, on vérifie queu convient. De même si

E2 = {0}, u = 0 convient. Supposons maintenant queE1 6= {0} et E2 6= {0}. Alors, il existe une base(e1, . . . ,ep ) deE1 (où
p = dimE1). Complétons cette base en une base deE : e = (e1, . . . ,ep ,ep+1, . . . ,en). CommedimE2 = n −p, il existe
une basef deE2 de la forme( fp+1, . . . , fn ). Définissons alorsu en se donnant l’image de la basee :

∀i ∈
�

1, p
�

,u(ei ) = 0, ∀i ∈
�

p +1,n
�

,u(ei )= fi+1

Alors,∀x ∈ E1, u(x) = 0 doncE1 ⊂ Ker u. Soit x ∈Ker u, décomposonsx danse.

x = x1e1 +·· ·+ xp ep + xp+1ep+1 +·· ·+ xnen

u(x) = xp+1 fp+1 +·· ·+ xn fn = 0. Mais commef est libre, il vient quexp+1 = ·· · = xn = 0 et donc quex ∈E1.
D’autre part,Imu = Vect(u(e1), . . . ,u(en)) = Vect( fp+1, . . . fn ) = E2.

Exercice 24.72 ♥♥
Soit un K-espace vectorielE de dimension finien et deux endomorphismesf , g deE vérifiant f ◦g = 0 et f +g ∈ GL(E).
Montrer querg( f )+ rg(g )= n.

Solution :
– Commef ◦ g = 0 alorsImg ⊂ Ker f et d’après la formule du rangrg f + rg g É rg f +dim Ker f = n.
– D’autre part, commef + g ∈ GL(E) alorsn = rg( f + g ) É rg f + rg g carIm

(
f + g

)
⊂ Im f + Im g .

L’égalité est ainsi prouvée
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Exercice 24.73 ♥♥
Soit unK-espace vectorielE de dimension finien. On considère l’ensembleA = {(u, v) ∈ L(E)2 |u ◦v = 0}. Déterminer
sup{rgu+ rg v | (u, v) ∈ A}.

Solution : L’égalitéu ◦ v = 0 amèneIm v ⊂ Ker u et donc d’après la formule du rangrgu+ rg v É rgu+dim Ker u = n.
Pouru = id et v = 0, il y a égalité. Doncsup{rgu+ rg v | (u, v) ∈ A}= n

Exercice 24.74 ♥♥♥
SoientE unK-espace vectoriel de dimension finien Ê 2.

1. Démontrer que les homothéties sont les seuls endomorphismesf deE tels que :

∀x ∈E,
(
x, f (x)

)
est une famille liée.

2. En déduire que les homothéties sont les seuls endomorphismes deE qui commutent avec tout autre endomor-
phisme.

Indication 24.15 :Pour toutx ∈ E, on pourra considérer une projection surVect (x)).

Solution :

1. Les homothéties vérifient clairement la propriété indiquée. Réciproquement, on sait par hypothèse que∀x ∈
E,∃λx ∈K | f (x) = λx x. Il s’agit donc de démontrer que l’on peut choisir le mêmeλ pour tous lesx. Autrement
dit, si l’on choisit deux vecteursx et y , on peut prendreλx =λy .
Ï Si (x, y) est libre, alors, comme :

(
λx+y −λx

)
x +

(
λx+y −λy

)
y = 0 il vient queλx+y =λy =λx .

Ï Sinonx et y sont colinéaires et il existeα ∈R tel quey =αx et

f
(
y
)
= f (αx) =λαxαx =α f (x) = αλx x

et on peut prendreλαx =λ. On a ainsi montré que pour tout vecteury ∈E, f
(
y
)
=λy . Donc f est une homothétie

de rapportλ.

2. Considéronsf un endomorphisme deE qui commute avec tous les endomorphismes deE. Soit x un vecteur non
nul deE et soitΠ la projection deE surVect (x) parallèlement à un supplémentaire donné deVect (x) dansE (qui
existe carE est de dimension finie). Commef et Π commute, on a :Π

(
f (x)

)
= f (Π(x)) = f (x). Donc comme

Π
(

f (x)
)
∈ Vect (x), f (x) et x sont liés.x étant quelconque non nul, ce résultat est vrai pour toutx ∈ E \ {x}. Ce

résultat est aussi clairement vérifié par le vecteur nul. D’après la première question, on peut affirmer quef est
une homothétie. Réciproquement, une homothétie commute avec tous les endomorphismes deE.

Exercice 24.75 ♥♥♥
Soit f un endomorphisme d’unK-espace vectorielE de dimensionn. Pour toutp ∈N, on note :

Kp = Ker f p et Ip = Im f p .

1. Montrer que :
∀p ∈N, Kp ⊂ Kp+1 et Ip+1 ⊂ Ip .

2. Prouver qu’il existe un plus petit entier naturelr É n tel que :∀i Ê r, Ki = Ki+1.
3. Montrer de même que :

∀i Ê r, Ii = Ii+1.

4. Montrer que :E = Kr ⊕ Ir .

Solution :
1. Soitp ∈N et soitx ∈ Kp . Alors f p+1 (x) = f

(
f p (x)

)
= 0 car f p (x) = 0. Doncx ∈ Kp+1 etKp ⊂ Kp+1. Considérons

maintenanty ∈ Ip+1. Alors il existex ∈E tel que :y = f p+1 (x) = f p
(

f (x)
)

et doncy ∈ Ip et Ip+1 ⊂ Ip

2. Pour toutp ∈ N, Kp ⊂ Kp+1 donc :dimKp É dimKp+1 et la suite
(
dimKp

)
est croissante. CommeKp ⊂ E, on a

aussi :dimKp É n. La suite
(
dimKp

)
est donc majorée. Appliquant le théorème de la limite monotone elle est

convergente mais, ses valeurs étant entières, cela équivaut au fait qu’elle est constante à partir d’un certain rang
r ∈N. r est le plus petit entier naturel tel que∀i Ê r, Ki = Ki+1.

3. D’après la formule du rang et le résultat précédent, on montre que∀i Ê r, Ii = Ii+1.

4. Soity ∈Kr ∩Ir . Effectuons un raisonnement par l’absurde en supposant quey 6= 0. Alors f r
(
y
)
= 0 et il existex ∈ E

tel quey = f r (x). Il vient donc :f 2r (x) = 0. Mais commey = f r (x) 6= 0, il exister ′ ∈ �r +1,2r � tel quef r ′ (x) = 0.
On a doncx ∈ Kr ′ et x 6∈ Kr ce qui contredit le fait que la suite(Kr ) est constante à partir du rangr . On en déduit
quey = 0 et queKr ∩Ir = {0}. Il vient alors que :dim (Kr + Ir ) = dimKr +dimIr = dimKer f r +dimIm f r = n par
application de la formule du rang et de ce fait :Kr + Ir = E. En résumé :E = Kr ⊕ Ir .
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Exercice 24.76 ♥♥♥
Soit un espace vectorielE de dimension 3 et un endomorphismeu de E tel queu2=0. Montrer que

∃a ∈ E : ∃ f ∈ E⋆ : ∀x ∈ E, u(x) = f (x) · a

Indication 24.15 :Traduire en terme d’image et de noyau la relationu2 = 0. Introduire ensuite une base deKeru et la
compléter. Définirf à l’aide de cette base.

Solution : La relationu2 = 0 donne queImu ⊂ Keru (le montrer). D’après le théorème du rang,

3= dim(Keru)+ rgu É 2dim(Keru)

ce qui implique quedim(Keru) Ê 2. Si dim(Keru) = 3, alorsu = 0 et le résultat est évident avecf = 0 et a quelconque.
Supposons donc quedim(Keru) = 2. Alors d’après le théorème du rang,dim(Imu) = 1. C’est une droite vectorielle :
∃a ∈ E, a 6= 0 tel queImu = Vect(a). Considérons une base(e1,e2) deKer u et complétons-la en une base(e1,e2,e3) de
E. Puisqueu 6= 0, u(e3) 6= 0 et donc∃c ∈ R tq u(e3) = ca. Définissons la forme linéairef en se donnant l’image de la
basee par f : f (e1) = 0, f (e2) = 0 et f (e3) = c. Soit alorsx ∈ E. Décomposonsx dans la basee : x = x1e1 + x2e2 + x3e3.
Alors u(x) = x3ca = x3 f (e3)a = f (x)a.

Exercice 24.77 ♥♥♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finie et soitf ∈ L(E) un endomorphisme de rang 1.

1. Montrer qu’il existe un scalaireλ ∈ K tel quef 2 =λ f .

2. A quelle condition sur le scalaireλ, (id− f ) est-il inversible? Calculer alors(id− f )−1.

Solution :

1. Commerg f = 1, il existe un vecteure1 ∈ E tel queIm f = Vect(e1). On complète le vecteure1 en une base
(e1, . . . ,en ) deE. CommeIm f = Vect (e1), pour touti ∈ �1,n�, il existeλi ∈K tel quef (ei ) =λi e1. Donc f 2(ei ) =
f (λi e1) =λiλ1e1 =λ1 f (ei ). Si x ∈ E alors il existeα1, . . . ,αn ∈K tels quex =∑n

i=1
αi ei et

f 2 (x) =
n∑

i=1

αi f 2 (ei ) = λ1

n∑

i=1

αi f (ei )= λ1 f (x) .

Posons alorsλ=λ1. On a bienf 2 (x) =λ f (x) pour toutx ∈E.

2. Remarquons que( f −id)( f +(1−λ) id) = (λ−1)id. On en tire une condition nécessaire et suffisante pour queid− f

soit inversible : il faut et il suffit queλ 6= 1. On calcule alors(id− f )−1 = 1

1−λ
( f + (1−λ) id) .

Exercice 24.78 ♥♥♥
Soit unK-espace vectorielE de dimension finien et deux endomorphismes( f , g ) deE vérifiant :

f ◦ g ◦ f = f et g ◦ f ◦ g = g

1. Montrer queE = Ker f ⊕ Im g .

2. Montrer querg( f ) = rg(g )= rg(g ◦ f ) = rg( f ◦ g ).

Solution :

1. Soity ∈ Img ∩Ker f . Il existex ∈ E tel quey = g (x)= g ◦ f ◦ g (x)= g ◦ f (y) = 0 car y ∈Ker f . DoncKer f et Im g

sont en somme directe. Soitx ∈E, on écritx = [x−g ◦ f (x)]+g ◦ f (x). On af
(
x − g ◦ f (x)

)
= f (x)− f ◦g ◦ f (x) =

f (x)− f (x) = 0 doncx−g o f (x) ∈ Ker f . Il est clair queg ◦ f (x) ∈ Im g . DoncE = Ker f +Im g . En conclusion, on
a bienE = Ker f ⊕ Im g .

2. D’après le théorème du rang,dimE = dim Ker f + rg f et d’après la question précédente,dim Ker f + rg g d’où
rg f = rg g . Commeg ◦ f ◦ g = g , on a queIm g ⊂ Im(g ◦ f ) ce qui implique querg g É rg g ◦ f . De même, comme
Img ◦ f ⊂ Im g alorsrg g ◦ f É rg g et on on obtient querg g = rg g ◦ f . On fait de même pour la seconde égalité.

Exercice 24.79 ♥♥♥
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finien et u, v ∈ L(E). On suppose queE = Imu + Im v = Keru +Ker v .
Montrer que ces deux sommes sont directes.
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Solution : On a :

n = dim (Imu+ Im v) carE = Imu+ Im v

= dimImu+dimIm v −dim (Imu∩ Im v) d’après la formule de Grassmann

= n−dim Keru+n−dim Ker v −dim (Imu∩ Im v) d’après la formule du rang

= 2n− (dim (Keru+Ker v)+dim (Ker u∩Ker v))−dim (Imu∩ Im v) à nouveau d’après la formule de Grassmann

= 2n−n−dim (Keru∩Ker v)−dim (Imu∩ Im v) carE = Keru+Ker v

donc0 = dim (Ker u∩Ker v)+dim (Imu∩ Im v) et ceci n’est possible que sidim (Ker u∩Ker v) = dim (Imu∩ Im v) = 0.
On en déduit que les deux sommes sont directes.

Exercice 24.80 ♥♥♥
On considère unK-espace vectoriel de dimension finie et un endomorphismeu ∈ L(E). Montrer qu’il existe un auto-
morphismev ∈GL(E) et un projecteurp ∈ L(E) tels queu = v ◦p.

Solution : Si u est inversible, il suffit de prendrev = u et p = idE. Sinon, notonsr = dim Keru. D’après la for-
mule du rang, on an − r = dim(Imu) . Considérons une base(e1, . . . ,er ) de Keru et complétons-la en une base
e = (e1, . . . ,er ,er+1, . . . ,en) de E. Posonsfr+1 = u(er+1), . . . , fn = u(en). On vérifie que cette famille est libre. Soient
αr+1, . . . ,αn ∈ K tels queαr+1 fr+1 + . . . + αn fn = 0 alors u (αr+1er+1 + . . .+αnen) = 0 et αr+1er+1 + . . . + αn en ∈
Vect (er+1, . . . ,en)∩Ker u = {0}. Doncαr+1er+1 + . . .+αn en = 0 mais comme(er+1, . . . ,en) est libre,αr+1 = . . . = αn = 0.
On complète alors cette famille en une basef = ( f1, . . . , fr , fr+1, . . . , fn ) de E. Définissons alorsp le projecteur sur
Vect(er+1, . . . ,en) donné parp (ei ) = 0 si i ∈ �1,r � et p (ei ) = ei si i ∈ �r +1,n�. Définissons aussi l’application linéaire
v par v(ei ) = fi pour touti ∈ �1,n�. Commev envoie une base deE sur une base deE, v est inversible. On vérifie
facilement en calculant l’image des vecteurs de la basee quev ◦p = u.

Exercice 24.81 ♥♥♥
Soit un K-espace vectorielE de dimension finien et un endomorphismef ∈ L(E). Montrer l’équivalence entre les
propriétés suivantes :

1. E = Im f +Ker f

2. E = Im f ⊕Ker f

3. Im f ∩Ker f = {0}

4. Im f = Im f 2

5. Ker f = Ker f 2.

Solution :

1. 1) =⇒ 2) Comme E = Im f + Ker f , en appliquant la formule de Grassmann puis la formule du rang,
dim

(
Im f ∩Ker f

)
= dimIm f +dim Ker f −dimE = 0 et Im f ∩Ker f = {0}. DoncE = Im f ⊕Ker f .

2. 2) =⇒ 3) Par définition.

3. 3) =⇒ 2) Par la formule du rang.

4. 2) =⇒ 4) Il est clair queIm f 2 ⊂ Im f . Soit y ∈ Im f alors il existex = x1 + x2 ∈ Im f ⊕Ker f tel quey = f (x).
Alors y = f (x1) ∈ Im f 2 carx1 ∈ Im f . DoncIm f ⊂ Im f 2 et on a bienIm f = Im f 2.

5. 4) =⇒ 5) Il est clair queKer f ⊂ Ker f 2. On utilise la formule du rang :n = dim Ker f +dimIm f = dim Ker f 2+
dimIm f 2. CommeIm f = Im f 2, il vient quedim Ker f = dim Ker f 2. Finalement,Ker f = Ker f 2.

6. 5) =⇒ 4) se prouve de la même façon.

7. 5) =⇒ 3) Soit x ∈ Im f ∩Ker f alors f (x) = 0 et il existex0 ∈ E tel quex = f (x0). Donc f 2 (x0) = 0 et x0 ∈
Ker f 2 = Ker f . Alors x = f (x0) = 0 et Im f ∩Ker f = {0}.

8. 3) =⇒ 1) C’est une conséquence directe de la formule de Grassmann.

On vérifie que la chaine d’implications est bien fermée.

Exercice 24.82 ♥♥
On noteE l’espace vectorielRn[X] des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal àn. On définit l’application

f :

{
E −→ E

P 7−→ Q

où Q est définie par :

∀x ∈R, Q(x) =
∫1

0
(x + t)nP(t) dt
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Montrez quef est un automorphisme deE.

Solution : On vérifie d’abord quef est bien définie. SiP ∈ E, en utilisant la formule du binôme, on obtient que∀x ∈ E,

Q(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)[∫1

0
t n−kP(t) dt

]
xk

ce qui montre quef (P) est une fonction polynomiale de degré inférieur àn.
Il est immédiat quef est linéaire. Montrons l’injectivité def en vérifiant queKer f = {0}. Soit P ∈ E tel que f (P) = 0.
D’après le calcul précédent,

∀k ∈ �0,n� ,

∫1

0
t k P(t) dt = 0

CommeP(t) =∑n
k=0

ak t k , on obtient alors que

∫1

0
P2(t) dt =

n∑

k=0

ak

∫1

0
t k P(t) dt = 0

Donc∀t ∈ [0,1], P(t) = 0, ce qui montre que le polynômeP a une infinité de racines et est donc nul.
Un endomorphisme injectif en dimension finie étant bijectif, f est un automorphisme deE.

Exercice 24.83 ♥♥♥
Suite de l’exercice 19.55 p. 742.
Soit un anneau(A,+,×). On dit qu’il est régulier lorsque

∀u ∈ A, ∃x ∈ A : u = uxu.

Montrer que siE est unK-ev de dimension finie, l’anneauL(E) est régulier.

Solution : On choisit une base deE : (e1, . . . ,en). Les u(ek ) appartiennent à l’image deu. On considère une base
( f1, . . . , fr ) de Im f que l’on complète avecfr+1, . . . , fn ) deE. On a fk = u(xk ) pour1 É k É r . On posex( fk ) = xk pour
1 É k É r et x( fk ) = 0 par exemple pourk > r . On a alorsu(x( fk ))= u(xk ) = fk pour1 É k É r . Donc pour toutv ∈ Im f ,
u(x(v)) = v . A fortiori pour v = u(ek ),1 É k É n et doncuxu = u.

24.7.9 Rang d’une application linéaire

Exercice 24.84
Déterminer une base du noyau et de l’image des applications linéaires suivantes :

1. f :

{
R3 −→ R3

(
x, y, z

)
7−→

(
y − z, z − x, x − y

)

2. f :

{
R4 −→ R3

(
x, y, z, t

)
7−→

(
2x + y + z, x + y + t , x + z − t

)

3. f :

{
C −→ C

z 7−→ z + i z̄
(C vu commeR-espace vec-

toriel)

Solution :

1. On calculeKer f . On sait que
(
x, y, z

)
∈ Ker f si et seulement si





y − z = 0

z − x = 0

x − y = 0

. On montre alors quex = y = z

et doncKer f = Vect((1,1,1)). Le vecteur(1,1,1) forme une base deKer f et dim Ker f = 1. D’après la formule
du rang,dimIm f = 2. Une base deIm f est donc formée de deux vecteurs deIm f non colinéaires. Il suffit de
prendre par exemplef (1,0,0) = (0,−1,1) et f (0,1,0) = (1,0,−1).

2. De même, on commence par déterminerKer f . Pour ce faire, on résout





2x + y + z = 0

x + y + t = 0

x + z − t = 0

. On trouvey =−2x − z

et t = x + z donc Ker f = Vect (u1,u2) avecu1 = (1,−2,0,1) et u2 = (0,−1,1,1) qui sont non colinéaires. Une
base deKer f est formée de ces deux vecteurs. D’après la formule du rang,dimIm f = 2 et il suffit de trouver
deux vecteurs deIm f non colinéaires pour avoir une base deIm f . On peut prendref (1,0,0,0) = (2,1,1) et
f (0,1,0,0) = (1,1,0).

3. On calcule le noyau def . On trouvez = a + i b ∈ Ker f ⇐⇒ z + i z̄ = 0 ⇐⇒ (a +b) (1+ i ) = 0 ⇐⇒ a + b = 0.
Donc Ker f = Vect (1− i ) et le vecteur1 − i forme une base deKer f . De même,Im f = {z + i z̄ | z ∈C} =
{(a +b) (1+ i ) | a,b ∈R} = Vect (1+ i ) et une base deIm f est1+ i .
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Exercice 24.85 ♥
Déterminer toutes les applications linéaires deR versR.

Solution : Soit f ∈ L(R). Alors pour toutx ∈ R, f (x) = x f (1). Posonsa = f (1). Alors f : x 7→ ax. Réciproquement, si
f est de cette forme alorsf ∈ L(R). On montre ainsi queL(R)= Vect(idR).

Exercice 24.86 ♥
Déterminer toutes les applications linéaires deR2 versR2.

Solution : Soit (e1,e2) la base canonique deR2 et soit u : R2 7→ R2 une application linéaire. Alors pour toutv =
xe1 + ye2 ∈ R2, on a :u (v) = xu (e1)+ yu (e2). Réciproquement, si on se donne deux vecteursv1, v2 ∈ R2 et si on

considère l’applicationu :

{
R2 −→ R2

(
x, y

)
7−→ xv1 + y v2

on montre facilement qu’elle est linéaire. On en déduit que

L
(
R2

)
=

{(
x, y

)
7→ xv1 + y v2 | v1, v2 ∈R2

}
.

Exercice 24.87 ♥
SoitE unK-espace vectoriel de dimension finien, F unK-espace vectoriel de dimension finiep etu ∈ L(E,F). Montrer
querg(u) É min(n, p).

Solution : CommeImu ⊂ F, rg(u) = dim Imu É dimF = p. De plus, par la formule du rang,rg(u) = n−dim Keru É n

d’où rg(u) É min(n, p).

Exercice 24.88 ♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finien, etu ∈ Ł(E). Montrer que

(Keru = Imu) ⇐⇒ (u2 = 0 et n = 2rg(u))

Solution : Soit u ∈ Ł(E) tel queKeru = Imu. Soit x ∈ E alorsu (x) ∈ Imu = Ker u doncu2(x) = 0 et u2 = 0. De plus
d’après la formule du rang,dimE = dim Keru+dimImu = 2dimImu = 2rg(u).
Réciproquement, siu2 = 0 et si n = 2rg(u) alorsKeru = Imu. En effet, commeu2 = 0, il est clair queImu ⊂ Keru.
La formule du rang amènedimE = dim Ker u+dimImu et commen = 2rg(u), dim Keru = dimImu. On en déduit le
résultat.

Exercice 24.89 ♥
On considère(n+1) réels distincts(x0, . . . , xn ) ∈Rn+1 et l’application

ϕ :

{
Rn[X] −→ Rn+1

P 7−→
(
P(x0), . . . ,P(xn )

)

1. Montrer queϕ est un isomorphisme.

2. En déduire que si(y0, . . . , yn ) ∈ Rn+1, il existe un unique polynômeP ∈ Rn[X] tel que∀i ∈ [0,n], P(xi ) = yi

(polynôme interpolateur de Lagrange).

3. Soient deux réels distincts(a,b) ∈ R2 et quatre réels(α,β,δ,γ) ∈ R4. Montrer qu’il existe un unique polynôme
P ∈R3[X] vérifiant

P(a) =α, P′(a) = β, P(b) = δ, P′(b) = γ

Solution :

1. On montre facilement queϕ est linéaire. SiP ∈Kerϕ alorsP(x0) = ·· · = P(xn ) = 0. DoncP est de degré au plusn et
admetn+1 racines. Ceci n’est possible que siP = 0. Doncϕ est injective. CommedimRn+1 = dimRn [X]= n+1,
on en déduit, grâce à la formule du rang quedimImϕ= n+1 et doncϕ est surjective. On prouve ainsi queϕ est
un isomorphisme.

2. Le résultat annoncé dans cette question découle directement de la définition d’une bijection.

3. On procède de même qu’avant. On considère l’applicationθ :

{
R3 [X] −→ R4

P 7−→
(
P(a),P′(a),P(b),P′(b)

) . On mon-

tre facilement qu’elle est linéaire. SoitP ∈ Kerθ. Alors a et b sont des racines doubles deP. Mais a et b sont
distincts etP de degré au plus3. Ceci n’est possible que siP = 0. DoncKerθ = {0} et θ = 0. On montre comme
avant, en utilisant la formule du rang, queθ est surjective. Doncθ est un isomorphisme. En conséquence de quoi
il existe un unique polynômeP ∈R3[X] vérifiantP(a)= α, P′(a) = β, P(b) = δ, P′(b) = γ.
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Exercice 24.90 ♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finien et u, v ∈ L(E). Montrer que

u2 ◦ v −u ◦ v ◦u+ id = 0 =⇒ u ∈GL(E)

Solution : On a u ◦ (v ◦u−u ◦ v) = id doncu admet un inverse à droite donné parv ◦u −u ◦ v . CommeE est de
dimension finie, on en déduit queu est inversible.

Exercice 24.91 ♥
Soit E =Rn[X] et Q ∈E. Montrer qu’il existe un unique polynômeP ∈ E vérifiantP′+P = Q.

Solution : Soitθ :

{
Rn[X] −→ Rn[X]

P 7−→ P′+P
. On vérifie facilement queϕ ∈ L(Rn[X]). De plusϕ est injective. En effet,

si P ∈ Kerϕ alors P +P′ = 0 et degP = degP′. Ceci n’est possible que siP = 0 et montre queKerϕ = {0}. Comme
dimRn[X] = n+1, on peut affirmer queϕ est un automorphisme. On sait en effet d’après le cours qu’unendomorphisme
injectif dans un espace de dimension finie est bijectif. SiQ ∈Rn[X], il existe alors un unique polynômeP ∈Rn[X] tel que
ϕ (P) = Q, c’est-à-dire tel queP+P′ = Q.

Exercice 24.92 ♥♥
SoientE unK-espace vectoriel etf , g ∈L (E). Montrer que :

1. rg
(

f + g
)
É rg f + rg g

2.
∣∣rg f − rg g

∣∣É rg
(

f − g
)
.

Solution :

1. On a
rg

(
f + g

)
= dimIm

(
f + g

)
É dimIm f +dimIm g

carIm
(

f + g
)
⊂ Im f + Im g .

2. Par ailleurs
rg f = rg

(
f − g + g

)
É rg

(
f − g

)
+ rg g

d’où rg f −rg g É rg
(

f − g
)
. On montre de même querg g −rg f É rg

(
g − f

)
. Commerg

(
f − g

)
= rg

(
g − f

)
, on en

déduit l’inégalité.

Exercice 24.93 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel réel de dimensionn. Soit f un endomorphisme nilpotent deE, c’est-à-dire qu’il existe
p ∈N∗ tel quef p = 0.

1. f peut-il être bijectif ?

2. Prouver queKer f 6= {0} et querg f É n−1.

3. Soitq le plus petit entier non nul tel quef q = 0

(a) Montrer que :∀k Ê q, f k = 0.

(b) Justifier l’existence dex0 ∈ E tel quef q−1 (x0) 6= 0.

(c) Montrer que :
(
x0, f (x0) , . . . , f q−1 (x0)

)
est libre.

(d) En déduire queq É n puis quef n = 0.

4. On suppose dans cette question queq = n. Trouver tous les endomorphismesg ∈ L(E) qui commutent avecf .
Indication 24.15 : On montrera queg ◦ f = f ◦ g si et seulement si il existe(a0, . . . an−1) ∈ Kn tels queg =
a0 id+a1 f + . . .+an−1 f n−1.

Solution :

1. Si f était bijective alors il en serait de même def p car ce serait une composée de fonctions bijectives. Orf p = 0

qui n’est pas bijective doncf n’est pas bijective.

2. On a vu dans le cours que pour un endomorphisme d’unK−espace vectoriel de dimension finie, on a équivalence
entre le fait que cet endomorphisme est bijectif, surjectifou injectif. Commef n’est pas bijective, elle n’est à la
fois ni injective et ni surjective. Il vient alors :Ker f 6= {0} et rg f É n−1.

3. (a) La composée de l’application nulle par une application quelconque est une application nulle !

(b) Commeq est le plus petit entier non nul tel quef q = 0, f q−1 n’est pas identiquement nul surE : il existe
doncx0 ∈ E tel quef q−1 (x0) 6= 0.
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(c) Soitα0, . . . ,αq−1 ∈R tels que

α0x0 +α1 f (x0)+ . . .+αq−1 f q−1 (x0) = 0 (⋆) .

Alors, par linéarité :f q−1
(
α0x0 +α1 f (x0)+ . . .+αq−1 f q−1 (x0)

)
= 0 et : α0 f q−1 (x0) + α1 f q (x0) + . . . +

αq−1 f 2q−2 (x0) = 0 mais comme :∀k Ê q, f k = 0., il vient α0x0 = 0 et donc :α0 = 0. L’égalité (⋆)

devient alors :α1 f (x0)+ . . .+αq−1 f q−1 (x0) = 0. En appliquantf q−2 à cette égalité, on montre de la même
façon queα1 = 0. On répète encoren−2 fois ce procédé et on montre aussi que :α2 = . . . =αq = 0. La famille(
x0, f (x0) , . . . , f q−1 (x0)

)
est bien libre.

(d) Une famille libre deE est de cardinal au maximum la dimension deE. Doncq É n. D’après la question3(a),
il est alors clair quef n = 0.

4. On suppose queg est un endomorphisme deE qui commute avecf . Comme
(
x0, f (x0) , . . . , f n−1 (x0)

)
est une

base deE, il existeα0, . . . ,αn−1 ∈K tels queg (x0) =
∑n−1

k=0
αk f k (x0) . On calcule alors l’image parg des vecteurs

de la base
(
x0, f (x0) , . . . , f n−1 (x0)

)
:

g
(

f i (x0)
)
= f i

(
g (x0)

)
= f i

(
n−1∑

k=0

αk f k (x0)

)
=

n−1∑

k=0

αk f i+k (x0) =
(

n−1∑

k=0

αk f k

)(
f i (x0)

)

et on peut alors affirmer queg =∑n−1
k=0

αk f k . Réciproquement, sig est de cette forme, on vérifie facilement qu’elle
commute avecf .

Exercice 24.94 ♥
Soit E un espace vectoriel de dimension finie non nulle. Démontrer l’équivalence des deux propriétés suivantes :

1. Il existef ∈L (E) tel queIm f = Ker f .

2. La dimension deE est paire.

Solution :
⇒ Soit f ∈ L (E) tel queIm f = Ker f . D’après la formule du rang :dimE = dimKer f +dim Im f = 2dimKer f et

dimE est bien pair.
⇒ Réciproquement, sidimE = 2n où n ∈N∗ alors considérons une base

(
e1, . . . ,en ,e ′1, . . . ,e ′n

)
deE ainsi que l’endo-

morphismef ∈L (E) donné par :∀i ∈ �1,n� f (ei ) = e ′
i

et f
(
e ′

i

)
= 0. On vérifie facilement quef est linéaire, que

Ker f = Vect
(
e ′1, . . . ,e ′n

)
et queIm f = Vect

(
e ′1, . . . ,e ′n

)
.

24.7.10 Formes linéaires en dimension finie

Exercice 24.95 ♥♥
SoientE unK-espace vectoriel de dimensionn ∈N∗ etϕ une forme linéaire non nulle surE. Montrer que pour tout
x ∈ E \ Kerϕ, Kerϕ et Vect(x) sont supplémentaires dansE.

Solution : PosonsF = Kerϕ+Vect(x). Commedim Kerϕ= n −1, on a la disjonction :dimF = n −1 ou dimF =
n. Si dimF = n − 1 alors F = Kerϕ et forcémentx = 0 ce qui n’est pas possible par hypothèse. DoncdimF = n et
Kerϕ+Vect(x) = E. Si u ∈ Kerϕ∩Vect(x) alors il existeα ∈K tel queu =α·x et0 =ϕ (u) =αϕ (x). Commex ∈E\Kerϕ,
ϕ (x) 6= 0 etα= 0 ce qui prouve queu = 0 et donc queKerϕ∩Vect(x) = {0}. Kerϕ et Vect(x) sont bien supplémentaires
dansE.

Exercice 24.96 ♥♥
Soient f et g des formes linéaires sur unK-espace vectorielE de dimension finie telles queKer f = Ker g . Montrer
qu’il existeα ∈K tel quef = α · g .

Solution :
Si f ≡ 0, le résultat est clair. Sinon, il existex ∈ E tel quef (x) 6= 0. Par conséquentVect (x) etKer f sont supplémentaires.
Puisqueg (x) 6= 0, on peut trouverα ∈K tel quef (x) =αg (x). On poseh = f −αg . L’applicationh est nulle surKer f et
h (x) = 0 donch ≡ 0 d’où le résultat.

Exercice 24.97 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimensionn et u ∈ L(E) un endomorphisme. On suppose que∀ϕ ∈ E⋆, ϕ ◦u = 0E⋆ .
Montrer queu = 0L(E).
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Solution : Supposons queu ne soit pas nulle. Soitx0 ∈ E tel quey0 = u (x0) 6= 0. PosonsF = Vect
(

y0

)
et considérons

un supplémentaireG à F dansE. Ce dernier existe carE est de dimension finie. On sait que toutx ∈ E se décompose
de manière unique sous la formex = αy0 + xG où xG ∈ G et α ∈ K. On introduit l’applicationϕ sur E définie par
ϕ (x) = α. On vérifie queϕ est linéaire. Six = αy0 + xG et si x′ = α′y0 + x′

G
sont deux vecteurs deE alors par unicité

de la décomposition d’un vecteur surE = F ⊕ G, pour a, a′ ∈ K, le vecteurax + a′x′ se décompose sous la forme
ax + a′x′ =

(
aα+a′α′) y0 +

(
axG +a′x′

G

)
et ϕ

(
ax +a′x′) = aα+ a′α′ = aϕ (x)+ a′ϕ

(
x′). De plus,ϕ

(
y0

)
= 1 doncϕ

n’est pas nulle etϕ (u (x0)) non plus. On aboutit alors à une contradiction etu est nulle.

Exercice 24.98 ♥♥♥
SoientE unK-espace vectoriel de dimension finien et soientf1, . . . , fn ∈L (E,K) n formes linéaires surE. Montrer que

la famille f =
(

f1, . . . , fn

)
est une base deL (E,K) si et seulement si l’applicationθ :

{
E −→ Kn

x 7−→
(

f1 (x) , . . . , fn (x)
)

est un isomorphisme.

Solution :
⇒ Supposons quef est libre. Soitx ∈ Kerθ. Alors f1 (x) = . . . = fn (x) = 0. Par l’absurde, supposons quex 6= 0.

Considérons un supplémentaireH àVect(x) dansE et considérons la forme linéaireϕ donnée parϕ|H = 0 etϕ (x) = 1.
Commef est une base deL (E,K), il existeα1, . . . ,αn ∈K tels queϕ=∑n

i=1
αi fi . Mais alorsϕ (x) =

∑n
i=1

αi fi (x) et
on aboutit à une absurdité. Doncx = 0 et Kerθ= {0}. Doncθ est injective. CommedimL (E,K) = dimKn = n, θ est
un isomorphisme.

⇐ Prouvons la réciproque par contraposée. Supposons quef est liée et montrons queθ n’est pas injective. Un des
vecteurs def peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres. Supposons, quitte à renuméroter les vecteurs de
f , que ce soit le dernier. Alors il existeλ1, . . . ,λn−1 ∈R tel quefn =∑n−1

k=1
λi fi . Si x ∈E alors

θ (x) =
(

f1 (x) , . . . , fn−1 (x) ,
n−1∑

k=1

λi fi (x)

)
∈Vect (ε1, . . . ,εn−1)

où

∀i ∈ �1,n−1� , εi =


0, . . . ,0, 1︸︷︷︸

i-ème place

,0, . . . ,λi


 .

On montre sans difficulté que la famille(ε1, . . . ,εn−1) est libre doncdimVect (ε1, . . . ,εn−1) = n−1. Alors dimImθÉ
n−1 etθ n’est pas surjective donc n’est pas un isomorphisme.

24.7.11 Récurrences linéaires

Exercice 24.99

Programmer la suite définie paru0 = 1, u1 =
1−

p
5

2
et∀n ∈N,un+2 = un+1 +un .

1. Que valentu20, u50, u100 ?

2. Trouvez-vous les mêmes résultats que votre voisin ?

3. Démontrer que∀n ∈N,un = un
1 .

4. Les résultats sont ils en accord avec ceux des questions précédentes ? Pourquoi ?

Solution :

1. On trouve par exemple comme valeurs approchéesu20 =−10−7, u50 =−4×10−7 et u100 =−11892.

2. Pour des raisons qui apparaitront plus tard, il n’y a pas deraison de trouver la même chose pouru100, sauf à
travailler avec le même logiciel sur le même type de matériel.

3. Les deux suites(un ) et (un
1 ) vérifient la même relation de récurrence d’ordre2 et coïncident sur les deux premiers

termes. Elles sont donc égales.

4. On au100 = 10−27 environ, à comparer avec−11892 trouvé précédemment. Nous sommes ici en présence d’un
cas où les accumulations d’erreurs d’arrondis provoquent àcoup sûr ce phénomène.
Les suites solutions deun+2 = un+1 +un sont de la formear n

1 +br n
2 , oùa et b sont déterminés par les conditions

initialesu0 etu1. Une petite erreur suru0 etu1 entraîne une petite erreur sura etb. Mais cette erreur surb fait que
b se retrouve non nul, ici en l’occurrence strictement négatif, au lieu d’être nul, et de ce fait, la suite programmée
tend vers−∞. De fait dès que l’on trouve deux termes consécutifs de la suite qui sont de même signe, la suite va
tendre vers−∞ (ou+∞)
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24.7.12 L’espace vectoriel des polynômes

Exercice 24.100 ♥
Soient

P1 = 2X2 −X−1, P2 = X2 +2X, P3 = X2 −1

Montrer que la familleP = (P1,P2,P3) est une base deR2 [X].

Solution : Soientα1,α2,α3 ∈ R tels queα1P1 +α2P2 +α3P3 = 0 alors avecX = 1, on obtient que2α2 = 0, c’est-à-dire
α2 = 0. On a doncα1P1 +α3P3 = 0. Mais ces deux polynômes ne sont pas proportionnels doncα1 = α3 = 0. La famille
P est donc libre. CommeCard(P) = 3 = dimR2 [X], c’est une base deR2 [X].

Exercice 24.101 ♥♥

1. Pour toutk ∈ �0,n�, on posePk = (X+1)k+1 −Xk+1. Montrer que la familleP = (P0, . . . ,Pn) est une base de
Rn [X].

2. En étudiant la preuve de la question précédente, déterminer une condition suffisante pour qu’une famille(Q0, . . . ,Qn )

de polynômes deRn [X] forme une base deRn [X].

3. En utilisant ce critère, montrer que la familleR = (R0, . . . ,Rn ) où, pour toutk ∈ �0,n�, Rk = (X−a)k + (X+a)k ,
a ∈R forme une base deRn [X].

Solution :

1. En utilisant la formule du binôme, on calcule facilement que, pour toutk ∈ �0,n�, Pk = ∑k
i=0

(k+1
i

)
Xi . On a en

particulierdegPk = k et on reconnaît une famille deRn [X] étagée en degré. Donc elle est libre et comme son
cardinal est égal à la dimension deRn [X], elle forme une base deRn [X].

2. L’argument clé dans la démonstration précédente est que :∀k ∈ �0,n� , degPk = k. Une famille den + 1

polynômes deRn [X] vérifiant cette propriété forme toujours une base deRn [X].

3. Il est clair que pour toutk ∈ �0,n�, degRk = k. La familleR forme donc une base deRn [X].

Exercice 24.102 ♥♥
Pour toutk ∈ �0,n� et a ∈ C∗, on posePk = Xk (a −X)n−k . Montrer que la familleP = (P0, . . . ,Pn) est une base de
Cn [X].

Solution :

1. Soientα, . . . ,αn ∈C tels que
∑n

k=0
αk Xk (a −X)n−k = 0.

Ï En remplaçantX par0 dans cette égalité, on trouve :α0 = 0 et celle-ci devient :
∑n

i=k
αk Xk (a −X)n−k = 0.

Ï Le terme de gauche de cette dernière égalité est un polynôme divisible parX.
On a alors :

∑n
k=1

αk Xk−1 (a −X)n−k = 0. On recommence comme en1., on montre queα1 = 0.
Ï On répèten−2 fois ces opérations et on montre queα2 = . . . =αn = 0.
On a ainsi montré queP est libre. Comme cette famille est de cardinal égal à la dimension deCn [X], on en déduit
que c’est une base deCn [X].

2. À partir dePk (X) = Xk−1 (a −X)n−k , on définitP̃k (X) = XnPk ( 1
X

) = (aX−1)n−k . Les (P̃k (X))0ÉkÉn forment une
famille échelonnée en degrés, donc une base deCn [X].

3. C’est du cours : Proposition??p. ??.

Exercice 24.103 ♥♥
On poseP0 = 1 et pour toutk ∈ �1,n�, on pose

Pk = X (X−1) . . . (X−k +1)

k!
.

1. Montrer queP = (P0, . . . ,Pn) est une base deRn [X].

2. Montrer que :∀l ∈Z, ∀k ∈ ]0,n[ , Pk (l) ∈Z.

3. Déterminer l’ensemble des polynômesP deRn [X] vérifiant :∀i ∈Z, P (i )∈Z.

Solution :

1. Pour toutk ∈ �0,n�, degPk = k. On reconnaît une famille étagée en degré, on en déduit queP est une base de
Rn [X].
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2. Si k = 1, le résultat est évident. Supposonsk > 1. Si l Ê k alors : Pk (l) =
l (l −1) . . . (l −k +1)

k!
=

(
l

k

)
. Si l ∈

�0,k −1� on aPk (l) = 0 et enfin sil < 0, on a :

Pk (l) = −|l | (−|l |−1) . . . (−|l |−k +1)

k!

= (−1)k |l | (|l |+1) . . . (|l |+k −1)

k!

= (−1)k

(
|l | +k −1

k

)

Dans chacun des trois cas,Pk (l) ∈Z.

3. Soit P ∈ Rn [X] vérifiant : ∀i ∈ Z, P (i ) ∈ Z. Dans la baseP, P s’écrit : P = ∑n
k=0

ak Pk avecak ∈ R. Mais,
P (0) = a0 donca0 ∈Z. De mêmeP (1) = a0 + a1 donca1 ∈Z. Supposons quea0, a1, . . . , ak ∈Z pourk ∈ �1,n−1�
et montrons qu’il en est de même deak+1. On a :

P (k +1) = P0 (k +1)+a1P1 (k +1)+ . . .+ak Pk (k +1)+ak+1Pk+1 (k +1)

= P0 (k +1)+a1P1 (k +1)+ . . .+ak Pk (k +1)︸ ︷︷ ︸
∈Z

+ak+1

et commeP (k +1) ∈ Z, il en est de même deak+1. On montre ainsi que tous les coefficients deP sont entiers.
Réciproquement, un polynôme dont les coordonnées dans la baseP sont entières est à valeurs entières sur les
entiers. En résumé, l’ensemble recherché estZn [X] .

Exercice 24.104 ♥♥
Considérons leC−espace vectorielE =C5 [X] et A =X2 +1.

1. Montrer que
F = {P ∈C5 [X] | A | P}

est un sous-espace vectoriel deC5 [X]

2. Déterminer une base et la dimension deF.

3. Déterminer un supplémentaire deF dansE.

Solution :

1. On vérifie facilement que :F =
{(

aX3 +bX2 +cX+d
) (

X2 +1
)
| (a,b,c,d) ∈C4

}
= Vect (P1,P2,P3,P4) avecP1 =

X3
(
X2 +1

)
, P2 = X2

(
X2 +1

)
, P1 = X

(
X2 +1

)
et P1 =

(
X2 +1

)
. F est donc un sous-espace vectoriel deE.

2. La familleP = (P1,P2,P3,P4) est génératrice deF. De plus si(a,b,c,d) ∈C4 est tel queaP1+bP2+cP3+dP4 = 0

alorsaX3 +bX2 + cX+d = 0 et a = b = c = d = 0. Cette famille est donc libre et elle forme une base deF. On en
déduit quedimF = 4.

3. PosonsG = Vect (1,X). Il est clair queF∩G = {0} et par application de la formule de Grassmann,dim(F+G) =
6= dimE. On en déduit queF+G = E et donc queF et G sont supplémentaires dansE.

Exercice 24.105 ♥
Soit P un polynôme deR[X], de degré inférieur ou égal àn.
Démontrer que

n∑

k=0

P(k)(0)

(k +1)!
xk+1 =

n∑

k=0

(−1)k P(k)(x)

(k +1)!
xk+1.

Solution : Il suffit de le vérifier pour une famille génératrice deRn[X] : Xm . En posantδi , j = 1 si i = j etδi , j = 0 sinon,
le membre de gauche égale

n∑

k=0

P(k)(0)

(k +1)!
xk+1 =

n∑

k=0

δk ,m

(k +1)!
xk+1

= xm+1

m +1

=
∫x

0
P(t)dt
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D’autre part le membre de droite égale

n∑

k=0

(−1)k P(k)(x)

(k +1)!
xk+1 =

n∑

k=0

(−1)k m(m −1) . . . (m −k +1)xn−k

(k +1)!
xk+1

= xm+1
n∑

k=0

(−1)k m!

(m −k)!(k +1)!

= xm+1
m∑

k=0

(−1)k m!

(m −k)!(k +1)!

= xm+1

m +1

m∑

k=0

(−1)k (m +1)!

(m −k)!(k +1)!

= xm+1

m +1

m∑

k=0

(−1)k

(
m +1

k +1

)

=
xm+1

m +1

m+1∑

k=1

(−1)k−1

(
m +1

k

)

=
xm+1

m +1




1−
m+1∑

k=0

(−1)k

(
m +1

k

)

︸ ︷︷ ︸
=0




=
xm+1

m +1

On a bien l’égalité demandée. De plus on a

∀P ∈R[X],
∞∑

k=0

P(k)(0)

(k +1)!
xk+1 =

∞∑

k=0

(−1)k P(k)(x)

(k +1)!
xk+1 =

∫x

0
P(t)dt .

Exercice 24.106
Soit n ∈N∗, E =Rn[X], Em(X) =

(n
m

)
Xm (1−X)n−m .

Exprimer la base(1,X, . . . ,Xn ) dans la base(E0,E1, . . . ,En).

Solution : On considèreϕ :

{
E −→ E

Xm 7−→ E∗
m

avecE∗
m = Xm(1− X)n−m = (1− X)n

(
X

1−X

)m

. Doncϕ(P) = (1−

X)nP

(
X

1−X

)
= Q(X).

En posantY = X

1−X
, on aX = Y

1+Y
et donc1−X = 1

1+Y
.

CommeP

(
X

1−X

)
= 1

(1−X)n
Q(X) on aP(Y) = (1+Y)n Q

(
Y

1+Y

)
.

Les
(
E∗

m

)
0ÉmÉn forment une famille deE échelonnée en valuations. C’est donc une base deE. ϕ est une bijection, de

bijection réciproqueψQ 7−→ (1+X)nQ

(
X

1+X

)
.

On peut le vérifier directement :ψ
(
E∗

m

)
= (1+X)n

(
X

1+X

)m (
1− X

1+X

)n−m

= Xm(1+X)n−m

(
1

1+X

)n−m

= Xm .

Maintenantψ(Xk ) = (1+X)n Xk

(1+X)k
= Xk (1+X)n−k = Xk

n−k∑
m=0

(
n−k

m

)
Xm =

n∑

p=k

(
n−k

p −k

)
Xp =

n∑

p=k

(
n−k

p −k

)
ψ

(
E∗

p

)
.

Donc puisqueψ est bijective,Xk =
n∑

p=k

(
n−k

p −k

)
E∗

p =
n∑

p=k

(n−k
p−k

)
(n

p

) Ep =
n∑

p=k

(p
k

)
(n

k

)Ep .

On peut le vérifier directement :
n∑

p=k

(n−k
p−k

)
(n

p

) Ep =
n∑

p=k

(
n−k

p −k

)
Xp (1−X)n−p =

n−k∑
m=0

(
n−k

m

)
Xm+k (1−X)n−m−k = Xk

n−k∑
m=0

(
n−k

m

)
Xm(1−X)n−k−m = Xk .

24.7.13 Endomorphismes opérant sur les polynômes
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Exercice 24.107 ♥♥
Soit l’application

ϕ :

{
R [X] −→ R [X]

P 7−→ P−XP′

Montrer queϕ est un endomorphisme. Déterminer son noyau et son image.

Solution : On montre facilement queϕ est linéaire. Soit un polynômeP ∈ Kerϕ. Si P 6= 0, on peut écrireP = anXn +
an−1Xn−1 + ·· · + a0 avecan 6= 0. Alors P = XP′ d’où anXn + ·· · = nanXn + . . . . En identifiant les termes de plus haut
degré, on trouve quean(1−n) = 0. Donc, puisquean 6= 0, n = 1. Mais sin = 1, P = aX+b et alorsP = XP′ =⇒ b = 0.
DoncP = aX. Réciproquement, siP = aX, (a ∈R), on a bienP = XP′. En conclusion,Kerϕ= Vect(X) .

DéterminonsImϕ. Soit Q = ∑n
k=0

bk Xk ∈ Imϕ. Alors il existeP ∈ R[X] tel queP −XP′ = Q. En examinant les degrés,
il faut quedegP = n. PosonsP = ∑n

k=0
ak Xk . On doit donc avoir∀k ∈ [0,n], (1−k)ak = bk . Une condition nécessaire

pour queQ ∈ Imϕ est donc queb1 = 0. Réciproquement, sib1 = 0, en posantak = bk

1−k
pourk 6= 1 et a1 = 0, on a bien

ϕ(P) = Q. En conclusion,Imϕ= {bnXn +·· ·+b0;b1 = 0} .

Exercice 24.108 ♥♥
Soit A =X3 +X2 +X+1 et E =Rn [X]. Considérons l’application

r :

{
E −→ E

P 7−→ r (P)

où r (P) désigne le reste de la division euclidienne deP parA.

1. Montrer quer est bien définie et quer ∈L (E)..

2. Prouver quer 2 = r . Qu’en déduisez vous ?

3. Déterminer l’image et le noyau der .

Solution :

1. SoitP ∈ E. Par application du théorème de la division euclidienne, ilexiste un unique couple(Q,R) ∈ (R [X])2 tel
queP = AQ+R et degR < 3. On a doncr (P) = R et r est bien définie. Si on considère un autre polynômeP̃ ∈ E, il
existe un couple

(
Q̃, R̃

)
∈ (R [X])2 tel queP̃ = AQ̃+ R̃ et degR̃< 3. De plus, pour toutα, α̃ ∈R :

αP+ α̃P̃ = A
(
αQ+ α̃Q̃

)
+

(
αR+ α̃R̃

)

etdeg
(
αR+ α̃R̃

)
< 3. Par unicité du couple quotient-reste dans la division euclidienne de deux polynômes, on peut

affirmer que le reste de la division euclidienne deαP+ α̃P̃ par A estαR+ α̃R̃. On prouve ainsi quer
(
αP+ α̃P̃

)
=

αr (P)+ α̃r
(
P̃
)

et doncr ∈L (E).

2. Avec les notations de la question précédente,r (P) = R avecdegR < 3. DoncR = 0A+R et par unicité du couple
quotient-reste dans la division euclidienne,r (R) = R. On prouve ainsi quer 2 = r . r est donc un projecteur.

3. Il est clair que le noyau der est l’ensemble des polynômes deRn [X] qui sont divisibles parA. Il est aussi clair
queImr ⊂R2 [X]. Mais siP ∈R2 [X] alorsr (P) = P donc on a aussi :R2 [X] ⊂ Imr et doncImr =R2 [X].

Exercice 24.109 ♥♥♥

1. Soientn ∈N∗ et

∆ :

{
Cn+1 [X] −→ Cn [X]

P 7−→ P (X+1)−P (X)

(a) Montrer que∆ est bien définie puis que c’est une application linéaire.

(b) Déterminer le noyau de∆.

(c) En déduire que∆ est surjective.

2. On considère maintenantE =C [X] et

∆ :

{
E −→ E

P 7−→ P (X+1)−P (X)

(a) Montrer que∆ est un endomorphisme deE.

(b) DéterminerIm∆.
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(c) SoientP ∈C [X] et n ∈N. Montrer que :

∆n (P) = (−1)n
n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)
P (X+k)

(d) En déduire que sidegP < n alors on a :
∑n

k=0
(−1)k

(n
k

)
P (k) = 0.

Solution :

1. (a) SoitP = an+1Xn+1 + . . .+a0 ∈Cn+1 [X]. Montrons que∆(P) ∈Cn [X]. On a :

∆(P) =
(
an+1 (X+1)n+1 +an (X+1)n + . . .+a1 (X+1)+a0

)
−

(
an+1Xn+1 +anXn + . . .+a1X+a0

)

=


an+1Xn+1 + . . .︸︷︷︸

termes de degréÉ n


−


an+1Xn+1 + . . .︸︷︷︸

termes de degréÉ n




doncdeg∆(P) É n et∆(P) ∈Cn [X]. Par ailleurs, siP,Q ∈Cn+1 [X] et siα,β ∈C alors :

∆
(
αP+βQ

)
=

(
αP+βQ

)
(X+1)−

(
αP+βQ

)
(X)

= α(P (X+1)−P (X))+β (Q (X+1)−Q (X))

= α∆(P)+β∆(Q)

donc∆ est linéaire.

(b) Soit m Ê 1 et soitP = amXm + . . .+ a0 un polynôme de degrém ∈ Cn+1 [X] avecm É n +1. On a donc :
am 6= 0. Supposons queP ∈Ker∆. Alors P vérifie P (X+1) = P (X) ce qui amène :

am (X+1)m + . . .+a0 = amXm + . . .+a0.

Le coefficient du terme de degrém − 1 de P (X+1) est mam + am−1 et celui deP est am−1. Les deux
polynômes étant égaux, il en est de même de leurs coefficients, ce qui amènem = 0 car am 6= 0. On en
déduit queP est un polynôme constant. Réciproquement, on vérifie que tout polynôme constant est élément
du noyau de∆ et donc Ker∆=R0 [X] .

(c) D’après la formule du rang,dim Im∆= n+1 et commedimCn [X]= n+1, il vient Im∆=Cn [X]. ∆ est donc
surjective.

2. (a) On montre de la même façon que précédemment que∆ est un endomorphisme.

(b) Montrons que∆ est surjective. SoitP ∈C [X] et n = degP. Par application de la partie précédente,∆|Cn+1[X] :

Cn+1 [X] →Cn [X] est surjective. CommeP ∈Cn [X] il existeQ ∈Cn+1 [X] tel que∆(Q) = P. On en déduit que
∆ est surjective et queIm∆=C [X] .

(c) Introduisons l’applicationδ :

{
E −→ E

P 7−→ P (X+1)
. On vérifie facilement queδ est un endomorphisme de

E et que∆ = δ− id. De plus, pour toutk ∈ N∗, δk (P (X)) = P (X+k). Comme les endomorphismesδ et id

commutent, la formule du binôme donne, pour toutn ∈N∗ :

∆n = (δ− id)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)n−k δk = (−1)n

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k δk

donc pour toutP ∈E :

∆n (P) = (−1)n
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k P (X+k) .

3. Remarquons que pour tout polynôme non constant deC [X], deg∆(P) = deg∆(P)−1. On en déduit que sidegP < n

alors∆n (P) = 0 et en utilisant la relation établie dans la question précédente, on obtient :
n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)
P (k) = 0

Exercice 24.110 ♥
Déterminer dansR[X] les polynômesP satisfaisant à n(n−1)P− (X2 −1)P" = 0. (n Ê 2).

1. Montrer queP est nécessairement nul ou de degrén.

2. Démontrer que l’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension1.
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3. Démontrer queP est un polynôme de même parité quen. En déduire la nullité de certains coefficients deP.

4. Établir une relation de récurrence entre les coefficientsdeP, déterminerP et montrer que :

1+
∑

2É2qÉn

(−1)q

( n
2q

)(n−1
q

)

(2n−2
2q

) = 0.

Solution :

1. Supposons queP est une solution non nulle et soitλXk son terme dominant. Comme les termes dominants de
n(n−1)P et de(X2−1)P" sont égaux, on en déduit queλn(n−1) =λk(k−1) d’où n2−n = k2−k soit (n−k)(n+
k −1) = 0 d’où n = k ce qu’il fallait vérifier.

2. L’ensemble des solutions est le noyau de l’endomorphismeϕ deRn[X] défini par :
ϕ(P)= n(n−1)P−(X2−1)P". D’après la question précédente, pour0 É k É n−1, deg(ϕ(Xk ))= k. Donc la famille
(ϕ(Xk))0ÉkÉn−1 est une famille échelonnée en degrés. Elle engendre donc un un espace vectoriel de dimension
n−1. Donc la dimension de l’image deϕ est supérieure ou égale àn−1. De plus sidegP = n, alorsdeg(ϕ(P))É
n−1. DoncIm(ϕ)=Rn−1[X] et la dimension du noyau deϕ est donc égale à1.

3. Il est clair que siP est solution non nulle, alorsQ = P(−X) est aussi solution, de même degrén. Q− (−1)nP

appartient donc aussi àKerϕ. Comme son degré est< n, c’est le polynôme nul. Ce qu’il fallait vérifier.

On en déduit qu’en posantP =
n∑

k=0

ak Xk on aan−(2q+1) = 0.

4. En posantP =
n∑

k=0

ak Xk on aP′′ =
n∑

k=0

k(k −1)ak Xk−2 =
n−2∑

k=0

(k +2)(k +1)ak+2Xk et XP′′ =
n∑

k=0

k(k −1)ak Xk . Pour

k = 0, . . . ,n−2, le coefficient de degrék du polynômen(n−1)P− (X2 −1)P" est nul,

doncn(n−1)ak−k(k−1)ak+(k+2)(k+1)ak+2 = 0, doncak = (k +2)(k +1)

k(k −1)−n(n−1)
ak+2 =− (k +2)(k +1)

(n−k)(n−k +1)
ak+2.

En posantk = n−2q, an−2q =− (n−2q +2)(n−2q +1)

(2q)(2n−2q −1)
an−2(q−1),

d’où

an−2q = (−1)q (n−2q +2)(n−2q +1)

(2q)(2n−2q −1)︸ ︷︷ ︸
q

× (n−2q +4)(n−2q +3)

(2q −2)(2n−2q +1)︸ ︷︷ ︸
q−1

× . . .× n(n−1)

2(2n−3)︸ ︷︷ ︸
q=1

an .

Et donc

an−2q = (−1)q an
n!

(n−2q)!×2× . . .×2q × (2n−2q −1)× . . .× (2n−3)
.

Soit an−2q = (−1)q an
n!

(n−2q)!2q q !× (2n−2q −1)× . . .× (2n−3)
. On écrit au numérateur lesq facteurs pairs

qui manquent pour avoir le produit de2n−2q −1 à 2n−2 au dénominateur :

an−2q = (−1)q an

(
n

2q

)
(2q)!× (2n−2q)× (2n−2q +2) . . .× (2n−4)× (2n−2)

2q q !× (2n−2q −1)× (2n−2q)× . . .× (2n−3)× (2n−2)
.

Comme(2n−2q −1)× (2n−2q)× . . .× (2n−3)× (2n−2) = (2n−2)!

(2n−2q −2)!
,

an−2q = (−1)q an

(
n

2q

)
(2q)!2q (n−q)(n−q +1)× . . .× (n−1)(2n−2q −2)!

2q q !(2n−2)!

= (−1)q an

(
n

2q

)
(n−1)!

q !(n−q −1)!

(2q)!(2n−2q −2)!

(2n−2)!
= (−1)q an

( n
2q

)(n−1
q

)

(2n−2
2q

) .

La dernière égalité traduit le fait queP(1) = 0 pour une solutionP non nulle.
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