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I Dérivabilité dune fonction numérigue

Dans tout co chapitre, on considére des applications qui sont définies sur un intervalle [ de IR
non réduit & un point, ot qui sont i valeurs dans T

1.1 Deérivabilité en un point

Définition (Nombre dériveé en un point)

On dit que [ ost dérivable en un point a de T s1 lim existe dans O
r—a

flz)—fia)
i df

Cette limite ost appolée nombre dirivd de fen a 4;, ost nu:raﬁc fie), on D(fMa), ou I—[&].
dr

Interprétation sfométrique

Sotent A = (a, f(e)) et Mz, f{r)) sur la courbe représentative I' de f.

flz) — flaj
r—a

Le taux d’accroizssement est 1o coefficient directeur de la corde AM.

Dire que § est dérivable en &, ¢'est dire que la corde AWM peosstde une position limite non
vorticale A, de coefficlent directeur (e}, quand ¢ tend vers a, cest-d-dire quand M tend
vors A sur [ On div que A est o tangente & T en son point d'abscisze a.

Dire que f est dérivable en e, ¢'est done dire que la courbe représentative I de [ présonte
an peint Ale, f{a)) une tangente A non verticale.

Lidquation de A est y = f(a) + (z — a)f"{a).

Proposition [Une antre définition de la dérivabilitd)

f est dérivable en un point a de I < il existe un réel £ ot une application z — g{z) de [

dans Ot, vérifiant lim e{x) = 0 et gfa) = 0, et tels que :

Yrxel, flr)=fla)+{z—alf + (z —a)e(r)

Le réel £ est alors ézal & f{a).
La fizure ci-dessus mentre les quantités {x — a) /() ot (r — a)g(z), relatives & un point
Mz, f(z}) nssex “Sloignd” de A Au voisinage de A, et 51 o) # 0 (cest-d-dire si la tan-
gente A n'est pas hortzontale), alors (z — a)e{x) est négligeable devant (z — a}{a).
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Remargues et exemples i
Une translation permet de se ramencr & un caleul & Vorigine @ ff{a) = :1|imn
Si f dérivable en a, f est continue en a. La réciprogue est fansse.

Exemple : s1 f(0) =0 et fz) = :rsin% sl # 0, f est continne mais non dérivable en 0.

+ ) — fla)
& :

- 8i f st constante sur 1, alors t¥a e L. ffa) =0
Si f est Papplication = — 27 (avec n € IN*) alors : ¥a € I, f'(a) = na™ 1.
Pour tout @ de I, exp'{a) = expla) ot In'(a) = é
Pout tout e de IR, sin'{o) = cos(a) ot cos'(a) = — sinfa).
Sia# r_Er {mr), alors tan'(e) = 1 + tan?(a).

I.2 Dérivabilité & gauche ou a droite en un point
On complite les définitions précddentes avee la notion de nombre dérvé & gauche ou & droite.

Définition [Nombre ddrivé & ganche)
Soit a un point de [, distinct de lexerémitd gauche de .

On dit que [ est dérvable & panche ena 51 lim w

existe dans I

Cotte [imive est appelée nombre dérivé & gauche de f e oa ot cst notde _f;(n].

Définition (Nembre dirivé & droite)
Soit a un point de I, distinct de Dextrémité droite de J.

On div que [ est dérivable & droite en a s _lim w oxiste dans M

Cette limite est appelée nombre dérivé & droite de f en a et est notée fi(a).

Interprétation sdomdétrique

Dire que § est dénivable & droite {resp. & gauche) en a, ¢'est dire que la courbe [ de f admet
an point Afa, fla)) une demi-tangente & droite {resp. & ganche) non verticale.

Le coefficient directeur de cotte demi-tangente est fi{a) (resp. fila).)

& F Y
&
! ‘i
o P B b, m /}_
- -
o} e] o &




05/03/2021

Sur Pexemple de gauche, [ oest dérivable & gauche ot & droite en a, avec f;[a} = —1 [demi-
tangente oblique, paralléle & y =—z) ot fi{a) = 0 (demi-tangente horizentale.)

Sur Pexemple de droite, on a f;l:ﬂ:} = 0 {demi-tangente horizontale), mais [ n'est pas dénvable
i droite en a (il ¥ a bion une demi-tangente mais olle est vorticale).

Remarques
— Soit a un point de I qui ne soit pas une extrémitd de T
[ est dérivable en a &elle est dérivable & ganche ot & droite en a et fi{a) = fi{a)
On a alors (e} = fila) = fila).
— 851 { dérivable en a, alors [ est continue en o
La réciprogque est fausse (comme le montre Pexemple de 2 — |z] en (L)
8i [ est dérivable & gauche (resp. & droite) en a, elle y est continue & gauche {resp. & droite.)

— 8i f comeide en a et A& droite de a avee une application g définic au voisinage de a ot dénvable
on a, alors foest dérvable & droite en e et fi{a) = ¢'(e) {remarque analogue & gauche de a.)
Par exemple, si f est définie par f{z) = |z| + exp(z), elle coinecide cn 0 ot & droite de 0 ovee
glr) = r + exp({z) qui cst telle gue (0} = 2.

Deméme f comeide en 0 et & ganche de 0 avee b{z) = —z+eoxp{z) qui est telle que D) =0,
On en déduit que f est dérivable & droite et & gauche en U, avee f3(0) = 2 et f3(0) = 0.

I[.3 Opérations sur les applications dérivables en un point

Proposition [Linéarité de la dérnvation on un point)
Soient [ et g deux applications dérivables an point a. Pour tous scalaires o, &, Fapplication
h=of + 39 est dérivable en a et Ba) = af*(a) + F¢'{a).

Proposition (Preduit d'applications dérivables en un point)
Soient f et ¢ deux applications dérivables en un point a.
Alors lapplication h = fg est dérivable en e et h%a) = ffla)ole) + f(a)g'(a)

Proposition (Dérivde de Pinverse)

51 g ese dérivable en a, avee gla) # 0, alors i = s est dérivable en a, ot () = —%.
(e

Supposons de plus que [ soit dérvable en a.

R Iy S(@)ala) - f(a)a'(a)
Alors T cat dérivable cna ot (E) (a} = T.

Proposition (Compasition et dérivation)

Spiv f 1 I — IR, une application dérivable en un point a de I.

Soit J un intervalle contenant f(J} et non réduit & un point.

Soit g J — I, une application dérivable au point b= f{a) de J.
Alors g o f est dérivable au point e ot (go f¥(a) = f"(a){s' o i)

Proposition (Dénvation et bijection réciproque)

Soit f : I — It unc application dérvable, strictement monotone.

f est dene bijective de I sur un intervalle J. Soit e dans T tel que f{a) #0.
1 1

Alors g = f! est dérivable en b= f{a) et ¢*(B) = m = m.




05/03/2021

II Dérivabilité sur un intervalle

II.1 Applications dérivables, applications de classe C1

Définition
On dis que [ est dérivable sur [ 81 f est dérivable en tout point de 1.
Llapplication f* : I — I qui & tout e associe f(a) est appelée application dérivée do f.

- . 1
Cotte application et également notde D on %

On note (I, M) Vensemble des applications dérivables de T dans T

Défnition [(Applications de classe C')
On dit que [ est de classe ' sur T si £ est dérivable sur 7 et si /7 est continue sur J.
On note C’[L It) Pensemble de ces applications.

Opérations sur applications dérivables sur un intervalle [
- Soient f et g deux applications dérivables sur Mintervalle .
Pour tous @, 3 dans I, i = af + g est dérivable sur [ ot &' = af + d¢'.
Liapplication fg est dérivable sur [ et (fa) = f'o+ o'
? i Iyr ' -
Si g ne s'annule pas sur [, alors (E) = _j_Q ot (é) = %
- Boit f: I — Ret g @ J— Ot deux applications dérivables, avee f(I) C J.
Alors ga fest dérivable sur Fet (go fY = - (¢"e f)

- Soit f o I — IR une application dérivable, strictement monetone.

]

Ll’application J réalise donc une bijection de I sur un mtervalle J.
Si " ne sannule pas sur 1, alors ¢ = £~ est dérivable sur J ot " = #.

- Tous les résultats précédents s"énoncent & Uidentique pour des applications de classe £

Dérivation des fonctions trigonométriques inverses
- La dérivée de r — sinz sur [-5, §] est 7 — cosr, nulle en £F. On en déduit :
1 _ 1 1
sin'larcsinz) ~ eosarcsinz) — T —z%
- La dérivée de » — cosz sur [0, 7] est 2 — sinz, muilleen 2z =0 ot = 7. On en déduit :
1 -1 -1

Yre]—1,1], dp = S~ =
el |, arceos's cos'{arccosz)  sinfarccos ) 41 — 22

¥re]—1,1], arcsin’z =

- La dérivée de £ — tane sur | — %: %[ est © — 1+ tan®r, toujours non mulle. On en déduit :

1 1 1

Yre R, arctan’r = = =
T e S tan'{arctanz) ~ 1+ tan®(arctanz) ~ 1+ 12




05/03/2021

Dérivation des fonctions puissances
— Par récurrence sur n > 1, on sait que {z7) = nr"~! pour tout ¢ de R
-—n—-1

r —
1 ) _ _~nr ]

— 8i n ost un entier négatif, () = (F
Ldgalitéd (z2) = az®! cst done vraie pour les exposants o de 7.
— Soit f 1 — T, bijection réciprogue de g - T — MY définie par g(z) = z".

r—3n

L'application g est dérivable sur IR ot sa dérivée #'(r) = nr™" est non nulle sur mt.
Ainsi f est dérivable sur I et f'{z) = : : : =L

Q"[G’E}= nrst N

1
La formule (22} = ax®~! est done encore valable quand o est de la forme ¢ = = olir e N

Sia=2 (peZ.ge V), dlors : (z°) = (22} = L(epy(a?)i! = B3P =gt
)
La formule (r) = ar®! ost done encore valable quand a est un rationnel.

— Danz le cas d'un exposzant a quelconque, en particulior non rationnel :

Yz =0, (z°) = (explainz)) = Eexp[ct Inz} = & pa = qre-l
T T

1.2 Extremums d'une fonction dérivable

Proposzition
Soit f: I — % une application dérvable. Soit o un point intéricur i f.
51 f posstde un extrémum local en a2, alors () = (L

Hemarques

- La réciproque est fansse @ &1 fz) = 2%, f7(0) =0 mais f n'a pas d’extrémum en 0.

~ En fait, les extrémums locaux d’une application £ sur un intervalle T doivent étro recherchids
parmi les points oft | n'est pas dérvable, parmi les extrémités de J, ot parmi les points
mtérienrs & T oft f est dérivable de dérivée nolle.

- Le graphe ci-dessous montre quelques cas possibles @

F
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I1.3 Rolle et accroissements finis

Théoreéme (Théoréme de Rolle)

Soit f: [a, 8 — R oune application définie sur le segment [, B, avec a < b, & valeurs réelles.
On suppose que § ost continue sur [a, &, dérivable sur Ja, B[, ot que fla) = f(b).

Alors il existe ¢ dans e, B[ tel que e} = 0.

Théortéme (Egalitd des accroissements finis)

Soit f @ [0, 8] — IR une application définie sur le sepment [, B, avec o < b, & valeurs réelles.
Omn suppose que § est continue sur [a, &, dérivable sur |a, B[

Alors il existe ¢ dans Je, B[ tel que (B} — f{a) = (b—a)fc).

Propriétés ot remarques
Il o'y a pas nécessairement unicité du poeint ¢ de |e, b qui figure dans les deux théordmes.
- Boit f - [z, B] — 0L une application continue sur [a, b, dérivable sur Ja, 8 (o < &).
On suppose que - ¥r €la b, m < 1z} < M. Alors m{b—a) < f(B) — fla) < M{bk—a).
Si f est de classe G sur [a,b], alors |f(B) — fla)] < M| —al, avee M = sup |f(z)].
On peut aussi ferire, on posant b=a+ h : =ief]
Soit f unc application continue sur [o,e + k] et dérivable sur e, o 4+ R[.
Alors al existe 8 dans |0, 1] tel gue - fla+ k)= fa) + 5 o+ 8R).
Dans cette version du “TAF", le signe de i est queleongue (51 f cst dénivable sur un voisiange
de a) et on peut considérer # compe une fonction de f

Interprétation gdomdétrique
Soit I la courbe de f. Soient A, B les points d'abscisse o, b de T
Avee les hypothises du théordme de Rolle, il v a un point de T ob la tangente est horizontale.

Avee les hypothézes du théoréme des aceroizssements fims, 1l existe un point de I ol la
tangents ost paralldle & la corde AB.

Ji=1id)

h 4
k2
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Proposition (Caractérisation des applications lipschitziennes)
Soit f une application continue de I dans I, dérivable sur Mntériour de 1.
£ est Elipschitzienne sur I < pour tout = de T, [ f(z)] £ &

Proposition (Prolongement dune application de classe Cij

Seit f une application continue de [a, & dans I, de classe O sur la, b
On suppose que f* posséde une limite finie £ en a b droite.

Alors f est de elasse O sur [a, B, avee f4a) = £,

On a bien sir un résaltat analogue au point b

Remarqueo

Seit  : [a.b] — M, continue sur [a, b, de classe O sur la, b, On suppose que IimI fr) = .

Alors I courbe représentative de f admet au point (g, fle)) noe demi-tangente verticale.

IT.4 Monotonie des applications dérivables

Proposition [Caractérisation des applications constantes)

Toute application constante [ de I dans I est dérivable sur J et ¥z e 1, f(z) =0,
Réciproquement, si f est continne sur {, dérivable sur Ulintérieur de T et s 7 est Uapplication
nulle, alors [ ost constante sur 1.

Proposition (Caractérisation des applications monotencs)

Soiv f: I — It une application dérivable.

- L'application f est eroissante sur [ e Yr e 1, ) = 0.

- L'application J est décroissante sur I« Yrx e [, Mz) <0

Proposition [Caractérisation des applications strictement monotones)

Spit f: I'— It une application dérivable ot monoctone.

L’application f est strictement monotone sur I si et seulement si sa dérivée 7 n'est identi-
quement nulle sur aucun sous-intervalle de T d'intériour non vide {ou encore si ot seulemoent
st f* ne s'anoule qu'en des points isolés de 1.)

Proposition (Applications ayant [a méme dénivie)

Soient f,g 0 I — [, dérivables sur 7. Les deux conditions suivantes sont équivalentes -

— Pour wout x de I, on a f'(r) = ¢'(z).

— 11 exizste une constante A telle que : Wr € I, glz) = flz)+ A

Remarque
Tout ce qui découle de Rolle est valable sur un intervalle, ot pas sur une réunion d'intervalles.

Par exemple, s f(z) = %alors iz = —;1-_; < 0 sur *, mais f n'est pas monotone sur Tt*,

D méme, g1 deux applications dérivables sur It vérifient /7 = ¢" sur Ot*, alors elles difforent
d'une constante A sur IT* ot d'une constante g sur M.
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IIT Applications de classe Ck

On rappelle que I désipone un intervalle de I non rédult A un point.

II1.1 Dérivées successives

Définition (Applications n fois dérivables sur un mtervalle}
Soit f une application de I dans IL On pose 9 = §.
On suppose que 'application ™Y oxiste ot est dérvable de T dans T
On définit alors Papplication f™ = (}"“"]}l’_
Si Fapplication £ : § — I existe, on dit que § est » fois dérivable sur Pintervalle T, et
fiml est appelée application dérivée n-itme de f sur I 45

Liapplication £ ost peut également &tre notée D°f ou encore i
T

Remarques

— Om note souvent f* et les applications dérivée scconde ot dérvde troisitme de f.

— Nombre dérivd n-idme on un point ;
Soit f une application de § dans IR, a un point de § ot n un enticr naturel.
On dit que [ est » fois dérivable en e 51 f est n— 1 fols dérivable sur un voizsinage de e ot si
fin=1 gst dérivable en a.
Om note encore f"Na) cotte dérivée, appelée nombre dérivé n-itme de f au point e de 7 (il
n'ost pas nécessaire que A existe sur T tont entier.)

— 8i f est n fols dédvable sur I, alors pour tout k de {0,.._,n}, Papplication f cst n—k
fois dérivable sur [ (ot on particulier continue si k < n).
Pour tout kde {0,...,n}, on a alors égalicd - fi0) = ( fik1)in-k)

Définition (Applications de classe CF)
Soit f une application de I dans IR, k fois dérivablo.
Si de plus 'application ™ est continue sur I, on dit que f ost de classe C* sur f.
On note C5(T, IR} I'ensemble des applications de classe C* de I dans I

On dit que § ezt de classe €= sur st f oest & fois dérivable sur T pour tout entier naturel
E: (cost-hdire en fait s f cse de classe CF pour wout k).

Omn note C=(I, IR} M'ensemble de ces applications.
Remarques
- CI, M} désigne 'ensemble des applications continnes de I dans IL
Om a les inclusions (T, TR 2 CHEL Y D -+ 3 O8I M) 3 -+ 201, M.
Deméme on a @ C=(L. IR} = 7] C*{I.IR).
ey

— On dit sonvent d'une application de classe £* qu'elle est k fois contindment dérivable.
— Ona f™ =0sur ] < f cstune application polynomiale de degré < n—1 sur 1.




05/03/2021

ITI.2 Opérations sur les applications de classe Ck

Dans les énoneds suivants, & est un dément de U {+oc}.

Les propridtés de ce paragraphe pourraiont étre énoncédes de fagon analogue en termes de fone-
tions k fois dérivables sur un intervalle 1.
Proposition (Combinaisons [indaires d’applications de classe Ck)

Soient f et g deux applications de classe CF de T dans I Soient o, 8 denx récls.

Alors af + 8g est do clazsse C¥ sur ot : {af + St = afi + gyt

Proposition (Fornmde de Leibnix)
Soit k un élément de IN U {+oc}. Scient [ et g deux applications de classe C% de [ dans T

L L ¥
Alors fg est de classe C% sur J et (fg)™ = 5 QO filgle=9,
|

Proposition (Imverse d'une application de classe Ck}
|| 8i f : I — I est de clusse CF sur [ et ne s'annule pas, alors — est de classe O sur I

7
Proposition (Compasition dapplications do classe [?"j
Seit f une application de classe C* de T dans [}
Soit J un intervalle de I, non réduit & un point et contenant (7).
Seit g une application de classe €F de J dans T
Alors Mapplication g o f est de classe 8 de T dans T,

Proposition (Bijection réciprogue d'une application de classe CF)
Soit f une application de elasse CF de [ dans T,
On suppose que f'{z) = 0 pour tout r de I, on que f{z} < 0 pour tout = de I,
L'application [ réalise donc une bijection de T sur un intervalle J.
Dans ces condtions, Ia bijection réciprogue £~ est dealement de classe OF,

Exemples d’applications de classe C*
- Les fonctions polynominles sont de classe € sur R

Il en est de méme des fonctions rationnelles sur leur domaine de définition.
- Liapplication = — expx est de classe = sur OL

Liapplication © — Inz est de classe &= sur L.

- Do méme les dralitds sin” = cos o cos’ = —sin montrent que les applications © — sinT ot
r +— coa 1 sont de classe O sur 0L 11 en déconle gue Vapplication z — tanr est de classe
C= sur son domaine de définition.

- Les applications © — 12 sont de clagse &= sur I

Les applications = +— chr, = — shz ot r— thr zont de classe C= sur .

Les applications T+ arcsina, et ¢ — arccost sont de classe O sor | — 1, 1]

L'application » — arctan x est de classe &= sur L

Les fonctions oqui se dédmsent des précédentes par somme. produoit, quotient. puissance o
composition =ont de classe O sur leur domaine de définition.
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IT1.3 Formnules de Taylor

Proposition (formule de Taylor avee reste intégral)
Soit f: [a,b — It une application de classe €™ On o Pégalitd -

i) = Z“’_“ ®a) + ] BB pornyyar.
K

o
R, cst appelé le reste intdgral dordre 0 de la formule de Taylor de f sor Ja, b

Proposition (indéralité de Taylor-Lagrange)
Soit f: [ — It une application de classe O
Soient a ot b deux points de T

Alors - |05 Z “"“J B2 pwie)| < ar "; |1]. Lo M = sup 719},

Exemples
- Pour n = 0, on retrowve l'inégalité des accrolssements finis :

|Fib) — fla)| < My |b—al ot My = SIHS 1
Pour n = 1, on trouve : " I
118} ~ (o)~ (= ) (e < M Lo

ot My = sup | ]
o]

- Woict des exemplos d’application de Uinégalité de Taylor-Lagrange aux fonctions ¢t — sint ot
t — cost sur U'imtervalle [0, z] :

. |2* . ozt |z 2 1t |z
|““”‘I|S? ‘SJM"ITﬁ‘Eﬁ |"’“r"“§_j‘:?
&
e
. S S o g T
|m“I 1|—2| ‘“M 1+2!|—‘1I |“:EI 1+5 4!‘_6!

En pezant ki = b — a, Pindgalité de Taylor-Lagrange an rang n s'derit :

R|™+!
+h Ea M—— | ,on M= (m¥1}
| CI. '} g f | o { +1:I e r:,;l}.jmlf |

Proposition (formule de Taylor-Young)

Soit f une application de classe C° de § dans TR, et s0it @ oo poiot de 7.

Aldors il eoxiste unc appl[n:atin:rn £ définie sur I, telle que -

Yrel, flz)= Z M) _.I"'Lh[ﬂ} + [z — a)"={z), aves ltm.t:[r]l =L

10
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V'  Développements limités

V.1 Notion de développement limité

Définition
Soit f 1 F — Ot une application, ot s0it g un réel dément ou extrémitd de £,

Soit n un entier naturel. On dit que § admet un dfveloppement Nmitd (en abrégé un DL)
& Pordre noen rp 8711 existe des réels ao,a1,.. ., 20 €6 une fonetion » — £(z) tels que :

Yrel flr) =% aur —xp)% + (r — p)Pe(z), avee lm g(r) = 0.
k=0 T—2g
Avee les notations de Landau, cela peut s'éerine @ f{z) = i 0x(z — 2o)* + ol (T — )"
k=0

Proposition (unicitd du développement [imieé)

Soit f une application admettant un DL dordre 7 oen 7o - f(r) = ¥ as(z — zo)* + ol (z —
k=D
ro)™).

Alors les coofficlonts ag ap, .. ., ay, sont défims de fagon unique.

w
Le polyndéme Plz) = 3 aplz — rp)* cst appelé portic principale du développement limité,
kel

Troncature d'un développement limité
- Supposens que  admette un DL d'ordre noen rp. Soit p un entior naturel, p << n.
Alors f admet un DL d’ordre p en ro. obtenn par tronortere. Plus précisément -

n P

flz) = ¥ ap(z — mo)* +ol(z — m)") = f(z) = ¥ aelz — 2)* + ol(z — o).

k=01 k=D

Par cxxemple, s f{z) =1 —r+22* + 2 + ofz?), alots f(r) =1— 2+ 20° + oz
= Il arrive qu'on utilize les notations “07 de Landan dans un développement limicd.

Par exemple, 51 f{z) =14 222 + 28 — 2 + o(z%), alors fir) =1+ 22 + 2% + Ozt

Cotte dernitre deriture contient un peu plus d'informations que f{z) = 1+ 222 + 2% + o(z%).
DL et équivalents
- On considére le déveleppement f{z) = E (T — 1p)¥ + o[z — )" ).

5i tous les e, sont nuls, alors f{z) est néghfrcubk devant {r — zp)™ au voisinage de g,
Sinen, ot 51 m est 'indice minimum tel que a, £ 0, alors f(2) ~ g, — )™ on 2q.
Inversement, si flx) ~ gz —20)™ en g, avee m € I, alors fr) = aplr — 20)™ + of(r —
p)™ ).

Par exemple : cost =1 —

2 72

4 it
E"'E{'U(TI{J:'CUEI_I'F. e b

- Danz la pratigue, on utilisera souvent les dquivalents dans les recherches de limites, ot los
développements limités lorsqu'on cherche plus de précision (par excmple non seulement Pexis-
tence d'une demi-tangente mais encore la position de la courbe par rapport & celle-ci) ou
quand i est difficile d'utiliser des équivalents (notamment dans les sommes.)

11
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DL & gauche ou & droite en un point
Soit f: I — IR une application définie an voisinage d'un point rg.
11 arrivera que seule la restriction de f & INja, 4o ou & 7N] — o0, a] pesside un DL en rg.
On parlera dans ce cas de développement Emité & droite ou i gauche en rg.

Définition (développement limité au voisinage de o)
Seit f: I — It une application définie au veisinage de +oo (ou de —oc.)
Soit n un entier naturel. On dit que f admet un développement limité (en abrégé un DL) &
l'ordre noen 4eo (Tosp. en —ec) 8711 oxiste des réels ap, ey, ..., 8, ot une fonction T — e(x)
n
telsque:¥zel, fiz)=% e + £(z)

i
P Tk T

avee lim g(z) =L
T
: s noag 1
Avee los notations de Landaug, cela peut s'éerire @ f{z) =% — +o(—)_
Tk n
Remarque
Tant pour les DL A droite oit & gauche que pour los DL en foo, on dispose de propridtds
analogues & celles qui ont déjh 666 voes (unicité, troncature, Squivalents, ete.)

Importance des développements 4 origine
— faun DL d'ordre nen xg < ¢ 2+ g(z) = f{zpg+ ) o un DL d'erdre n en 0.

Plus précisément - fz) = ;é,ai{l —zpft tol{z— m)") = glz) = ;Enna,,z" +o{z").

— Deméme, faun DL dordre n en o0 = b2 e— h(%) aun DL d'ordre 7 en 0.

Plus précistment : fiz) = i n—: +u(i:] e hz) = En: oxz® + ofz").
kb T " kDl
— Cos doux remarques, of lo faic que les calculs y sont plus simples, font que les DL sont
pindralement formés & Porigine (c'est d’ailleurs le cas des DL usuels.)

DL et continuitd, DL ot dérivabilits

Dire que [ admet un DL f(z) = ap + of1) d'ordre 0 en zq, c'est dire que f est continue (ou
prolongeable par continuité) en rg.

Ce développement s'écrit néoessairement fiz) = frg) + o1}

Dire que que £ admet un DL f{z) = eq + a4 — 7)) + ol — 2} dordre 1 en g, c'est dire
que [ est dérivable (aprés prelongement dventucl en zg).

Ce développement s'éerit nécessnirement f{z) = firg) + Mzo)iz —za) + ol — zp).

En revanche un DL d'ordre 7 2 2 en o n'impligue pas que f soit denx fois dérivable eno mg.
Un contre-cxemple est donné par Papplication f: ¢ — ¢ sin% en .

Si f est de classe O™ de T dans I, ot s rp appartient & T, alors Péealicd de Tayvlor-Young
prouve l'existence du DL de § en op & Vordre . Ce DL 8"écrit -

L L]
@) = fz0) + o)z~ z0) + Lz — a4 )

{x —z0)" + ol(z — 7a)")

12
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Placoment par rapport & une tangente ou 4 une asymptote
— On suppose que [ admet un DL d’ordre r 2= 3 en 1p -
flr)=ap + oz — 2] + - -~ + tulz — 2p)" + 0f (T — 1))
On snit que cela implique 1o dérivabilicé de f© en 2p, avee fize) = a0 ot flzs) = o1
Liéquation de ln tangente A A la courbe y = fiz) en = zp est done ¥ = ag + a1 (2 — 2p).
Remarque - 51 le DL n'est valable quw'h ganche ou & droite de zg, ¢'est une demi-tangente.
Seit m l'indice minimum tel guem = 2 ot o, # 0.
Alors fiz} —ap — o (2 — Tq) ~ Gm{T — Tp)™ nu volsinage de wp.
On en déduit le placement local de ln courbe iy = fir) par rapport & A
& 81 m est par, le placement de y = fx) par rapport & A est donné par le signe de aq.
8i gy, = 0, ln courbe est localement *au-dessus” de zn tangente.
51 am < 0, la courbe est localement Yen-dessons” de so tangente.
o 80 m est impadr, la courbe ¥ = F{2) “traverse” A an veisinage de M.
A st done une tangente diinflexion.

s i I a 1
— O suppose qu’og volsinage de oo on a le développement : % = aﬁ+;'+~ "+I_:+D{F)'
1 ) .
Alors fiz) = epzr+my -|-E et P +n[:—} (c'est un “développement asymptotigue”.)
T In—l ﬁ:n—l

Amsi lim (fir) — ez —a1) = 0. On en déduit que la droite A d'équation ¥ = eor + a1 est
T
asymptote & la courbe ¥ = fz) an voisinage de e
: o R a
Soit m l'indice minimum tel gque m = 2 ot an £ 00 Alors f(2) — 0z — 2y ~ o
G

On en déduit le placement de la courbe y = f(r) par rapport & A an voisiname de foa.

DL et parits
— Soit f une application définio sur un intervalle de centre 0.
n
On suppose que f admet un DL d'ordre 1 & Vorigine - flz) = % 2Tt + olz").
. ] . . k=
¢ 51 f st paire, la partie principale du DL cst paire.
Autrement dit les coefficients as,py sont nuls @ fir) = ag+ eer? + - + agp ™ + .-+
o 8i f est impaire, alors la partie principale du DL de § est un polynome impair.
Autrement dit les coefficients as, sont nuls © fiz) = ayz + agr® + - - + Gogy ¥ H .-
— 8i on forme le DL d'une fonction paire ou impaire, il pourra étre utile d utilhszer cotte paritd
ot la notation “0" pour amdéliorer & peu de frais la précision do développement.
Supposons par exemple que [ soit paire - f{z) = gp + esx”? + gy + O{z%) est plus précis que
flz) = ag + apx? + oy +o(z"), lii-méme plus précis que f{r) = ap + mar” + agz! +o(zl).
Une dernitre remarque
Dans un DL f{T) = ag + a1z — 2p) + 2a(x — )% +--- + &a{T — 7)™ + o[z — )™, on ne
développora jumais les tormes ay(z — rg)*, avec kB = 2

En revanche, on rappelle que o = ag + @{x — 2p) = @17 + (@g — @pxp) ost Péquation de Ia
tangente on Mp{zg, f{zp)) & la courbe y = f(z).

13
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V.2 Développements limités usnels

Tous les développements
formule de Taylor-Young

ci-tessous sont valables A lenigine, et peovent étre obtenus par la
(ou par d’autres méthodes qui seront exposées plus loin.)

2

1
I T
c‘=1+r+T|+3—l

s

n n ri'
,+%+o[r“}= EH-I—G{Q:"]

r 2f (1 Zindt Prtd 17 In:d
§inT=r—r+ g+ {(-1" I:21“_1:||+0{I }_Z( ) (2k+1)|+o[r ]
z? 1:" " o ¥
=1-—" i o +1y — 1k In+41
osT=1— g+t oo+ (1) o +o(z?l) = Z( T3l + o[zt
_ 3 5 ranl W, e i o
3}Lr_1+ﬁ+ﬁ+—--+m+u{1 Z{"-‘L-I—l}l-'_ng 1

2 gt
chr=1+—-+—+---

+ ﬂ + GI:I!"'”]- e i I_M + D(Ihﬂ]
2l L]

2rt 3 21'
e +olzhy| [thz=2—+ = + oz
o

T 15

a4
T
tiLRI‘:J'-I-?-i-
L=I—-_1:-|—1“Q—2':1-|—
1+

st (=112 oz} = i[—l)kzk +ofz"}

k=0

%=1+I+I“+rn+-n+z”+o[rﬂ}:Zr‘+n[r"}
k=11
“+ﬂ_.:|u=1+ﬂz+¥lﬂ+”_+CI!{&—I}-.:;E&—R-I-IZII“_'_D{I“}
[m:1+z}'—fr—r—2+f et (= 1}"+1 " 4 o(z") = Z( 1}’*+1 +o(z")
- 23

o2 g n . n ok

[n(I—I}:—I—E—E—-.”—;.I-G{I}_-§T+D{ J,
x o o Bt - i at Bn 42

arctanz =7z — o + g+ (<17 Holz }_‘ga(—l:l s Hole™t)

1 ] o
amnr:z+§%+;—4%+; i ;IF - £ ofrint?) musz:%—mﬁsinz:”-
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V.3 Opérations sur les DL

Pour simplifier, les résultats sont énoneés pour des DL & Porigine, mais on peut facilement les
adapter i des développements en un autre point, voire en +oo.
Combinaisons linéaires
n n
— Soient f,g:f— [t telles que fiz) = ¥ apr® +o(z™) et g(z) = T by +ofz").
k=D e

n

Alors, pour tous scalaires o, 3, on & : (af + Bg)(z)} = T (eas + fhe)z® + ofz").

k=0
— Exemples :

; T /2 2 P O
osm(r+z):‘T{mn1+cusr}:%(l+I—ﬁ—ﬁ+ﬂ+o(z‘)).

1, /l4xy 1 _rmd o it i
oE]n(I_I)_E(En(1+r}|—ln{1—z})—z+?+g+~--+m+o{z .

DL obtenu par primitivation
— Soit f - I — T admettant un DL d'ordre nen 0 f{r) = T aez® + o{z").
=]

Soit F une primitive do { sur I'imtervalle J (donc une application dérivable telle que Fr = f.)
Alors F pen 0 un DL d’ordre 7+ 1 obtenu par imtégration terme & terme de celui de fo

Plus précisément : Fiz) = F(0) + i‘ o o(znH) (ne pas oublier F(0)...)
k=0

— Exemples : 1 g
@ Bi f(z) =Incosz, alors [z} = —tanr = —r — % T + ofzf).
2]
4 2 o et o
On en déduit f{z) = i iR +ofz’).

1 2
——=1-1+r!— 18 +o[z7)

: r+2
& 5i f{z} = arctan i

T=2g!

alors f*(x) =

P

:r
On en déduit f(z) = arctan2 + r— 5 +IT_%+U{IE)_
o

DL obtenu par dérivation

— Bpit f une application de elasze €™ an voisinage de 0. Alors le développement limité de
£ en 0 i l'ordre n gobtient en dérivant terme & terme le développement limité de fen 00 &
l'ordre 7+ 1 (ces doux développomenms résulvent de la formule de Thyler-Young).
Ce résultat st surtont utilisé pour des applications de classe 0=

- Exemple : On sait gque lir =1+4+z+22 4+ 2"+ ofz").
1
Par dérivation, on en déduit -z =142+ 32 + 427 + (n+ 1)z +ofz").
Un nowvelle dérivation donne : ;3 =14+3r 40622+ -+ (n+2(rn+ 1)z" + o(z").

(1—1)
Produit de deux DL
- Botent f,g 7 — I telles que f{z) = 3 apr® +of(z™) et gz = 5 br* +o{z™).
k=D k=it

Alors (fa)z) = J:iuﬂki'# +o(z"), avec o = 3 iy

ik
- Exemples :
2 o gt i i
¢-Onae“:l%:r-l—g—l—y{—v-l—u(r]ct1_I=1—|—I+:[: + 18 4+ 2+ o).
e a B Gh
: _ P o SH e, W e (NPT T
On en déduit 1_I_1+dh:|: P52 +3:|.' +?4:r +o{z")
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Composition de deux DL
- Soient f,g: F— I telles que f(z) = ﬁ arr’ + o(z") et g(z) = i: buz® + o{z™).
k=1 k=0

Remarque : il est important que le coefficient constant ap du DL de [ soit ool Autrement
dit Papplication f deit &étre un infiniment petit quand = tend vers 0.
Dans ees conditions, 'applicatien g o f admet un DL d'ordre = en (.
n p
Sionnote P =% apr¥ et @ = 3 bz los parties régulitres dos DL de f et g, alors la partie
k=1 k=il
régulitre de eelui de g o f est obtenue en conservant les termes de degré < r dans Qo P

n

Dans la pratique, on pose g{X) = 5 X% + 0(X") et on remplace X par le DL de fiz).
k-1

Om caleule de proche en proche les DL des puissances suceessives X* = f(r)*, en ne gardant

& chague étape oque les puissances =™ avee m < n.

Exemple :

Supposons flz) =1 —2? + 223 4+ 2 v o(z?) ot g(X) =1+ X + 32 — X0 — X4 4 of X4}
Posons X = f{z) =2 — 2% + 2% + 2% + o(r®).

On trowve X? = 22 — 223 + 5zt + o(z?), puls X? = 2% — 37! tofr?) ot X4 =2t +ofzt).
Onen déduit le développement limité de g o f 4 Pordre 4 4 lotigine :

e M) =1+ X +3X2 - X X'+ olXY) =1+ 2+ 227 — 52° + 182" + o(2!)

Les ealeuls précédents penvent = - - coclt
avantaseusement prendre place dans X|lr -z P L L
un tablean comme indiqué ci-contre. Xx? % 217 et 3
Un tel tablean est particulibrement X =3t -1
indiqué qualnd aucun de_s dm_]x DL A x4 Alo—1
coIMposeT n'est pair ou impair. T 0 B 6

Inverse d'un DL
— Boit f - J — T admettant un DL d’ordre noen 0 - f{r) = 37 apgz® + of2").
)
On suppose que ap # 0 {autrement dit f posséde une hmite non mille en (1)

ﬁ posstde un DL d'ordre noen 0.

ol g{z} = == (a;z + apr? + -+ -+ ™ + o{:“})

Dans ces conditions Napplication £ —
.1

Pour cela on derit — = ————

flz}  ao(l—glz))

On compose ensuite le DL de  — g(r) par celui de z — +

— Exemple :

On veut ealeuler le développement limité de £ — L A lMorigine, & Pordre 7.
- .z o i o . cosT
n sait que cosT = a+H a-i—n(z 1.
1 ) 2 ot 2t L
On |'.*0.'=4|:r.11:mcE =Ty avee X = g(r) = ETh ¥+E+O{I )

On utilise ensuite ﬁ =1+ X+ X2+ X7+ 0(XY).

©# ot
" . PR i M vl T pI——— 7
On trouwve X7 = i 24+D(I)ctx =3 +afz").
r? hr'  61zf

; 1
Cn obtient finalement : —— =14 — + — + —— +o{z").
nobtient Honlement - - + 3 -|-,:__’3| + =T +ao(z’)
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Quotient de dews DL
T n
- Sotent g2 ] — Rotelles que flz) = 5 apr®+olz®) ot giz) = 5 ber® +oiz™), avec by £ 0.
kT k-0
On suppose done que Vapplication g ne tend vers 0 & Vorigine.

Dans ces conditions, i admet un DLoen 0 & Pordre n.
a
. ! |
Ce développement cst obtenn en effectuant 1o produit de colui de f par eelul de —.
o

Exemple -

On peut obtenir le développement imité de tanx en 0 par quotient.
i i = e
msalt que sinz = 7 — o + ]

On a vu pricédemment que

v
'
= F + U{J‘S].

1 14 x? s brd " G1x® -
_ pee i W T WL i
On en déduit le développement limitd de = — tanT en (0, & Vordre 8 -

Sin T 2 8 " 2 Hrt  Blef "
— = — PR ey BN o a '_I T i 1) X % T
tnz = =a(1 -+ 15— gagg + o) (145 + 5 + g +0a7)
3 o T ) e
B T e
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