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Exercice 2

Pour tout entier n, posons ¢, = ugp,.

— On a ¢, = a3,. La suite (c,) est donc extraite de la suite (a,).
On en déduit que la suite (c,) est convergente de limite .

— On a ¢, = by,. La suite (c,) est donc extraite de la suite (b,).

On en déduit que la suite (c,) est convergente de limite ¢'.

— Par unicité de la limite, il en découle £ = £'.



Notons ¢, £, et £, les limites respectives des suites (a,), (b,) et (cq).

La suite de terme général x, = ugn = @an, = C2, cst extraite de la suite (a,).
La suite (z,) est donc convergente de limite £,.

Mais la suite (z,) est également extraite de la suite (c,).

Ell est donc convergente de limite Z,.

Par unicité de la limite, on en déduit £, = £..

De méme, la suite de terme général ¥, = Ugny3z = bant1 = Cons1 €5t extraite de la suite (b,
’ & ¥ + + +
(done convergente de limite £,) et extraite de la suite (¢,) (done convergente de limite £.).

Par unicité de la limite, on en déduit £, = £..

Finalement £, = £,. La suite des termes d'indices pairs et la suite des termes d’indices impairs
de la suite (u,) sont donc convergentes vers la méme limite.

On en déduit que la suite (u,) est convergente vers £ = £, = 6.

Exercice3
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Exercice4

On écrit u . +§_;2 - S S S
= C0 Cs C"1 Ca n k_2Cﬁ

-1

Pourtoutn24etpourtoutkde{2,...,n—2},ona.:CﬁZC,Q, etCiz%.

Onendéduit?Sun§2+g+n—23cest-ardlre 2<un§2+ +M
n  C n(n—1)

n

Finalement on trouve : lim u, = 2.
n—+oo

1
Montrons que pour tout z > 0, on a I'encadrement z — 512 <In(l+z) <=z

1
Pour cela on définit = — ¢(z) =z —In(1 + z) et z +— P(z) = In(l + z) — T+ =2°.

2

Pour tout z > 0,on a: ¢'(z) =1— 1 _ =
- s l+z 14z~

22

PourtoutzZO,ona:t,b’(x):%—14—1:1+ >0
= T

Ainsi, les applications ¢ et 1, qui sont nulles en 0, sont croissantes sur IR*. On en déduit que
sur IR" elles sont & valeurs > 0, ce qu'il fallait prouver.

n
Pour tout » > 1, ona: Inu, = ) In(1+ %)
k=1 n

n (kK2 "k
Ainsi, en encadrant chaque terme de la somme : ) (— — —) <lhu, <) —

k=1\n? 2nt) k=1 n?
Autrement dit : e o 1)(2a+1) <Ilnu, < i3 1.
2n 123 2n

. . 1 .
On fait tendre n vers +o0o et on trouve : lim Inu, = = et donc lim u, = v/e.
n—+00 2 n——+o0o

e n
Par définition, u, = ), ——.
T kz=:l n?+k
Pour tout entier k£ de {1,...,n},ona:

n __nmn __nm
n?+n - n2+k - n2+1

n? n?
On en déduit I'encadrement — <u, < =1
+n +1
En passant a la limlite quand n — +oc, on trouve donc lm u, = 1.

n——+oo



n—2
Onecrltun—lz L'+1+1>1
nk_ n

Pour chaque k de {1,...,n —2},ona k! < (n—2)L

1 -2
On en déduit un encadrement de u, : 1 <u, <1+ — + (n— 2)( )
. 1 n—2 i .
Autrement dit : Vn > 2, 1 <u, <14+ —+ —. Il en découle lim u, =1.
n n(n—1) n—+oo

Exercice5

(a) Il suffit de dresser le tableau de variation des fonctions x - In(1 + x) — x + %xz et
x - x—In(l + x).

(b)
=k +1 1
Inu, < - = L) - =
i 2n 2
et
2\ n+1 _(+D@n+ 1) 1
Inu, 2 Z (_2 - _4) = " 6n? ~2
donc
u, = e
Exercice 6

En exploitant la formule sin(2x) = 2sin xcos x

. a 1 . a
sin — P, = = sin — Cos
n v 2n-l 2n-l 2

Sia=0alorsP,=1—- 1.
Si a # 0 alors, pour n assez grand, sin(a/2") # 0 et

sin(a)
i~
2nsin 5o
Puisque
sin(x sin(x) — sin0
L — cos(0) =1
X x—-0 x=0
ona )
sina/2"
_— ]
af2®  n—ieo
puis
sin(a) sin(a)
nS e T ———
2"SIn 55 n—dee @
car - &
2"sin— ~ 2"— =a

27 pespoo 2n



Exercice7

— La suite (u,) est croissante car Up = ! >0
n un+1 n = (n + 1)! s
— La suite (v,) est décroissante car :
_ n 1 . 1 N 1 1
Ut T S T T G I D+ ) a@)  (+ D! (n+D@n+1) )
_nn+1l)+n—(n+1) -1 B
T a4+ )R+ am+)n+1)!
— Enfin lim v, —u, = lim L =
n—+oo n—-+o0o n(n')

— Les trois propriétés précédentes prouvent que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

Elles sont donc convergentes et ont une méme limite £.
— On peut prouver que nligloo Uy, = RETM v, =e.
— Pour tout entier n, on a u, < £ < v,.
On en déduit I'encadrement : n(n!)u, < n(n!)f < n(n!)v,.
Mais N = n(n!)u, est un entier et n(n!)v, = N + 1.
Cela prouve que n(n!)f n’est jamais un entier, quelque soit n.

I1 en découle que ¢ est irrationnel (par I’absurde, considérer n égal au dénominateur de £).

Par une récurrence évidente, (u,) et (vn) sont bien définies et sont a valeurs > 0.

Un +V 1
Pour tout n > 0, 0n a : Upyq — Upy1 = % — \fUnUp = 5(,/1;" — /un)? > 0.
On en déduit que pour tout n > 1, on a l'inégalité : u, < v,.
- Up +V
Dans ces conditions : Yn > 0,Upy1 = /UnUpn > Up €t Vpyq = % < v,.

La suite (u.) est donc croissante, et la suite (v,) décroissante, a partir de n = 1.
En utilisant ce qui précede, on trouve : Vn > 1, w1 < un < vp < 1.

Ainsi la suite (un) est croissante majorée, et la suite (vn) est décroissante minorée.
On en déduit que ces deux suites sont convergentes.

Posons £ = lim un et £ = lim vp,.
n—+o00 n—+o0o

£ &
un_-;—vn on trouve ¢ = 3

Conclusion : les deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

Si on passe a la limite dans I'égalité v, 1 = donc £ = ¢




Par une récurrence évidente, (u,) et (v,) sont bien définies et sont a valeurs > 0.
Up + ¥ 2u,v Vp — Up)?

Pour tout n >0, 0n a: Upyy — Upyy = ——— — ———— _ (¥ —un)
2 Un+Vn  2(Upn + Vn)

On en déduit que pour tout n > 1, on a l'inégalité : u, < v,.

> 0.

Dans ces conditions, pour tout entier naturel n :

2 1 1 2 Uy + Uy
=—+4+ — < — (donc u, <u et Upy1 = ——— < v,.
Unt1 u, v, T Uy, ( n = n+1) n+1 2 -

La suite (u,) est donc croissante, et la suite (v,) décroissante, & partir de n = 1.

En utilisant ce qui précede, on trouve : ¥n > 1, v < u, < v, < v;.

Ainsi la suite (u,) est croissante majorée, et la suite (v,) est décroissante minorée.
On en déduit que ces deux suites sont convergentes.

Posons £ = lim u, et { = lim v,.

n—+o00 n—-+o0o

Un+ v e+ ¢
% S e —

Conclusion : les deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

donc £ =7

Si on passe a la limite dans 1'égalité v, =

Exercice 8

On voit que les deux suites sont parfaitement définies et & termes strictement positifs.

: va—up
Pour tout entier n, on a : V41 — Upy1 = = Up — Up.
Up + Uy

Autrement dit la suite de terme général d, = v, — u, est constante.

On peut donc écrire, pour tout n > 0 : v, = Un + Vo — Uo.

2 2"
D’autre part : Vn € IN, .- (v_,,) . Ainsi : Vn € IN, O e (E) :

Un+1 Un Un Uo
Vo
Posons A = vg —ug et g = —.
Ug

. Up g 17 Ug
— On constate que si ug = vy, alors ¥; = v, = > et plus généralement u, = v, = o pour tout

n. Les deux suites (u,) et (v,) sont alors convergentes vers 0

— On suppose donc ug # v, c’est-a-dire A # 0 et p # 1.

n A
Pour tout entier n, on a : v, = u, > = u, + A, donc u, = lﬁ
© Supposons 0 < p < 1, c’est-a-dire 0 < vg < up.
Alors lim p®" =0donc lim #, =—X>0donc lim v, =0.
n—+oo n—+oo n—+00

o Supposons 1 < pu, c’est-a-dire 0 < up < vo.
Alors lim uzn = +oo done lim %, =0donc lim v,=A>0.

n—-+4oo n—-+o0o n—-+oo



La suite u est définie par up41 = f(u,), ou f(z) = V12 —z.

L’application f réalise une bijection décroissante de | — 00, 12] sur [0, +o0.

Pour que u; soit défini, il est nécessaire que ug < 12.

Pour que u, soit défini, il faut alors u; < 12, c’est-a-dire 12 — up < 144, done uy > —132.
Réciproquement, si —132 < ug < 12, alors 0 < u; < 12 puis 0 < u,, < 12 pour tout 7.
L’équation £ = f(¢) équivaut & £2+£—12=0et £ > 0.

Or 2 +€—12=(£—3)(¢£+4).

La seule limite finie possible de la suite u est donc ¢ = 3.

3—u
Pour tout n > 0 : -3=y12—u,—/12—-3=——2 .

On en déduit |up4s — 3| < % |un — 3| et done : Vn > 0, [u, — 3| < (%)ﬂ |o — 3.

Il en découle lim |u, — 3| =0 c’est-a-dire lim wu, = 3.
n—+oo n—-+o00

Remarque :

La suite u n’est pas monotone. On montre en effet que pour tout choix de ug, les suites de
terme général v, = Uy, et w, = U,y sont adjacentes, de limite commune ¢ = 3.

Exercice 9

La suite u est définie par u,41 = f(u,), avee f(z) = %(x - %)

Par une récurrence évidente, on voit que u, est défini et strictement positif pour tout n.

a—z2
2z

En particulier f(z) =z < z = \/a.

Ona f(z) —z=

La seule limite finie possible de la suite u est done £ = /a.

22

—a
2z2

On en déduit le tableau de variations de f (avec le signe de f(z) — z), et la courbe de f (avec

Pour tout z > 0, on a: f'(z) =




a =1, I'asymptote y = § et la bissectrice y = z) :

x |0 \a +et
el - o+ d
s

Jix) \

i) + 0 -

[P,
s
.
[y

-
o
w-

On peut maintenant étudier la suite u, suivant les valeurs de ug.

- Si Va < uo.
Pour tout z > /a, on a v/a < f(z) < z.
En particulier v/a < u; < ug et va < us < uy.
Par une récurence évidente, on trouve : ¥n > 0, v/a < tn+1 < Un.

La suite u, décroissante et minorée, converge vers sa seule limite finie possible £ = /a.

- Si up = Va.

Dans ce cas, la suite u est constante : ¥n > 0, u, = /a.
- Si0 <y < +/a.

On constate que u; = f(ug) > y/a. On est donc ramené au premier cas.
— Conclusion : Dans tous les cas, nETw U, = Va.

Remarque :

Puisque f'(y/a) = 0, la convergence vers £ = y/a est trés rapide.

On peut en effet écrire :
Unt1 — € = f(un) - f(e)
= (un — O10) + 3 un — O21(0) + o{(un — %) ~ 55(um — O

On dit que la convergence est de type quadratique. Dans la pratique, le nombre de décimales
exactes, dans I'approximation u, & y/a, double a peu prés a chaque itération.



La suite u est définie par up41 = f(u,), avec f(z) =2+ Inz.

L’application f est une bijection strictement croissante de IR** sur R.
Sur R*, on pose g(z) = f(z) —z=2+Inz —z. Ona ¢'(z) = % —1.

Voici les variations de g. L’équation f(z) = z posséde donc deux solutions distinctes « et 3.
On trouve a =~ 0.1585943396 et [ ~ 3.146193221.

gr + 0 -

a et [ sont les deux seules limites finies possibles de la suite u.

Voici maintenant la courbe représentative de f (avec la premiére bissectrice) :
5
P
3

-2

-3

On peut maintenant étudier la suite u, suivant les valeurs de uy.
— S1 ug = a ou ug = B. La suite u est constante : Yn > 0, v, = uo.
-Sia<yy<p.
Pour tout z de Jo, f[,ona: a <z < f(z) < S.
En particulier o < ug < uy < fet a <y < ug < g.
Plus généralement, une récurrence évidente donne : Yn > 0, a < u, < up4+1 < .
La suite u, majorée et croissante, est donc convergente.

Ici on a manifestement lim u, = § ('autre limite possible, a, est ici exclue).

10



- Si B < up.
Pour tout z de |3,+o0[, on a : B < f(z) < z. En particulier 8 < u1 < up et 3 < ua < u1.
Plus généralement, une récurrence évidente donne : Vn > 0,0 < 8 < upy41 < Up.
La suite u, minorée et décroissante, est donc convergente.

Ici encore on a manifestement lim u, = 8 (a est exclu).
n——+oc

-Si10<y <a.
On a vérifier que la suite u n’est pas définie a partir d’un certain rang.

Pour cela on raisonne par I’absurde, et on suppose donc que pour tout n, u, existe (et est
donc strictement positif pour permettre le calcul de uy1).

Pour tout z de |0,a, on a f(z) < z < a.

En particulier 0 < yy < yp < avet 0 < up < uy < .

Plus généralement, une récurrence évidente donne : Yn > 0,0 < up41 < up < a0 < .

La suite u, minorée et décroissante, est donc convergente.

On aboutit & une contradiction car les deux seules limites possibles, « et 3 sont ici exclues.

Conclusion : si 0 < up < a, alors la suite u n’est pas définie a partir d’un certain rang.

La suite (u,) est bien définie car sa fonction itératrice f: x > e* — | est définie sur R.
Pour n > 1, ttps) — tty = €™ — e™' est du signe de u, — t,-1.

La suite (u,) est monotone et de monotonie déterminée par le signe de

Uy — ug = e’ —ug — 1.
Etudions la fonction g(x) = e* — x — 1 définie sur R.

g est dérivable et g’(x) = e* — 1 du signe de x. g(0) = 0 donc g est positive.

Si ug = 0 alors (u,) est constante égale a 0.

Si ug > 0 alors (u,) est croissante. Si (u,,) converge vers un réel £ alors £ = e’ — 1 donc
£=0.

Or (uy) est minorée par up > 0 donc ne peut converger vers 0. Par suite (u,) diverge vers
+00.

Si ug < 0 alors (u,) est croissante et majorée par 0 donc (i) converge vers la seule limite
finie possible 0.

11



Exercice 10

1. La fonction x % est continue et décroissante sur ]0, o[ et donc, pour k € N*,ona:

: = (k+1-k) 1 </k+lld < (k+1 k)l—l
k+1- A kK
Donc, pourk 2 1, 2 £ ldxet,pourk>2, ;< JE 5 L dx. En sommant ces inégalités, on obtient

pourn 2 1,

H LS| noorkal | d nl | p | l
= - 2 LI L ’
n k_;k L:ZIA g X ./l = n("+ )

etpourn 2 2,
H—l+il<l+i ‘ ]dr—1+/nldr—1+lnn
" Sk ShaxT 1 X ’

cette derniere inégalité restant vraie quand n = 1. Donc,

| VneN*', In(n+1)<H, < 1+Inn. I

2. Soit n un entier naturel non nul.

1 , _—p 1 n+l | y 41 1 1 P
o e s R S -dx= L, [
Uni) =l = ——— n(n+1)+Inn = /" < dx ‘/n (n+l x) %S
car la fonction x > lr décroit sur [n,n+ 1]. De méme,
1 1 n+2 | n+2 1 1
P =—— —dx= -} dx>
Vnil =Va = o In(n+2)+In(n+1) o l“ xdx L“ ("+1 x) dx=0

car la fonction x — 1 décroit sur [n + 1,7+ 2]. Enfin,

1
tp=vp=In(n+1)=Inn=In (l + ;)

et donc la suite u — v tend vers 0 quand n tend vers 4. Finalement, la suite « décroit, la suite v croit et la
suite # — v tend vers 0. On en déduit que les suites « et v sont adjacentes, et en particulier convergentes
et de méme limite. Notons Y cette limite. Pour tout entier naturel non nul n, on a v, € ¥ < uy, €t en

particulier, v3 £ Y < u; avec v3 =0,5... ety = 1. Donc, y € [-;—, l]. Plus précisément, pour n entier
naturel non nul donné, on a

-2

1 1 1
OLup— €« —&In(14- SO,OOS@—seO'mS—I@)12W=199,5...©n>200.
2 n n eVt — 1

Donc 0 < y=vio0 £ % et une valeur approchée de vago 2 &2_2 pres (c’est-d-dire arrondie 2 la 3 éme
décimale la plus proche) est une valeur approchée de 72 10-2 prés. On trouve = 0,57 2 10~2 prs par
défaut. Plus précisémént,

| Y =0,5772156649... (y est la constante d’EULER). I

12




Soit k un entier naturel non nul. On sait que ¥'¥_, i = -"—(’il%(M. Déterminons alors trois réels a, b et c tels
que, pour entier naturel non nul %,

6 _a+ b + c (%)
k(k+1)(2k+1)  k  k+1 2k+1"7
Pour & entier naturel non nul donné,
a, b L€ _a(k+1)(2k+1) +bk(2k+1) + ck(k+1)  (2a+2b+c)k*+(B3a+b+c)k+a
k' k+1 ' 241 k(k+1)(2k+1) B k(k+1)(2k+1)
Par suite,
2a+2b+c=0 a==~6
(*)<=< 3a+b+c=0 < b=6 .
a=6 c=-24
et donc,

z 6

npom noo
APSS ‘N e —— _4 .
g Egk(k+l)(2k+l) (k);lk ,?;,k+1 E,nu)

Ensuite, d’apres I'exercice 3, quand n tend vers +oo, ¥'7_; % =Inn+y+o(1) puis

n 1 n+ll 1

Y — =Y -=Hui—1=—1+Iln(n+1)+y+o(1)=Inn+In( 1+ = | +7—1+0(1) =Inn+y—1+o0(1).
—k+l =k n
Enfin,

n 1 2n+1 l n l l

Lam= 't L L=+

1 1 1 1
=In(2n+1)+7y— E(lnn—f—y)— 14+0(1)=In2+Inn+In (H_E) +7— :—Zlnn— 37— 1+0(1)

= %lnn+ln2+ —;—y— 1+o0(1)

Finalement, quand » tend vers oo, on a

n 1 2n+1 n o
’gm=—l+K§l E—k_;ﬂ=—l+H2n+l——Hn

1 1 1 1
=In(2n+1)+y— E(lnn+’y)— 14+o0(1)=In2+Inn+In (H'E) +y— Elnn— i 1+o0(1)
1 1
= Elnn+ln2+ Y 1+0(1)

Finalement, quand 7 tend vers | oo, on a

i;—6 Inn+y+Inn+y—1-4 lln -i—ln2+l —1) ) =6(3—4In2)+0(1)
LI Tk e reanEy g 2t = i

Donc,

13



Exercice 11:
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