Analyse 1
CORRIGE Série n2

Exercice 1

- 2+ 51 (2 +5%)(1+14) ; oy
a=2Re—— T3 = 2Re —(1_ Y1+9) Re ((2 +57)(1 +1)) = -3.

_b_(3+6i)(3+4i)_—15+301__§+z_§
 (3—-4i)(3+4i)) 25 55

Lo % l-m -2 1T 1+7 _ (1+7)(@3i—-4) _
T3 4T 4+43i 4+3 4+3i  4+3i 25 -

z'z—2w=—4+3i§{iz—2w=—4+3z' iz —2w=—-443i
20+2=3 2w+2=3 (14+iz2=-1+3i

1 1
L’unique solution est z = 5(—1 +3i)(1-4)=1+2i et w= 5(3 —2)=1-—1

Ona:wy = 1+k(k+1)+i  (1+(k+1)0)(1 —kt)  arsr by {ak=1+kz

1+k(k+1)—z A+ki)(1— (k+1)i)  axbeps bp=1— ki

1+L(k+1)+2 ﬁak+1bk_an+1b1_1—i1+(n+1)z‘
k(lo + 1) —1 = ar. bk+1 alb,,+1 1 +1 1-— (TL - 1)2
1+k(k+1)+: i-—1

Finalement:nli_r’nml:[1 T+ k(kr 1)1 = i = 1.

On en déduit H

Exercice 2

Pour cet exercice, on va voir deux méthodes :
~ Premidre méthode

On proctde par élévation au carré, en sachant que pour tous u, v de @, ona :
[u+ v = (u+v)(@+7) = |u]® + 2Re (um) + |v[*
[ - v]?* = (u— v)(@—T) = |u* - 2Re (uT) + v
o+ ol + e = o] = 2uf® + 2ol

On en dé&duit :

2 2

z+2 z+2 z+2 (z+2)? z+2

- - 9l T/ 2 -
( 5 +u +| 5 U) = 5 +u + 1 =] T 5 u

2 P v — )2

z+ 242 z+ 2
:2|T +2|u9|+2 %—Zl" =|% +2|'l’l+|( )

2 2
= I2f + 20 12] + 121 = (12 + 12)?
Ce qui est le résultat espéré.



~ Deuxiéme méthode
Soient a une racine carré de 2 et b une racine carrée de 2°.
On a donc @? = 2, B? = 2’ et (ab)® = z2' = u?. Ainsi u = *ab.
L’énoncé donne le méme role & u et & —u. On peut donc choisir u = ab.
On trouve alors :

24 242 a®+ b a® + b

) +u| + 5) -—u‘: 5 +ab|+ 5 —ab
a+b)? a—b)?
= O]y PP ot i = el 1)

Soit m le point du plan complexe ayant pour affixe 2.

Dire que |2] = |z — 2|, c’est dire que M est équidistant de O et de A(2).

Cela équivaut donc & dire que z s’écrit 2 = 1 + A7, avec A € IR.

L'égalité arg z = arg(z + 3 +1) (mod 2x) équivaut a 2z + 3 + i = pz, avec p € R*".
En remplagant z par 1 + Ai dans cette expression, on trouve :

1
4+iA+1)=p(l+A)doncp=4et A= 3
Légalité |2] = ]%I &quivaut & |2] = 1.

On doit donc chercher les nombres complexes de module 1 tels que |z| = |z — 1|, c’est-a dire les
points m(z) du cercle unité qui sont équidistants de 'origine et du point d’affixe 1, c’est-a-dire

qui ont pour abscisse 3.

Les deux réponses sont bien siir z = exp(zg) et z = exp(—i%)

1
On sait qu'un nombre complexe z de module 1 vérifie I'égalité == Z. On a donc :

oty+2] =FFTER =F+F+2 =+ 141
:z:yz—:z:yz—:z:yz—xyz

ry+zxz+yz
TYZ

|zy + zz + yz|
— B E V] oy 2t g

Exercice 3



1. Si a + b = 0, c’est-a-dire s1 a = b = 0, I'équation devient z = — |2|.
Dans ce cas particulier, les solutions sont les réels négatifs ou nuls.
On suppose donc a + b # 0. Les éléments de IR™ ne sont alors pas solutions.
On pose a+ib=re", avecr >0et -7 < < 7.

On cherche les solutions sous la forme z = pe?, avec p > 0 et —7 < 0 < .

L’équation devient p(1 + e?) = re'? c’est-a-dire 2p cos g e?/2 — reiv,
'y =
Onacos%>0car—'§<0< 3
Cyep 0
L’identification des modules et des arguments donne 2p cos% =rTet5=0¢.

Or —7 < 8 < 7. Cela signifie que s1 @ n’est pas dans ] —g,g , 11 n'y a pas de solution.

Autrement dit, s1 a < 0, I’équation n’a pas de solution.

Sta >0, elle équivaut 3 : § =2, et p= . L'unique solution est donc :

oS @
2_b2
2a

Remarque : on aurait pu procéder par identification des parties réelles et imaginaires.

T v T
e

2cos - 2cos e

a
(cose Q- sinego + 2i cos siny) =

>
~

La figure suivante montre le point image M de la solution z du probléme, en fonction de

la position du point image A de a+ib. Le quadnlatére ON AM est un losange. La donnée

du point A (avec une abscisse positive) donne M de maniére unique.

Plus précisément, le point N d’affixe |z| est I'intersection de I'axe £ > 0,y = 0 avec la

médiatrice de OA, et M(z2) est le symétrique de N par rapport a la droite OA :
N Ba+it)

[ ———

>

O N(zD

2. Evidemment, si on a fait la premiére question, on a fait la seconde car cette “nouvelle”
équation s’écrit en fait |Z| + Z = ¢+ id, avec Z = —=z.
-

(o

—id.

Il n’y a de solution que si ¢ > 0 et 'unique solution est alors z =




@ - v Q@ . o @ .
-a= 2c052§ +21,cos%sm% = 2cos%(oos§+zsm%) =2cos 5 exp(t%).

Puisque ¢ € ]—%,%[, on a cos% > 0. On en déduit : |a| = 2005%.
St o = 7w alors a =0, sinon : arga = 2 (mod 27).
— Puisque b =ia, on a |b| = |a| = 2cos & 5-
Si o = 7 alors b =0, sinon : a.rg(b) = - — arg(a) = x_;g (mod 27).
~ Si on pose ¥ = 5 + ¢, alorswe] ’2', 3
Avec cette notation ¢ = sin + #(1 — cos ) = 2sin % (cos%f + isin %) = 2sin % exp(i%)
On en déduit : arg(c) =2 |sin 2| =2 |sin (:—:- + E)I

On a en particulier ¢ = 0 s1 ¢ = 0 c’est-a-dire s1 ¢ = —3.

A

o

oS:—%< ¥ < 0, c’est-a-dire si 1.'<<p<—— alorssm < 0.
Dan:u:mcas.arg(c)=';r+5=T'T+5‘2g (mod 27).
o Si0<¢ < 2,c%t-a—diresi —£<<p<;7, alorssin%>0.

Danscecasarg(c)=%=§+g (mod 2x).

- a = cos’ @(1 +i tan 0)? = (cos 8 + i sin0)? = exp(2i0).
Ainsi |a| =1 et arg(a) =20 (mod 27).

2sin> +2:smocosa sin-‘-’+icosg
— 2 2 2 _¢ [/ 2 T 0
- oy Rt vy puray et 3
2c052§—2151n§ 3 cosz — i sing

5 (mod 27)si tan§ >0

Ainsi [b] = [tan §| et arg(t) = 0
—% (mod 27) si tanz < 0

Ona(1+i)(vV3+i)=v3-1+i(v3+1).
D'autre part (1 + #)(v/3 + 1) =\/’2-e‘:p(z—)2exp T) 22 expli %

On en déduit : cos ‘E = ‘é:/-l ‘/- V2 et sin o= l % - A@C
1 . X \/_-H/_ T _ S —\/_
Finalement cos — i3 = sin 3% 12 et sin == cosl—,_,



Les nombres complexes (1 +iv/3)" et (1 — i4/3)" sont conjugués.
D'autre part 1 + /3 = 2exp(i 3
Donc z = 2Re (1 4+ iv/3)" = 2Re (2" exp(i %)) = 2" oo "TT

Sin=6g+r,avec0<r <35, alors z=2"*cos 3.

Exercice 4
1_

Si w = a — ib, alors w? = a® — b% — 2iab, donc 2iw? = 4ab + 2i(a® — b*) = Z.
Or 2i = (1+ )% On en déduit Z = ((1 +i)(a —))> = (a + b+ i(a — b))>.

Ainsi les racines carrées de Z sont 2z et —2, avec 2 = (a + b) +i(a — b).

2-
On résout Z2 — (5 — 14i)Z — 2(5i + 12) = 0 puis on prend les racines carrées des solutions.
Le discriminant est A = (5 — 144) + 8(5i + 12) = —75 — 100i = (5 — 10¢)2.

On trouve Z; = %(5— 14i — 54+ 10i) = —2i, et Zp = %(5 —14i4+5—10i) = 5 — 12i.

Les racines carrées de Z; sont 21 =1 —i et 2] = —2;.
Les racines carrées de Zs sont 2o = 3 — 2i et 25 = —25.

Les solutions de I'équation initiale sont donc 1 —¢,—1 +¢,3 — 24, —3 + 2i.
3-

On constate que le premier membre est factorisable par z + 7 :

2—i=6(z+1) ©2+=6z+i) e (z+1i)(z2—iz—1)=6(z+1)
& (z+i)(22—iz—-T7)=0

Le discriminant de 22 — iz — 7 est A = —1 4 28 = 27 = (3v/3)%.

Les solutions de I’équation initiale sont donc 2y =—i, z = %(z —3v3) et z3= %(z +3v3).

i "1 Xpi = 27372 exp Q’fTW Les racines cubiques de Z sont :

in e 1 . 1ilix o _ 1 . 10ix
A=/ XPYy: 2TJA="FXP e BEIJ AT 5 XPTyg

Les puissances quatriéemes de ces nombres sont :

4_1 ._l . _l. 4_24_ 1.
Q=1Xpwrn=—7;, =141 =—"8)h XB=]Hn=—"7]

Effectivement, seule la puissance quatrieme de z; est un nombre réel.



Exercice 5
1_

En prenant les modules, il vient |2| = 1. L’équation devient Z22 = 1 done 2° = 1.

Les solutions sont les racines cinquiemes de I'unité : 2, = exp 22;: T avec 0 < k < 4.
2-
z . . \ . e mw Z+l 6 5
L’équation, qui ne possede pas la solution z = 1, s’écrit : (ﬁ) = —27 = 276",
Les racines sixiémes de 27¢'™ sont les ux = v/3 exp (z% + ”‘T") avec 0 < k < 5.
L’équation initiale est donc équivalente & : % =, avec 0 < k < 5.
Mais %} =u & 2z= Z:;} (les ux sont tous distincts de —1).
On trouve successivement :
w=3+1iV3  wu=1i/3 Uy = —3 4 2iv/3
w=—3-1iv3 u=-3-2i/3 u=3-3i/3
o ) u—1  (wye—1)(@+1)  2-—2iy, 1 .
Ensuite, si ux = zx + iyr, on a : = = s 1 — 2yx).
’ . e up + 1 | + 1[2 4 -27;, 2-— a:k( )

Voici finalement les six solutions de 1’équation initiale :
A 1! 1. 2 1.
20=2+1iV3 n=5+51V3 Zm=%2+3ziV/3
Z3=%+%i\/§ Z4=%+%Z'\/-§ 25=2+i\/§
3-

On sait que pour tous a,b € €, on a la factorisation a* — b* = (a — b)(a® + a®b + ab® + ).

Si on multiplie () par (2 + 1) — (z — 1) (donc par 2), on obtient une équation équivalente.

(B)e (r—1Y—(z+1)=0& (z_l)4=1©§_1=w€{1,z’,—l,—i}.

z+1 +1
z—1 z—1 1+w
L’égalité = 1 ne donne aucune solution 2. Sinon =) &> = —,
z+1 z+1 l—w

14é_. __o , _l-i_
1-i 270 BT 14

On trouve trois solutions : z; = —i

4-

Onal+i=+v2expl et v3—i=2exp".
— 1+ 1 Sim

Donc w = 1= 3 P12

On doit done trouver les racines huitiémes de w.

Les solutions sont les z; = 2~ 1/16 exp (592—:; + zle”), avec k € {0,...,7}.

6



5-

On utilise le binéme pour développer (1+ )", avecz =1,z =%, = -l et T = —i.

On obtient successivement :

1+ =C2+CL+C2+C2+CL+C8 +... =85+T+U+V
1+ =C? +iCl -C? -iC2 +CL +iCE +... =S+iT-U-iV
(=0 =@ 0L 0] =048 -0 4.0v wlEFaT-F
(1= =C?—iCl —C2 +iC2 +CL -iCE +... =S -U+iV

S+T+U+V =2 : (1)
o _ . ) SHIT-U-iV=(1+i :(2)
Ainst S, T, U,V sont solutions du systéme : S—T+U—-V=0 £ (3)

S—=iT=-U+iV=(1+19)"
En effectuant (1) + (2) + (3) + (4), on trouve :

M (14" +(1—i)®  2°4IRe((14i)) 2°+2v2 cosn’y

En effectuant (1) —(2) — (3) + #(4), on trouve :

2" —i(14i)"+i(1-i)" _ 2°—2Re(i(149)") _ 2" 42V sinn

& 1 1 1

En effectuant (1) — (2) + (3) — (4), on trouve :

7o PP 2" 2Re((14i)") _ 2"—2y/2" cosn
= 4 = 1 = 1

En effectuant (1) + #(2) — (3) — #(4), on trouve :

o PP i) 24 2Re(i(14)%) _ 2°-2y/2" sinn’y
= 1 = : = 1

4

Exercice 6
1_



Notons wp, @y, . . . ,w,_y les racines n-itmes de I'unité : w = **=*
L’équation s'écrit : (z + 1)" = (e™2)".
Ses solutions sont les 2 tels que z; + 1 = wge'?® = e"g"""”T', avec0 <k <n—1.
. . . . 2kw I - - km o k=
On trouve donc z; = exp (z?.a +i<- 1 =exp (m +i% ) 2i sin (a g )
On effectue le produit des 23, pour 0 € k < n — 1. On trouve :
= (n—1)=
H 2k = exp (ina + i—2 - ) (2i)"P, =27 i1 ¢ma P, = (=1)t12" e P,
k=0

D'un autre coté les z; sont les racines du polynéme A(z), avec A(z) = (z 4 1)" — e?ne.

Le coefficient constant de A(z) est 1 — e*™ = —e'™® 2; sin(na).
n-1 n-1
Puisque A(z) = H(:: — z;), ce coefficient constant vaut aussi (—1)" H 2.
k=0 k=0
n-1
On en déduit sz = (-=1)"*1e™ 2 sin na.
k=0
- . g " ; sin(na
Ainsi (—=1)*t127 jeie P, = (—1)"*1ei® 2; sin na. Conclusion : P, = 2;-(_-1)
2-
k 2iw
Pour tout £ de {0,...,n — 1}, on a wx = wy, avec wy = exp —~.
n—1
On en déduit : S, = Z Wi : S, est la somme des n premiers termes d’une suite géométrique
k=0

de premier terme wyp = 1 et de raison q = wf.
9
Onag=1¢« exp% < p est un multiple de n. Dans ce cas Sp = n.

n

q-—1
Conclusion : sin =0 (mod n) alors Sp = n, sinon S, = 0.

Si p n’est pas multiple de n, alors S, = =0 car ¢ = ] est racine n-iéme de 1.

3-

n—1 n-1
On connait la factorisation X® — 1 = H(X — wy). On en déduit H(2 —wp)=2"—-1.
k=0 k=0

4-

On a 22" — 2z"cosnf + 1 = (2" — ™) (2" — e9),
; 2kx

Notons wp, wy, . . . ,wp—1 les racines n-iemes de I'unité : w = €'

2ikx

n,avec 0 <k<n—-1.

. i g\ i i
Les solutions de 2" = ™ = (e’o) sont les zp = wre? = ¥t

. - - - ) ik
Les solutions de 2 = e~ = (e=¥#)" sont les z = wre ™ = e ¥+ avec 0 < k <n—1.
3

5-



; i0 .
Posons @ = tanf, avec —5 < 0 <  Alope 10 = Listend S5 =e?
2 1—ia = 1—itanf ~ e
x « o= — ;0
L’équation s’écrit alors (i +:§) =u", avec u = e%n.
Notons wy, wy, . . . ,wn—1 les racines n-iemes de I'unité :
1-iz
(l-l-iz) =u™ <> 3k, 1+zz =wpu < 3k, iz(1 +wpu) =1 — wpu

Mais 1 —wpu =1 —ex &9-!-1:71' =—e L0+ kn Qisinw.
P n P n

De méme 1 +wju =1+ exp (%(0 + kﬁ)) = exp (%(9 + kfr)) 2 cos —/— 9'”‘”

L’équation initiale équivaut donc a : z cos (H;lﬁ = —sin 0";:" ,avec 0 <k <n-—1.
E_0 f+kr _ 8 3x
Ona —2 < <= n T T35
La seule p0551b111te pour que cos % soit nul est donc 0-{;::7\- = %
Cette possibilité équivaut a 8 = n% — km.
Cela ne se produit quesi§ =0, n pairet k = 5
— Dans le cas général, ’équation a donc n solutions distinctes.
T 0 - t
Ce solutions sont données par zx = 0+]‘ , av { 0< Zrcs S:f 1

— Sia =0 et si n est pair, I'équation possede n — 1 solutions distinctes.

Ces solutions sont données par la formule précédente, avec 0 <k <n—1let k # g

Exercice 7
1_

n
A la somme S, on associe la somme T = Z C,k; sin(a + kb) et on évalue Z = S +iT.
k=0
On trouve successivement

n n
7 = Z Crk;ei(a+kb) — ez‘az Cfn (eib)k _ eia(l e eib)n . ei(a+nb/2) (2 — g)
k=0

k=0

. b b
En prenant la partie réelle, on trouve : S = 2™ cos® g oo (a + n—)

5)
2-

Si @ = mmr, avec m € ZZ, alors cos(2k — 1)0 = (—1)™ et S = n(-1)™
Pour tout entier k, on a : 2sinf cos(2k — 1)8 = sin 2k0 — sin 2(k — 1)6.

On en déduit : 2Ssinf = Z (sin 2k0 — sin2(k — 1)6) = sin 2né.
k=1

Conclusion : si 8 #0 (mod =) alors S = sin 2nf

2siné




3-

Si#=0 (modx),onacos®’k =1doncS=n+1.

n+l 1
5 +§kz=%c052w.

On constate que 2sin @ cos 2kf = sin(2k + 1)@ — sin(2k — 1)6. Ainsi :

1
Dans le cas général : cos? kf = 3 (1 + cos2k0), donc S =

2sinf » cos2k6 =Y _ (sin(2k + 1)8 — sin(2k — 1)6) = sin(2n + 1)0 + sin
k=0 k=0

On en déduit, si 6 #0 (mod =) :

2siné 2 4 4sin6

> " cos2k6 = sin@n+1)0 1 o_2n+3  sin(n+1)6
k=0
sinz

A titre de vérification, et sachant que lin(l) 5 1, on voit bien que ‘l;in(l) S=n+1.
T— s

4-

n
On pose R = Z cos* @ sink@ et on évalue Z = R+ 1S :

k=1
n n

Z = z cos* 0 exp(ikf) = Zuk, avec u = (cos#) exp(if).
k=1 k=1

On voit que u = cos®# + i cosf sinf = % + % (cos(26) + 7 sin(26)) = % + % exp(2i6).
En particulier, u n'est égal 4 1 quesi# =0 (mod 7).

Dans le cas particulier § =0 (mod @), on a donc Z = n puis S =Im(Z) = 0.
u"—1 41
u—1 " e —1

On prend alors la partie imaginaire, ce qui donne :

cos B

Dans le cas général : Z =y (cos™@ e —1) =

(cos" 0 & — 1)

sinf

cos@

S = cos™ @ sin(nf) =

cos™1 6 sin(nd)

sin @ sin @

10



ikf i0

" sink@ e e
Avecng koe t Z=S+1il = Zcos‘ﬂ Zu ouu_cosg—1+ztan0

En particulier, u n'est égal 4 1 quesi # =0 (mod 'ru).
Dans le cas particulier # =0 (mod w),onadonc Z=n+1puis S=Re(Z)=n+1.

a1 _cosf (exp(i(n +1)8) 1)

Dans le cas général : 7 = ——— = —i

u—1 sin 6 cos"t1 6
., o sin(n+1)8
On prend la partie réelle : S = S5m0 oo b

5 5 . . sinx . .
A titre de vérification, et sachant que lm‘lJ —— =1, on voit bien que ‘l’m?) S=n+1.
r— T —

6-

On remarque que si # =0 (mod 2w), alors exp(i0) =1 et S =2n + 1.

On suppose donc que @ n’est pas congru a 0 modulo 27. Dans ces conditions :

on . . 1

S = e~inf Z(eio)k — o—ind % — o—ind ein+3)0 9; sin(n + 9)9 sm(n +3)0
0 _ ) — 9

e —1 e'7 % sin & 5 sin 5

Exercice 8
1-
On développe cos 5a + isin 5a = (cosa + isina)® et on prend les parties réelles :
cosba = cos®a — 10cos® a(l — cos®a) + 5cosa(l — cos® a)?
= 16cos®a — 20cos®a + 5cosa
Pour a = 1’——6 et on posant x = cosa, on trouve :

0 = cos5a = 162° — 2023 + 5z = z(16z* — 20z 4 5)

Le réel ¢ = z? est solution de 16¢> — 20t + 5. Donc t € {5 \/_ 5+\/_ }

5+\/5

Or0<ac< % = % <t < 1. La seule possibilité est donc ¢ = =3

5+v5

D’autre part, x = cosa est positif. On en déduit : z = 3

2-

11



On a tout d’abord cosz + cos 3z = 2 cos(2z) cos z.

On en déduit : cosz + 2 cos 2z + cos 3z = 2 cos(2z)(1 + cosz) = 4 cos(2z) cos® ;

3-

9 ' 9 5
On a par exemple : sinz + sin 8z = 2sin gcos ; et sin2x + sin7x = QSin;cos ?‘T
9 4 5 9
Donc sinz + sin 2z + sin 7z + sin8z = 2sin ?:c (cos ?I + cos ?a:) = 4sin ?I cos(3z) cosg

4-

On a: (2cos2*z — 1)(2cos2*z + 1) = 4 cos?(2%z) — 1
1 + cos(2¥t1z)
=4
2
Si on pose v = 2cos 2¥z + 1, I'expression donnée par 1’énoncé s’écrit, :

— 1 =2cos(2*'z) + 1.

Tl(zconzt — 1) = ] 21 = 2o _ 2e0s() 1
k=0 ko Uk Yo 2cosz +1

5-

On a : 2cosz(cos5z + 5 cos 3z + 10cos z) = 2 cos z cos(5z) + 10 cos z cos 3z + 20 cos® z
= cos 6z + cos4x + 5(cos4x + cos 2z) + 10(1 + cos 2z)
cosb6x + 6cosdzr + 15cos2x + 10

. cos6x + 6 cos4x + 15cos 2z + 10
Conclusion : =2cosx
cosbxr + 5cos3x + 10cosz

6-

Le premier membre est 27-périodique en z, sur la réunion des I; = [2km, 2kw + %] , ke Z.
L’ensemble des solutions a la méme périodicité. On se place par exemple sur .

L’application z +— @(z) = \/cosx + Vsinz est continue sur Iy, dérivable sur I = ]0, z [

2
B2 _ (i B2
cos T sinz . .
Vz € I, ¢(z) = u—) a le signe de cosz — sinz.
2y/coszVsinz
Ainsi ¢ est strictement croissante sur [0, %] et strictement décroissante sur [%, %]

Or ¢(0) = (,0(12-'-) = 1. On en déduit que sur Ip, p(z) = 1< z € {0,1}.

Par périodicité, les solutions sur IR sont les x = 2k et les z = % + 2kw, avec k € ZZ.

12



