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Exercice?2:

Soient x et y deux réels tels que 0 < = < y.

) - & TEMLY
1. Onadéjaz == < Z¥ =m < ¥ = y et donc
(on peut aussi écrire : m —z = Y _ = y;—x = 0).

N 151
2. On a ensuite z = /z.x £ /Ty = ¢ < /¥.y = y et donc '
3. m—g=2— /Ej= (VB - 2/E+ (VB)) = H(vE—vE? >0

rT<gEsm<y
et donc, A

(s 1
et - est comprise entre -

4. D’aprés 1), la moyenne arithmétique de %

i z<h<y

1 : s 1 1 .
et ¥ ce qui fournit 5 <3 € Z» Ou encore

. D’aprés 3), la moyenne géométrique des deux réels ;lr- et i est inférieure

(o) ]

& A i 6ti i fournit /1.l (141
ou égale a leur moyenne arithmétique. Ceci fournit /. v S slz + y)

ou encore é < 711_ et finalement

Remarque 1. Ona h = -3—:_%, mais cette expression ne permet pas de com-
prendre que % est la moyenne arithmétique de % et %

Remarque 2. On peut visualiser 'inégalité entre moyenne arithmétique et
géométrique.

Si (ABC) est un triangle rectangle en A et A’ est le pied de la hauteur
issue de A, on sait que AA? = A’B.A'C. On se sert de cette remarque pour
construire g et la comparer graphiquement a m.

On accolle deux segments de longueurs respectives z et y. On construit alors
un triangle rectangle d’hypothénuse ce segment (de longueur z + y) noté
[BC], tel que le troisiéme sommet A ait une projection orthogonale A’ sur
(BC) vérifiant BA' =z et CA' = y.



A x4y

La moyenne arithmétique de z et y est m = %-", le rayon du cercle, et la
moyenne géométrique de z et y est g = /Ty = VA'B.A'C = AA', la hauteur
issue de A du triangle (ABC).

Exercice3:
1_

Les entiers impairs successifs sont les ux = 2k — 1, avec £ =1,2,3,....
Le n-iéme entier impair est donc u, = 2n — 1.
On nous demande de calculer S, = u; + ug + - - - + up,.

On vérifieque S1 =1, 5 =1+3=4,5=1+3+5=0, etc.

Il semble donc que la formule cherchée soit S, = n?.

Si elle vraie au rang n, alors Sp41 = Sp+ (2n+1) =n?+2n+1=(n+1)%

Conclusion : pour tout entier n, S, = n2.

Remarque : il y a une illustration trés simple du résultat, qui consiste a compter les n? cases
d’un carré de coté n, en procédant par “couches successives” a partir d’une case de coin, comme
le montre le dessin ci-dessous (ol on voit bien pourquoi 1 +3+5+7+9+ 11 =62) :
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n = n
On peut trouver S connaissant les sommes 3 ket 3 k.
n n n k=1 k=1
S =S (k=1Dk=> -k
k=1 k=1 k=1

1 1 1
=§n(n+1)(2n+1)—§n(n+1) =§n(n+1)(n— 1)

Voici une autre démonstration. On pose v, = k(k — 1)(k — 2).
On remarque que vy —vp = (K + 1)k(k— 1) — k(k — 1)(k — 2) = 3k(k - 1).
1

. 1 1
Ainsi S = § gl(vk+l —_ 'Uk) = § ('l)n+1 — 'Ul) = §’Un+1 = § (TL + 1)n(n e 1)
3-
On constate que k- k! = (k+ 1 — 1)kl = (k+ 1)! — k!

Onendéduit : U= (k+1)!—k)=(n+1)!-1Ul=(n+1)! -1
k=1

4-
On peut utiliser au moins deux méthodes, comme dans le calcul précédent.
T =% bntl-B=ls+:D> k=3 &
k=1 k=1 k=1
=(n+ 1)% n(n+1)— én(n +1)(2n+1)
— %n(n+ DB +1) — (2n+1)) = én(n+ )(n+2)
Posons up, = k(n+1—k)=nk—k(k—1), vp = k(k— 1)(k — 2) et wy, = k(k - 1).

Onavgy —vp = 3k(k — 1) et wpy — wy = 2k.

On en déduit u; = ap4+1 — a avec a = gwk — %vk.
Il en résulte :
T =3 (ak+1 — ar) = Gn+1 — @1 = an41
k=1
= %wnﬂ - %Un.*.] = %ng(n+ 1) —%(n+ Dn(n—1)= én(n+ )(n+2)



Posons ur = k(k+ 1)(k+2) et v = (k — D)k(k + 1)(k + 2).
On constate que :
Uper — v =k(k+1)(k+2)(k+3)— (k- 1)k(k+1)(k+2)
=4k(k+1)(k+2) = 4w
On en déduit :

n 1 n
V =X m=g Z(vk—i—l—vk)
k=1 k=1
1
=% (Vn+1 —v1) = ’Un+1 n(n +1)(n+2)(n + 3)
6_

Pour tout entier m, posons S,, = Z k™,
k=1

On sait que Sy =n, S; = %n(n +1) et S = %n(n +1)(2n +1).

Lidée est d’écrire :

Yo+ 1) = > (k* +4K° + 6k + 4k + 1) = Sy + 453 + 653 + 453 + Sp.
k=1 k=1

n n+1
D’autre part Y. (k+ 1) = ZL‘ (n+1) 4+ 8, - 1.
k=1

On en déduit : (n + 1)* =453 +6S5 +4S5; +n + 1. Ainsi :

= Z((n+1) — 65 — 451 — (n+ 1))

- %((n+ 1) —n(n+1)@2n+1) —2n(n+1) — (n+1))

Ss3

= % (n? +2n% +n?) = %nQ(n +1)2
Pour calculer Sy, on utilise la méme méthode :

z(k+1)5 Z(k5+ok4+10k3+10k2+ak+1)—Ss+oS4+10.S'3+1O.S'2+oSI+So
On a bien siir : Z(k+1)5 (n+1)5°+85—1.

On en déduit : S5 = = L (n+1)5 — 1085 — 108, — 55, — (n +1)).
9

1
Tout calcul fait, on trouverait : Sy = 30 n(n+1)(2n +1)(3n + 3n — 1).
Exercice4:
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Exercice7:

On utilise le développement de (1 + z)™, avec x = /2. On trouve en effet :
(1+v2)" =3 (V2)*Cy
k=0
=Cs +V2C, +2C2 +2V2C; +22C; +22V2C] +---
=A+BV2

De méme, (1 — \/§)" =A— BV2.
1

On en déduit : A=%((l+ V2)"+(1-v2)") et B= EW5) (Q+v2 -1 -v2)").

12



— Premiére méthode :
n!

k k k-1
Ona A= kz_:kc .Or kC; (__1)!(n_k)!—ncn_1.
n—1
On en déduit A =n Z C:Hl =Y Ck, =npt,

k=0
— Deuxiéme méthode :

n
Pour tout réel z, on sait que (1+z)" = )_ Cﬁmk.
k=0
Si on dérive cette égalité par rapport & z, on trouve : Vz € R, n(1 4 z)* ! = Z kCE g+-1,

n
En particulier avec z = 1, on obtient : ) kC,k1 =52,
k=1

— Troisieme méthode :

C* est le nombre de parties & k éléments de E = {1,...,n}.

Donc A=Y kCk = Z Card X (somme étant étendue a toutes les parties X de E.)
k=0 XCE

Or quand X décrit P(E), X décrit lui aussi P(E).
On peut donc également écrire :

A= Y CardX = Y (n—CardX)=n 5 1— Y Card X =n2" — A.
XCE XCE XCE XCE

On retrouve donc bien A = n2%1,

— Premiére méthode :

Comme pour A, on note que (n + l)Ck (k + I)Cﬁ_,_l donc C" = :_ ICﬁ:i .

Ainsi : B = Z ZCLH:L%IC”‘ =—(2""'1—1)
L+1 T - e |

— Deuxiéme methode -

n
On integre I'égalité (1 + z)" = Z C* z* entre 0 et .

1 n+l1 +1
Ontrouven+1((1+z) 1)—'§)an+1 .
On donne a z la valeur 1 et on obtient : kz—:o k—-l—lck _1|_ 1(2"'H —1).
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