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 والاشتقاق الدوال العددية
 .، ومجموعة وصولها هي العددية لمتغير حقيقي: هي الدالة التي مجموعة بدئها  الدالة

 0ليكن    النهايةx من ,a b وf  دالة عددية معرفة على ,a bلا تشترط أن تكون ،f  0معرفة عندx. 
    عننينينيدما ينينيني و "تعنينينيل العةنينينياx  0إلىx  تنينيني و ،( )f x 0أننينينيإ باع نينينيا  "  لىإ  0، يمكنينينين إ نينينياد  ينينينيرتةـ بنينينيني : 

0x x   الذي يضمن ،( )f x  .  ونكتب
0

lim ( )
x x

f x


مع ،x  0قد يختلف عنx. 

)إذا افترضنا أن الدالة   الاستمرار )f x   المعرفة على المجا ,a b  0تقةل، عندماx x قد ختتلف عن )التي ، النهاية 
0( )f x) في حالة العكس .

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


 نقو  أنf  0مستمر  عندx. 

   إذا تحقق: 0xمستمر  عند  fتكون الدالة
0 0

0 0  lim ( ) lim ( ) ( )f
x x x x

x D f x f x f x
  

   

 دالة  إذا كانت( )f x   مستمر  عند كل نق ة من مجاI  نقو  أن، منf   مستمر  على المجاI. 

 كنيل دالنينيةf  علنينيى مجنينيا  مغلنينيق مسنينيتمرIتكنينيون ونيدود  منينين ابحعلنينيى عنينيدها ابحعلنينيى ، Sup M f   وونينيدود  منينين ابحد
Infmعدها ابحد  f 

مع 0xغير معرفة عند fالدالة التمديد بالاستمرار
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
  

 

    :كما يلي   بالاستمرا  fيمكن تمديد 
0

0

0

( )          ,

lim ( )  ,
x x

f x x x

g x f x x x





  


 

0ليكن    ضيةق k دالةال، تكونf مستمر  علىI  fD . 

, :الآتي الشرط I المجا  على fدالةحققت إذا  , ( ) ( )x y I f x f y k x y     
 نظرية القيم المتوسطة

f   دالة معرفة ومستمر  على ,a b. 
)وصو   بين  yقيمة  كلمن أجل   )f a و( )f b، 
)عيث  bو aوصو   بين  cتوجد قيمة )y f c 

معرفة ومستمر  على مجا  مغلق وودود  fكانتإذا   نتيجة
 ,a b عيث يكون ،( )f a و( )f b  ،من إشا تين مختلفتين

من  cتنعدم على ابحقل عند قيمة fفان ,a b. 

)نفرض أن    الاشتقاق )f x  0مستمر  عندx إذا افترضنا .
0أن الدالة 

0

( ) ( )f x f x

x x




0xغير المعرفة عند   x  تقةل نهاية عندما ي وx  0إلىx نقو  أن الدالة ،( )f x  تقةل

 .0xالعدد المشتق عندسمى هذه النهاية ت     .0xالاشتقاق عند النق ة 

O x2 

I 

m 

f (I) 

M 

y 

x 
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O a c b 

f (a) 
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f  0تقةل الاشتقاق عنx  وجدت النهاية
0

0

0

( ) ( )
lim

x x

f x f x

x x




  وجد العدد المشتق 0f x. 

في معلم كيفي. xf)(للدالة  الممثل ننىالم )( التفسير الهندسي ; ( )A a f a و ; ( )M x f x  من)( 
xإذا كان  a فانA M، 

Aويكون معامل توجيإ المستقيم M 
) هو             ) ( )f x f a

x a




 . 

 الدالة إذا كانتf  نق ةالتقةل للاشتقاق عند a 

Aفان   M  ينتهي إلى المماس( ) لني)(  عندa 

) : الذي معادلتإ ) ( ) ( )y f a x a f a  ، 

 .اتيبوغير الموازي لمحو  التر 

D .0Dدالة معرفة على f ق عن اليمينالاشتقا x. 

f  0تقةل الاشتقاق عن يمينx  وجدت النهاية
0

0

0

( ) ( )
lim

x x

f x f x

x x




 

العدد المشتق عن اليمين  أي إذا وجد 0f x  . 

  الدالة ندرس اشتقاق g حيث:                
2

1

, 0

0 , 0

x xg x

x

e



 

 

 

)(xg  :2مستمر  عند الصفر بحن 2

1 1

0 0

0lim limx x

x x

e e
 

  

  

على نصف المجا   xg)(تغيرات الدالة الزوجية  د اسةامكان ب ,0 .   

0 من
0

)()(

0
lim 





 x

xgxg

x
  :ولدينا .0 تقةل الاشتقاق عند xg)(نستنتج أن   

2

3

1

, 0

0 , 0

2 x

xg x
x

x

e



  




 

 .عكس غير صنيحال .aعندفانها مستمر   ،a نق ةالعند  للاشتقاقتقةل  fالدالة إذا كانت    قضية
 .Dمن xحقيقي لمتغيردالة عددية  f   الدالة المشتقة

f  تقةل الاشتقاق علىf D  0تقةل الاشتقاق عند أية قيمةx  منD. 

 ، فانIلى مجا ع الاشتقاق تقةلاندالتين  gو fإذا كانت    ل القابلة للاشتقاقعمليات على الدوا
 f g  لى مجا عتقةل الاشتقاقI ،   : ولدينا( ) ( ) ( ) ( )x I f g x f x g x       
 f g   لى مجا عتقةل الاشتقاقI،   : ولدينا( ) ( ) ( ) ( ) ( ). ( )x I f g x f x g x f x g x        
   كلمن أجل  منR،f  لى مجا عتقةل الاشتقاقI،   : ولدينا( ) ( ) ( )x I f x f x     

0 1

1

x

y

A

M

a x 

f 

(a) 

y = f 
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 إذا كان( )g x لا ينعدم علىI  فانf

g
 ولدينا : ،Iلى مجا عتقةل الاشتقاق  

2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

f f x g x f x g x
x I x

g g x

      
   

 
 

 .Iدالة تقةل الاشتقاق على المجا   f    الاشتقاق والرتابة
0من xإذا كان من أجل كل ( )f x Iفان ،f  تكون متزايد  علىI. 
0من xإذا كان من أجل كل ( )f x Iفان ،f  تكون متزايد  تماما علىI. 
0من xإذا كان من أجل كل ( )f x Iفان ،f  تكون ثابتة علىI. 

 إذا كانت الدالةf  0تقةل الاشتقاق عندx0، وتةلغ أحد حديها عندx  فان 0 0f x . 
)0ذا افترضنا أن إ ) inf ( )

x I
f x f x


  فسيكون لدينا   0   0x I f x f x    

0، وبفرض 0xتقةل الاشتقاق عند  fوبما أن 0x x   فان
0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim 0

x x

f x f x
f x

x x


  


. 

0أما إذا كان  0x x   فان 0 0f x   وينتج في ابحخير 0 0f x . 
  إذا كان 0 0f x  وf   0تغير إشا تها على جانبيxفان ،f  0عند النق ةتقةل قيمة حديةx. 
  إذا كان 0 0f x  وf   0تغير إشا تها على جانبيxفان ،f 0يقةل نق ة انع اف عند النق ةx. 
)تقةل الاشتقاق عند كل نقـ المجا   gو Iتقةل الاشتقاق عند كل نقـ المجا  fكانت  إذا      قضية )f I فانg f 

    . ولدينا: Iتقةل الاشتقاق عند كل نقـ المجا  ( ) ( ) ( ) ( )x I g f x g f x f x      
sin)       أمثلة ) cosx x x  R       (cos ) sinx x x   R 

  مشتق( ) nf x x 1هو( ) nf x n x   من أجل كل عدد صنيح n . 

 
0

1 1
lim lim .lim 1

x a x a t
a a a a

x a x a t

e e e e
e e e e

x a x a t



  

  
     

 
)ومنإ .   )x xx e e  R 

   لتكنf دالة مستمرة على  ,a b بحيث ( )a f a و( )f b b 
) بفرض أن    ) ( )f a g a ومن أجل كلx من ,a b :( ) ( )f x g x  
 من cنثبت أنه يوجد    ,a b بحيث( )f c c 

)نعتبر الدالة  ذلكمن أجل  ) ( )g x f x x   .g  مستمر  على ,a b: ولدينا ، 
( ) ( ) 0 ( ) 0

( ) ( ) 0 ( ) 0

a f a f a a g a

f b b f b b g b

     

     
 

من  cومنإ يوجد       ,a b  عيث( ) 0g c   أي( )f c c 

   الدالةلتكن )(xg  بالشكلالمعرفة:     , 0
1( )

1 , 0

x

x
x

eg x

x




 
 

 

 .اد س وجود الخ وط المقا بة .على مجموعة تعريفهامستمر  وتقةل الاشتقاق  xg)(بنيين أن       
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  )(xg  تقةل الاشتقاق عند الصفر بحن:و مستمر         
0 0

(0) ( ) ( ) 1lim lim
x x

g g x g x
  

    

0 0 0

1
( ) (0) 1 11(0)

0 0 ( 1) 2
lim lim lim

xx

x
x x x

x
g x g x eeg

x x x e  


       
  

 

  )(xg على المجا  وتقةل الاشتقاق مستمر*R   2 :ولدينا

1
, 0

( 1)
( )

1
, 0

2

x x

x

xe e
x

e
g x

x

   



  


 

 

) ولدينا : )lim
x

g x
  

   و( )lim 0
x

g x
 

  و  ( ) 0lim
x

g x x
  

    و( )
1lim

x

g x

x  
  

yيقةل خ ا مقا با مائلا معادلتإ :  )( المننى x . 

 فان: Iومستمر  على  I تيةة تماما على المجا   fالدالة العددية كانتإذا     الدالة العكسية
 f I  واقتصا ، هو مجاf  علىI و ،تقابلf  1تقةل دالة عكسية

f
   بنفس تغيرو مستمرf  . 

1بتمثيلها الةياني في معلم متجانس، فانإ تمثيل  fإذا أع يت   ملاحظة
f
  يكون بالتناظر الذي وو ه المستقيمy x 

           إذا قةلتf  الاشتقاق علىI  1، وكانت هذه المشتقة غير معدومة، فان
f
  تقةل أيضا الاشتقاق على f I 

    :ولدينا  
   

1

1 1

, ( )

,   ( ) ( ) 1

x I f f x x

x I f f x f x



 

  


   

  

    إومن 
 

1

1

1
( )    0

( )
f x f

f f x






 


 

 fإذا كانت الدالة نظرية رول






 
مستمر  على  ,a b ، 

قابلة للاشتقاق على  ,a b 
)عيث  ) ( )f a f b . 

من  cابحقل قيمة علىفانإ توجد  ,a b  عيث( ) 0f c  
( عينينيث يكنينيون الممنينياس  Bختتلنينيف عنينين A) ABعلنينيى ابحقنينيل منينين القنينيوس  cينينيد  التمثينينيل الهندسنينيي علنينيى وجنينيود نق نينية واحنينيد 

 . قد لا تكون هذه النق ة وحيد  .Oxيوازي عندها

 معرفتين ومستمرتين على دالتين gو fلتكن   نظرية ,a b  وقابلتين للاشتقاق على ,a b  .فرض أن الدالة المشتقة ب
'g  لا تنعدم على ,a b ،  يوجد عدد عندئذ   من المجا ,a b عيث : 

 
    

 لتكن   L'Hôpital قاعدة : ,f a b  و   : ,g a b    دالتين قابلتين للاشتقاق على مجا ,a b، 

 المجا  من  وليكن ,a b. النهاية  إذا كانت( )
lim

( )x

f x

g x




)النهاية  ، فان موجود   ) ( )

lim
( ) ( )x

f x f

g x g








 :موجود  

( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( ) ( )x x

f x f f x

g x g g x 



 





 

O a c b 

A 
f (b) 

y 

x 

B 

C 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f b f a f

g b g a g
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)عندما يكون      ملاحظة ) ( ) 0f g   ، أن ف( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x

f x f x

g x g x  





. 

   تتحقق على  رولشروط( ) ( 2) ( 2)f x x x x      .2 لدينا( ) 3 4f x x   ( 2) (0) (2)f f f                   

)حسب  و  فان  )f x 0عدم عند تن

3

2
x    من 2, 0  1نعدم أيضا عند تو

3

2
x   من 0, 2. 

      المعادلةx
e x


  0تقبل حلا وحيداx  من المجال 0,1I . 
)بوضع  )

x
f x x e


  :يكون لدينا ،f  مستمر  علىI  (0)و 1 0f    1و

0(1) 1 ef  . 
من المجا  المفتوح  0xوحسب نتيجة سابقة، توحد قيمة  0,1  0عيث( ) 0f x , 

0x  1وحينينينيد. بحننينينيإ لنينينيو كنينينيان معنينينيإx  منينينين 0,1  1عينينينيث( ) 0f x  0, لكنينينيان 1( ) ( ) 0f x f x   ،ابحمنينينير النينينيذي يت لنينينيب
0xد حسب  و ، وجو    من 0 1,x x  0عيث( ) 0f x  . 0. وهذا مجا  بحن( ) 0f x  . 

مستمر  على  fدالة إذا كانت  صيغة التزايدات المنتهية ,a b اقوتقةل الاشتق 

على  ,a b ، على ابحقل قيمةفانإ توجدc  من ,a b عيث : 
                     ( ) ( ) ( ) ( )f b f a b a f c   . 

من  يوجد على ابحقلأي  0  ، عيث1;
                     ( ) ( ) ( ( ))f b f a b a f a b a        (2) 

     الدالة( ) lnf x x  ت ةيق نظرية التزايدات المنتهية على  شروطتحقق 0 ; x ،0 x 

ومنإ  
1

; 1 ln( 1) ln( )c x x x x
c

        أو      
1

0 ;1 ln( 1) ln( )x x
x




    


    

       الدالة علىطةق نظرية التزايدات المنتهية( ) xf x e على ، 0 ; x ،0 xها ، بعد التنقق من شروط . 
هي  fمجموعة التعريف 0 ;fD  و ،f  تقةل الاشتقاق على 0 ;D  ، 

0من أجل ) x :( )
2

xe
f x

x
   وf  بحن  0لا تقةل الاشتقاق عند

0 0

1 1 1
lim lim

x x

x x

e e

x x x 

 
     ) 

عيث يكون المماس للمننى يوازي  ABندسي على وجود نق ة أو أكثر من القوس يد  التمثيل اله : التمثيل الهندسي
)هو  AB. )معامل توجيإ المستقيم ABالوتر ) ( )f b f a

b a




) . 

 فة ومستمر  على المجا دالة معر  fلتكننتيجة  ,a b  ،وقابلة للاشتقاق على المفتوح  ba, نفرض وجود ثابتين موجةين . 

m و M  عيث يكون  :  Mxfmbax  M    عندئذ يكون :.   ,:     ')(
ab

afbf
m 






)()( 

     0من أجل كل نثبت x :         1 1ln ( 1) ln ( )
1

x x xx
   


 . 

)نعتبر الدالة  ) ln ( )f x x  المعرفة على*
 1. لدينا( )f x x   حسب نظرية التزايدات المنتهية. و : 

  1, 1 , ( 1) ( ) ( 1 ) ( )c x x f x f x x x f c c         
0وبما أن  1x c x     1فان 1 1

1 xcx
 


1أي   1ln ( 1) ln ( )

1
x x xx

   


 . 

O a  b 

A 

y 

x 

B C 
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 الدوال اللوغاريتمية والأسية
نسنينيمي الدالنينية اللوغا يتمينينية النيةيرينينية، الدالنينية ابحصنينيلية علنينيى المجنينيا   0,   1للدالنينية

x
x

 1والنينيتي تنعنينيدم منينين أجنينيل القيمنينية  

*هي  مجموعة تعريفهاو  . ln هو. و مزها  xللمتغير
 .  لدينا بالتعريف:و  

1
0 , ln

x dt
x x

t
    

:    النهايات   
 

00

ln 1ln
lim ln , lim ln , lim 0 , lim 1

x x xx

xx
x x

x x



  


      

على المجا      خواص 0,  :    1
( ) ln ( )f x a x f x

x
    حيث*a 

 ln( ) ln ln , ln ln ln , 0, ln lnnu
u v u v u v x n x n x

v
        

   إذا كانت الدالة( )u x  تقةل الاشتقاق وتحافظ على إشا تها في مجاI فان الدالة ،: ln ( )f x u x  تقةل
)  : عيث، Iالاشتقاق على )

( )
( )

u x
f x

u x


   

1xالدالة اللوغا يتمية النيةيرية، تنعدم من أجل :    e  العدد وهي مستمر  ومتزايد  تماما على ،*
. 

lnتوجد قيمة لني 1 :x xوهي العدد ،e  قيمة تقريةية لإ ...2,718 ،  ، يحقق هذه المعادلةالأساس النيبيريالذي نسميإ 
              e                    1                    0 x 

    +  0          +0      +  ln x  
 

                          1  
0                                   

 
ln x 

xxا بنيني ، التي نرمز لهeالدالة ابحسية ذات ابحساس النيةيري    الدالة الأسية النيبيرية eهنيي الدالنية العكسنيية للدالنية ،ln ،
*فهي مستمر  ومتزايد  تماما من 

  ولدينا :  .في ln , 0xy e x x x    

:  نهاياتو خواص  , ,
y

x
x y y x y x yx x

y

e
e e e e e e

e

  
    

0 0

1
lim , lim 0, lim , lim 1

x x
x x

x x x x

e e
e x e

x x   


       

)إذا كانت الدالة  )u x  تقةل على مجاI فان الدالة ،( )u x
x e 

I:  تقةل الاشتقاق على  ( ) ( )
( )

u x u x
e u x e


  

 
 :تمارين محلولة

      )(xf مستمر  على دالة *
R : حيث  

2

2

( ln ) ln  , 1 0
( )

(ln )         ,         1

x x x
f x

x x

   
 
 

 

1الصو   عين  ..11

5
( )f ،1( )f

e
 ،1

2
( )f  ،(1)f  ،(2)f  ،( )f e  ،(5)f. 

0عند  fأد س قابلية اشتقاق  ..22 1x  . 

0 1

1

x

y

x 

y 

 

lny x
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*على  fتغيرات اد س  ..33
Rاقتصا  ، واستنتج بأنf  على 1,   1. عين الت ةيق يت ةيق تقابلهو

f
 

1و fييْ الدالتينمننن أنشئ  ..44
f
 في معلم متعامد ومتجانس( ; , )O i j

   .(2 المحو ين سم على). 
في المجا   xf)(هل يمكن ت ةيق نظرية التزايدات المنتهية على الدالة        0.5 ;  ؟ 2

11..  1

5
( ) 4.20f   ،1( ) 2f

e
،1

2
( ) 1.17f ،(1) 0f  ،(5) 2.60f ،( ) 1f e ،(2) 0.48f  

22..   الدالةf اق علىتقةل الاشتق * 1:      
2ln 1

2ln

 
, 1 0

( )
 
    ,      1

x

x

x

x

x

f x

x


 

 





 

  0الاشتقاق عند 1x   .    2

11

1 (ln ) ln 1
lim lim 1

1 1xx

f x f x x

x x 

  
  

 
 

    2

11

1 (ln ) 1
lim lim 0

1 1xx

f x f x

x x 

 
 

 
0عند تقةل الاشتقاق لا  f.    ومنإ 1x . 

33..    لديناlim ( )
x

f x


  و ( )
lim 0

x

f x

x
  مننىمنإ وf   الفواصليقةل فرعا لا نهائيا باتجاه وو.  

0

lim ( )
x

f x


   (مننىf  وو  التراتيب كخـ مقا بيقةل).   مننى نلاحظ بأنكماf  يقةل نق ة انع اف

0xالتي فاصلتها نق ة العند  e. بحن الدالة المشتقة الثانية(f  0عند تنعدمx e   مغير  إشا تهاو.) 
                     e                         1                       0 x 
                                                 0        -1   ( )f x 
                                                   

                                1 
                           0   

( )f x 

  الدالة)(xf  تماما علىيداز ومت مستمر   1, وتأخذ قيمها في ،  0,  .العكسية تهادال فهي تقابل 
1
( )f x

  على المجا  اتمام  يداز ومت مستمر 0,   في 1, . يامنننf 1و
f
  علم المفي يكونان( ; , )O i j

  
yنينيبالنسةة لمتناظرين  x . : 2 بوضع( ) (ln ) , 1y f x x x   نحصل على  :, 0

y
x ye  

 : ومنإ  1
0          ( )

x
x f x e
  

f  على مستمر  0 ,  الاشتقاقلا تقةل  لكنها 2
0عند 1x ،   التزايدات لا يمكن ت ةيق نظريةوبالتالي 

 .في هذه الحالة المنتهية
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0 1

1

0

 

 
             مستمرة علىال دالةال R: 
 

  
1

, 1
( )

1
   ,    1

1

1

x
x

f x
x

x

e

x e

 
 

 





 

 

 ستنتج بأنن، و Rعلى  fتغيرات ند س  
على  fاقتصا  1,   ت ةيق تقابليهو. 

1 العكسي عين الت ةيقنثم  
f
. 

 

  الدالةf تقةل الاشتقاق على 1:     
        , 1

( )

 (  ,    1

1

1

 

1)

x
f x

x

x

x

e

x e

   
 





 

    0د اسة الاشتقاق عند 1x  :عساب النهايتين    

11

11 1 2
lim lim 2

1 1xx

xf x f x

x x

e
 

  
 

 
 

                                                      

11

11 1 2
lim lim 1

1 1xx

xf x f

x x

e
 

  
 

 
 

0عند تقةل الاشتقاق لا  fينتج أن 1x  .ومننىf  0نصفي مماسين عند يقةل 1x . 
limلدينا  ( )

x
f x


  و ( )

lim
x

f x

x
  ومننىf .يقةل فرعا لا نهائيا باتجاه وو  التراتيب  

lim ( ) 1
x

f x
 

 . مننىf  1معادلتإ ) امقا ب اخ أيضا يقةلy ). 

                      1                  1                     x 
              1        2       0             ( )f x 

                                                     1 
                              2 

                         31 e     
( )f x 

2xالتي فاصلتها نق ة اليقةل نق ة انع اف عند  fمننى  .  الدالة(f  0عند  تنعدم 1x   إشا تها(. مغير 

 الة الد)(xf  تماما علىيداز ومت مستمر   1, وتأخذ قيمها في ،  1,  .العكسية تهادال فهي تقابل 
1
( )f x

 على المجا  اتمام  يداز ومت مستمر  1,   في 1, .  
  1  وضع :ب( ) 1, 1xy f x xe      نحصل على  ln( 1) 1, 2x y y    
    ومنإ  1

2          ( ) ln( 1) 1x f x x


    

O 

1
( )y f x


  

y x  

( )y f x  

x 

y 


