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 العددية المتتاليات
n,...,1,2حد، كل دالة عددية معرفة على الأعداد الطبيعية الأولى  pنسمي متتالية منتهية بـ p وإذا كانت هـه  الدالـة ،

نستخدم  معرفة على كل الأعداد الطبيعية، نقول عن المتتالية المرفقة بأنها غير منتهية.  *nnu
N

لتمثيـل المتتاليـة يرغـير المنتهيـة   
1 2, , , ,nu u u   أو nuحيث ،  nuقيمة الحد من الرتبة :n. 

  -   ةرتيب اتمتتالي nu  1متزايدة, nnn u u       -  nu  1متزايدة تماما, nnn u u   
-  nu  1ثابتة, nnn u u        -  nu  رتيبة nu  .متناقصة أو متزايدة 

تتالية حسابية: : م تتاليات حسابية وهندسيةم nu  1متتالية حسابية إذا تحقق, nnn u u r   N. 
0nuالحد العام:     u r n          :0  مجموع الحدود الأولى( 1)
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متتالية هندسية:                 nu  1متتالية هندسية إذا تحقق, n nn u q u   N 
0الحد العام:       

n
nu u q  . 0إذا كانq فإن ،nu  0يكون معدوما؛ ربما ليس كهلك من أجلn . 

1qإذا كان و          0مجموع الحدود الأولى:  .. تكون كل الحدود متساوية
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نعتبر المتتالية            *nnu
N
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بين أن  - nv  د أساسها واكتب حدها العام.جمتتالية هندسية؛ 
lim، ثم احسب nبدلالة  nuأكتب  -

x
nu
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1في الحالتين  nuادرس  - 0u  ،1 1u  . 
  1لدينا
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المتتالية منه و  nv  1هندسية؛ أساسها
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  1وحدها الأول
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  1الحالة 0u :   المتتالية nv لكن ليس لها معنى . nu  ثابتة، ومساوية للصفر, 0nn u  N. 
  1الحالة 1u   :   المتتالية nv  1وأساسها  4هندسية، حدها الأول
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:؛ وحدها العام 
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ومنه ،   
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 
، و  nu  3متقاربة نحو. 

x, ، إذا تحقق Aحاد من الأعلى لـأنه  Mنقول عن .جزء من  A:  الحواد A x M   
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Aبحيث Aحاد من الأعلى لـ Mوإذا كان M فإنM  لـ العنصر الأعظمييُسمىA.  ونرمز له بالرمز max A 
مثلا المجموعة   العنصر الأعظمي إن وُجد فهو وحيد.:  ملاحظة       1, 2 3A   .محدودة 

)sup، ونكتب Aأنه حد أعلى لـ نقول عن .جزء من  Aلتكنالحد الأعلى  )A إذا تحقق ،: 
, , 0 , ,x A x a A a            

بالشـــكل مكتـــو  و  كـــل عـــدد حقيقـــي أمـــ ر تمامـــا مـــن ومـــن أجـــل  ، Aهـــو حـــاد مـــن الأعلـــى لــــ بمعـــنى أن    مـــ ،
0   حادا من الأعلى لـسوف لن يكونA. 

إذا وُجد   :ملاحظة max A فإن ، sup( ) maxA A.   
)supإذا كان و            )A Aفإن ، max A موجود: sup( ) maxA A 

تعاريف مشابهة للحد الأدنى  min A والعنصر الأم ريinf ( )A لمجموعةA. 

للمتتالية حاد من الأعلى   Mالعدديكون :   محدودة اتمتتالي nu ،عندما يتحقق nu M  من أجل كلnu ،
للمتتالية. وعندئه نقول عن المتتالية بالحد الأعلى الحواد العليا أصغر ويسمى  nu ا محدودة من الأعلى.بأنه 

 تعريف يخص المحدودية من الأدنى. يرالحد الأعلى ، فإن هه  القيمة هي ذروة المتتالية. aتساوي  nuقيمة لـ أكبروإذا وجدت 
تكون المتتاليةو  nu  ،على ومن الأدنى. أي إذا وجد عددإذا كانت محدودة من الأمحدودةC  :, nn u C  

1  المتتالية

n

 
 
 

)*و  . 1و 0: محدودة بـ  ) 2nn u n  N لكنها ليست محدودة من الأدنى.1: حدها الأعلى ، 

نهاية للمتتالية  يكون العدد :  متتالية نهاية nu ونكتب ،lim nu   أوnu ؛ عندما يكون، من أجل كل عدد
0  يوجد ،nة: ، بحيث يكون لدينا ابتداء من هه  المرتبnu    . 

0أو بعبـــارة أ ـــرك إذا كـــان مـــن أجـــل كـــل عـــدد   ـــة ، تكـــون كـــل حـــدود المتتالي nu  ـــه منهـــا تحقـــق باســـتثناء عـــدد منت
nuالمتراجحتين      أو تحقق ،nu  . 

 بخلاف ذلك.متباعدة ، وتكون متقاربةعندما تقبل متتالية نهاية نقول عنها بأنها  -

مثلا في المتتالية -
*
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للمرتبة الأولى الأكبر من  n، إذا رمزنا بـ
2

1


، فإنه يكون لدينا ابتداء من هه  

21 المرتبة 

n
  وبالتاليnu     والمتتالية  nu .متقاربة نحو الصفر 

 كل متتالية تقبل نهاية واحدة على الأكثر. -  متقاربة تمتتاليا
 .كل متتالية متقاربة تكون محدودة -
  ن متقاربة.كل متتالية متزايدة ومحدودة من الأعلى تكو  -
إذا كانت  - nu و nv  متقاربتين، وكانn nv u  من أجل كلn فإن ،lim limn nv u. 
إذا كانت  - nu و nv  متقاربتين، فإن lim lim lim 0n n n nu v u v    
 إذا حققت - nu: 0, , p qh k p k q k u u h          .تكون متقاربة 
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تؤول المتتالية  - nu  نحو النهاية  :0إذا تحقق , , nh k n k u h       
 .ية متزايدة وغير محدودة من الأعلى تكون متباعدة نحو كل متتال -

إذا تقاربت     عمليات على المتتاليات المتقاربة nu  و nu   و نحو يكون: فإنه ،على الرتيب 

n nu v    ،   . n nu v    ،    0     n
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المتتالية التدريجية  نعتبر                 nu:المعرفة كما يلي ، 
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 . وبين أنها متزايدة، واستنتج تقاربها.2ة من الأعلى بـ برهن بأن هذه المتتالية محدود
0nمن أجل  .بالتراج  ، 0 يكون لدينا 2 2u  . 

2nuبفرض أن  2       ، يكون 2 2 2 4 2 4 2n n nu u u          
ومنه المتتالية  nu  2محدودة من الأعلى بـ. 

و - nu  متزايدة لأن  2
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إذن  nu  نهايتها. ؛ فهي متقاربة. لتكن 2متزايدة ومحدودة من الأعلى بـ 
بما أن  nu  و 1nu   2تحقق  ، فإن لهما نفس النهاية   2ومنه. 

نعتبر المتتالية ذات الحد العام:              
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1نعتـــبر المتتاليــة :  رجةمتتاليــات مســـت  2, , , ,nu u uالأول . لنســـتخرلح الحـــد
1

nu  1ذي الرتبــةnثم الحـــد الثـــاي ،
2

nu 
ـــــــــه  ـــــــــهي مرتبت 1ال 2n n ـــــــــى ـــــــــهلك نحصـــــــــل عل ـــــــــة الحـــــــــدود؛ وب ـــــــــة :، وهكـــــــــها مـــــــــ  بقي ـــــــــة المســـــــــتخرجة يرغـــــــــير المنتهي  المتتالي

1 2
1 2, ,..., , ...

n
n n n nv u v u v u   .     :1,2,3مستخرجة من المتتالية  ...,1,3,5المتتالية مثلا,... 

 في كل متتالية محدودة، يمكن استخرالح متتالية جزئية متقاربة. -
 تخرجة تكون إما متزايدة، وإما متناقصة، وإما ثابتة.في كل متتالية عددية، توجد متتالية مس -
 إذا آلت متتالية إلى نهاية معلومة، فإن أية متتالية مستخرجة منها ستؤول إلى نفس النهاية. -

1تؤول المتتاليات مثلا: 

n

 
 
 

1و  

2n

 
 
 

1و  

3n

 
 
 

 نهاية، وهي الصفر.إلى نفس ال 

تكون المتتاليتان    متتاليات متجاورة nu و nv :متجاورتين إذا تحقق ما يلي 
  nu  متزايدة و nv ،متناقصة؛ أو بالعكس  
 1 1n n n nn nn u v u u v v      ،     وعندئه تتقار  المتتاليتين nu و nv .نحو نفس النهاية 
  lim 0n nu v . 

المتتالية نعُرفدالة عددية،  f:  تدريجية اتمتتالي nu 0بإعطاء حدها الأولu  1وعلاقة التدريج( )n nu f u  
جمي  حدود المتتالية  يشملالهي  Iالمجال ونحدد، fت يرات سدر نلدراسة هها النمط من المتتاليات،  nu. 

  إذا كانت nu  فإن المتتالية متقاربة وتقبل النهاية ، nf u  تكون متقاربة وتقبل النهاية f  ،حيثf  دالة
 عددية مستمرة.

 لتكنf 1الة عددية مستمرة. إذا كانت المتتالية التدريجية د( )n nu f u   هي حل للمعادلة  متقاربة، فإن نهايتها
( )f x x.  وهها ما يدف  للاستعانة بمنحنى( )y f x وy x. 

 إذا كانت الدالةf متزايدة على مجالI فإن المتتالية ، nu .مقارنة بين قيمتي الحدين الأولين منها تدلنا  تكون رتيبة
على تناقص أو تزايد المتتالية  nu. 

ا اعتبرنا بالفعل، إذا م ;I a b 0، وكانت 1u u0، فإن 1( ) ( )f u f uبالتراج  يمكن إثبات أن . nu  المحدودة
 . فهي إذن متقاربة.تكون متزايدة، bمن الأعلى بـ
0كانت وكهلك إذا   1u u0، فإن 1( ) ( )f u f uونثبت أيضا بالتراج  إثبات أن . nu المحدودة من الأدنى بـa ،

 تكون متناقصة. إذن فهي متقاربة.
هي نهاية إذا كانت  nuولكون ،f على ةستمر مI فإن ،  nf u ستتقار  نحو f. 
)1، ومن العلاقةnuإذن لدينا )n nu f u  صل على المساواةوالمرور على النهاية، نح  f . 

 إذا كانتf متناقصة علىI فإن المتتاليتين المستخرجتين ، 2nu و 2 1nu  .تكونان رتيبتين، وبجهتين متعاكستين 
f، فإنمتناقصة fتكانبالفعل، إذا   f :تكون متزايدة. ومنه يكون لدينا 

, : ( ) ( ) ( ) ( )x y I x y f x f y f f x f f y       
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fبتطبيق النظرية السابقة على الدالة fتكون المتتالية ، 0 2 0 4 2; ( ); ( );u u f f u u f f u   ،رتيبة ومتقاربة
تتالية وكهلك الم 51 3 1 3; ( ); ( );u u f f u u f f u .تكون رتيبة ومتقاربة ، 

 دراسة المتتالية:         
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موجبة وتنتمي إلى المجال  nuكل حدود 0,1: 
على المجال مستمرة  fالدالة  0,1: و  0,1 , ( ) 0x f x    ، منهوf  متناقصة على المجال 0,1. 

حسب النظرية فإن المتتاليتين المستخرجتين  2nu و 2 1nu  س:رتيبتان وفي اتجا  معاك 

نلاحظ بأن 
0 0u   ،1 1u  ،

2

1

2
u  ومنه ، 2nu  متزايدة و 2 1nu  .متناقصة 

ولكـــــــون  nu  نهايتهـــــــا، فـــــــإن  متقاربـــــــة ولـــــــتكن 2nu و 2 1nu   متقاربتـــــــان أيضـــــــا نحـــــــو نفـــــــس النهايـــــــة :
  f f  يرلأن  22( 1) nn

u f f u


  وf f  . مستمرة 

1لدينا إذن 

2





1التي تعطي القيمة   5

1.618
2


 . 

) نعرف المتتالية التدريجية                 )
n

u:بالشكل ، 
0

1

2
1

0
2

,
n

n

u

u
u n







 

 


R

 

)ما هي النهايات الممكنة لـ  ..11 )
n

u ؟  

)( بين أن المتتالية  ..22 nu متزايدة مهما كان nN. 
 من أجل  ..33  00 , 1 u  أثبت أنه من أجل كل ،nN0 يكون لدينا 1nu . 

)واستنتج أن     )
n

u متقاربة. ما هي نهايتها في هذه الحالة ؟ 
01 من أجل  ..44 u أثبت أنه من أجل كل ،nN 1يكون nu،   استنتج أنlim nn

u


   . 

)إذا تقاربت المتتالية   ..11 )
n

u يحقق:  ، فإن  نحو
2

1

2


،  2ومنه

2 1 0  .  1أي. 

)( تزايد المتتالية  ..22 nu :   إذا وضعنا  
n

xu  و 
1

( )
n

f xu


  ،يكون  س 
2

1

2
( )

x
f x


. 

: لدينا  
2

21

2

1
( ) 1

2

x
f x x x x


       ،  ومنه    ( ) 0f x x   

)أن المتتالية  نستنتجومنه  )
n

u : 1تحقق; 0nnn u u   N . أي( )
n

u مهما كان متزايدة nN. 

الدالة   ..33
2

1

2
( )

x
f x


 على  ومستمرة وتقبل الاشتقاق معرفةR،  :حيث( )f x x  

 

) إذن ) 0 , 0f x x        0    :لديناو, 1

1
inf

2
f

  
    0و, 1

sup 1f
  

 
  ومنه    1

2
0 0, 1 , 1 , 1f         ،وأ يرا  ; 0 1nn u   N 
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): بما أن نتيجة )
n

u  من الأعلى، فهي متقاربة ةومحدودمتزايدة. ( )
n

u  1تتقار  نحو النهاية. 
 

 بوض :  ..44
n

xu  و
1

( )
n

f xu


  ،أن  وبما( )f x01، فإنه إذا كان  متزايدة u:يكون ، ; 1nn u  N 
 

)المتتالية تكونو  )
n

u لكنها لن تكون متقاربة في هه  الحالة، لأننا لو فرضنا أن متزايدة أيضا ،( )
n

u ،محدودة 
)فستصبح  )

n
u  متقاربة نحو.  1: 0   ، وعندئه; nn u u  N 

01. لكن 0u، يكون : nبالمرور على النهاية لما  u 1،  ومنه . 
)وهها يناقض الفرض. إذن المتتالية المتزايدة  )

n
u .ومنه  فهي ليست متقاربةlim nn

u


    
 


