
 

 

 التفاضليةمعادلات ال
0الدالة    تمهيدي مثال :

x
f x e

 ؛ *   قابلة للاشتقاق على  المعرفة على. 
ولدينا    0

x
f x e f

       0الدالة ،  وf  0تحقق المساواة 0 0f f   
  تسمى المعادلة 1 0f f  حيث المجهولf  0ويسةمى معادلةة تفاضةلية  : دالةة قابلةة للاشةتقاق علةىf   حة

لمعادلة تكتب ا لهذه المعادلة. 1  بالشكل: أيضا 2 0y y   حيث المجهولy دالة قابلة للاشتقاق على ،. 
 (.2، والتي تحقق المعادلة )والقابلة للاشتقاق على  xللمتغير yبالعكس، يمكن طرح مسألة تعيين كل الدوال

 الأولى ةتفاضلية من الرتبادلات مع
     نعتبر المعادلة التفاضلية , , 0g x y y     * 

   نعني بحل المعادلة التفاضلية * تعيين كل الدوالy :حيث 
 .، وتأخذ قيمتها فيمن  Dمعرفة على yالدالة -
 .Dتقبل الاشتقاق  yالدالة -

تحقق المعادلة  yالدالة - *. 

   إذا بدلنا,y y   في * بالنسبة إلى اهميبعبارتxفإن الدالة ،y ذات المتغيرx تصبح مساوية للصفر على مجالD 
yومشتقتها yتكون فيه من   معرفة. 
3yفي المعادلةةة مةةث       ،D   ،تكةةون مجموعةةة حلولهةةاy 3 : ، هةةا الةةدوال اة ةةلية للدالةةة الىابتةةة علةةىx  أي

3y x c    (c  من)  .3y x c معادلة كل المنحنيات البيانية الممىلة للدالة :y   x 
1cمن أجل   : cقيمة خا ة للىابت الاختياري  ،3 1y x معادلة )منحنى( مستقيم :. 

على النقطة  yالممىلة للدالة إذا اشتمل أحد هذه المنحنيات 0 0 0,M x y 0، فإن 03y x c .  0ومنه 03c y x  
والمعادلة المرفقة ها:  0 03 3y x y x   

أن حل المعادلة التفاضلية بنقبل و   * كما يسمى كل الح  العام  سمى مىل هذا الحل ي   ،(حقيقيا )مستقلاثابتا  يشمل
 بالح  الخاص. ا الىابتلهذ ةحل ينتج من الحل العام بإعطاء قيم

  سب التكامل  نحdxxx xez 
 )1(

2
1)(  التفاضلية التي تقبلشكل المعادلة نو .  2

الدالة   xez cxxx  22
2
1)(  .(ثابت اختياري حقيقا c ) .  حلا لها  2

 الدالة: نشتق        xez cxxx  22
2
1  نجد :   2    xez cxx  22
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 لة التفاضلية المطلوبة بالشكل:دنجد المعا cوبحذف الىابت الاختياري   xezz x   1 
  الدوال :xy e    ( )0ها حل عام للمعادلة التفاضلية  ،عدد حقيقاy y  . 

xy حيث معرفة وقابلة للاشتقاق على  yلةابالفعل، الد e  . 
بوضع 

x

y

e



 (0xe وتبديله بقيمته في عبارة ،)y.نجد المعادلة التفاضلية المطلوبة ، 

معادلات من الشك    1      ( )y f x      حيثf  دالة مستمرة على مجالI  من. 



 

 

، ها I( في المجال 1فإن الحل العام للمعادلة ) I( في المجال1، فإن الحل العام للمعادلة )Iعلى fدالة أ لية لة hإذا كانت 
  ، حيث:yالدوال   ( ) ( )c y f x dx h x c    

 
2

1
1 xy e

x


    0,D   ،

2
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1 xf e

x

 مستمرة علىD ، الحل العامو: 
2

1 1
1 x xy e dx e c

x
     cR 

y(1)الحل الخاص e  .  (1)1لديناy e e c e c e      ومنه الحل الخاص على 0,   هو
1

0
xy e 

معادلات من الشك   3 y y  حيث  من*R. 
التي تحقق DRالقابلة للاشتقاق على yنعين الدوال 3 0. نلاحظ بأنy  اهري لةحل ظ 3 

حل للمعادلة  y: ليكنDنبحث عن الحلول التي لا تنعدم على 3بحيث ،y لا ينعدم علىD. 
لدينا        3 3

y

y



       بمكاملة طرفيو 3  :نجدln y c x d  ،  *,c d   

cأي:  x d c xdy e e e


   ،  *,c d   
cإما فإن إشارتها تبقى ثابتة على هذا المجال. Dعلىولا تنعدم مستمرة  yوبما أن xdy e e   وإماc xdy e e   

cفي كلتا الحالتين، نكتب  x
y e  ، * حلول . و 3 ها الدوال ،c x

x e  المعرفة على (*) 
حل كيفا للمعادلة  yليكن   تعيين الحل العام ( أ 3. نأنعلم بc x

x e المعرفة علىD ها حل للمعادلة 3 
cبوضع  x

y
z

e
  0

c x
e   يكون لديناc x

y z e . y تقبل الاشتقاق علىD   :c x c x
y z e c x e   

c ومنه  x c x c x c x
y c y z e c x e c x e z e           

ها حل للمعادلة  yبما أن 3  0فإنz  أي أن ،z ها الدالة الىابتة علىD. 
cإذن الدوال x

y e  ، *   0، وكذلك، من أجل المعرفة في   :0)الحل الخاصy  ها حلول للمعادلة )
التفاضلية  3. 
إذا كان 0 0,x y  من ,D  0يكون

0

c x
y e  0، ومنه

0

c x
y e


  0والحل الخاص الوحيد

( )

0

c x x
y y e


  

 معادلات تفاضلية خطية من الرتبة الأولى
0ثابتين حقيقيين مع  bو aليكن aولتكن ،.g دالة عددية معرفة ومستمرة على مجال مفتوحI  منR. 
            لنعتبر المعادلة التفاضلية 1 a f b f g   

نكتب 1        بالشكل( ) ( ) ( )a f x b f x g x x    R 
ها الدالة المعدومة، المعادلة gعندما 1  0تأخذ الشكلa f b f   متجانسة أو معادلة بدون طرف ، وتسمى معادلة
 ثاني.

fالمعادلة المتجانسة تكافئ المعادلة  b

f a


 التي حلها هو : ( )

b x
af x c e


  حيثc  منR. 

تكةةون مجموعةةة حلةةول المعادلةةة 1وع لحةةل خةةاص للمعادلةةة مةة، هةةا مجموعةةة الةةدوال الةةتي هةةا علةةى شةةكل مج 1  وحةةل عةةام
 للمعادلة المتجانسة المرفقة.



 

 

  إذا كانت( )g x مستمرة على مجالI  منR وكان المعاملان ،a وb دالتين لةx مستمرتين علىI  بحيث
0 ( )a x. 

         1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a x y x b x y x g x   
فإن المعادلة المتجانسة:                     2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0a x y x b x y x      

)ستأخذ الشكل  )

( )

y b x

y a x


وها تكافئ عندما تكون ( )H x دالة أ لية للطرف اةيمن، المعادلة ln ( ) ( )y x H x 

1ومنه                   

( )
( ) ( )

H x
y x y x c e   حيثc  منR. 

نحصل على مجموعة حلول المعادلة  1 بإضافة حل خاص للمعادلة ، 1 .إلى كل حلول المعادلة المتجانسة المرفقة 

 البحث عن ح  خاص للمعادلة 1 بطريقة تغيير الثابت 
)هذا الحل الخاص يوضع بالشكل  )

( ) ( )
H x

y x c x e   حيث تتحدد الدالة( )c x ."بتغيير الىابت" 
)بالاشتقاق  ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
H x H x

y x c x e H x c x e       . وبالتعويض في 1 نجد: 
 ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

H x H x H x

H x H x

a x c x e H x c x e b x c x e g x

a x c x e a x H x c x e

       

    
( )

( ) ( )
H x

b x c x e  ( )g x

 

( )
( ) ( ) ( )

H x
a x c x e g x        ومنه( )( )

( )
( )

H xg x
c x e

a x


  

 ( والتعويض في عبارة هذا الحل الخاص ، نجد :Iبمكاملة هذه اةخيرة )مركبة من دوال مستمرة على

0

( ) ( )( )
( ) ( )

( )

H x H xg x
y x y x e e dx

a x


   

)فيكةةون )y x  الحةةل العةةام للمعادلةةة 1  : مؤلفةةا مةةن مجمةةوع الحلةةين
1
( )y x و حةةل عةةام للمعادلةةة المتجانسةةة

0
( )y x  حةةل

خاص للمعادلة  1 أي .
0 1

( ) ( ) ( )y x y x y x  

       ( ) ( ) ( )( )
( )

( )

H x H x H xg x
y x e e dx c e

a x


      ( )

( )
( )

b x
H x dx

a x
   (c  ثابت اختياري منR) 

 

  لمعادلة التفاضلية:     حل اxexxyxy  )()( ( ........1) 
)0(1واستنتج الحل الخاص لها الذي يحقق الشرط الابتدائا:     

0
y 

   التكاملأحسب  dxxx xez 
 )1(

2
1)(  .  ثم شكل المعادلة التفاضلية التي تقبل الدالة2

                     xez cxxx  22
2
1)(  ثابت اختياري حقيقا(c  )     .  حلا لها  2

  نوجد أولا الحل العام
1

y :0 للمعادلة التفاضلية المتجانسة)()(  xyxy :بالشكل xecy 
1

 
 ثم نوجد حلا خا ا

0
y ( 1للمعادلة التفاضلية) بالشكل يكون : xexcy  )(

0
. 

xx نجةةةةةةةةد: اةخةةةةةةةةيرةباشةةةةةةةةتقاق العلاقةةةةةةةةة  ee xcxcy  


)()(
0

 أي: 
00

)( yxcy xe 
 ،  وبةةةةةةةةالتعويض في

xxنحصل على:   (1المعادلة ) ee xyyxc  
00

)(   



 

 

dxxdcx   التي تكافئ:
dx
dcxxc  )( 
2     ل:وبالمكاملة، نحصل على إحدى الدوال اة لية بالشك

2
1)( xdxxdcxc   

2فيأخذ الحل الخاص للمعادلة المتجانسة الشكل:  

0

1
( )

2

x x
y c x xe e 

    

  الحل العامy ( 1للمعادلة: ) 
01

yyy    أي   :xx ee xcy   2

2
1    

والحل الخاص
0

y 0(1 لشرط:االذي يحقق ( 1) للمعادلة(
0

y   : 10أي
2
1 00 2   cc ee هو : 

xexxfy  )1(
2
1)()0( 2 

 نجدها بالمكاملة بالتجزئة كالآتي: xf)(إحدى الدوال اة لية للدالة:  -
   

 :باشتقاق الدالة     xez cxxx  22
2
1  نجد :   2    xez cxx  22
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 لة التفاضلية المطلوبة بالشكل:دنجد المعا c الاختياريوبحذف الىابت   xezz x   1 

  :حل المعادلة التفاضلية     ( ) ( ) 1xe y x y x      ......(1) 
)0(0 الحل الخاص لها الذي يحقق الشرط الابتدائا: واستنتج y . 

)     التفاضلية: المعادلة. حل 1  أ(  ) ( ) 1xe y x y x   ( ...1)     
  نوجد الحل العام

1
y :للمعادلة التفاضلية المتجانسة ( ) ( ) 0xe y x y x   ( ...2)  : 

1 1( ) ( ) 0 lnx x x
xey

e y x y x e y c e y c
y

e 


            

     : (2) لة العام الحلومنه       1

xe
y x c e


    حيثcR 

  نوجد حلا خا اثم
0

y ( 1للمعادلة) 0 من الشكل: يكون ( )
xe

y c x e


 . 

0 العلاقة نجد:هذه باشتقاق  ( ) ( ) ( )
x

x xe e
y x c x c xe e e

         
0        نحصل على: (1في ) وبالتعويض 0

x
y ye    

      ( ) ( )
x x x

x xe e
c x c xe e e e e

  
    ( )

x x
xe

c xe e e


  ( ) 1
x

xe
c xe e


   

) ومنه  )
x

xe
c x e e


   . وبالمكاملة، نحصل على إحدى الدوال اة لية لة)(xc :بالشكل 

       ( )
x

x xe e
c x dxe e e

  
     ، 0:  ( 1) لةة اصالخفيكون الحل ( ) 1

x xe e
y x e e

  
     

  الحل العامy ( 1للمعادلة ): 
01

yyy     هو     :( ) 1
xe

y x c e


     حيثcR 

(0)( الذي يحقق1للمعادلة ) 2yالحل الخاص  0y :   1
0

1 1 0
e

c ce e


      

1c  : ومنه e  2:  وب هوالحل الخاص المطل يكونو
1( ) 1

xe
y x e e


  . 
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