Chapitre 4

Mesure produit et théoreme du
changement de variable

.1 Notion de mesure produit

On suppose ici que tous les ensembles mesurés sont o-finis. On rappelle la définition

Définition 24. Soit (X, T, u) un espace mesuré. On dit qu’il est o-fini s’il existe une suite (Ey,)
croissante d’éléments de T telle que | JE, = X et u(E,) < +0oo.

Exemple 26. Par exemple (R,B(R), A1) est o-fini car les E, := [—n,n] forment une suite
croissante de boréliens de mesure 2n < +oco dont la réunion est égale a R.

L’objectif ici est de définir & partir de (X, T, ) et (¥, S,v) un produit d’espaces mesurés sur
X x Y. Nous aurons besoin d’une hypothése technique dans la suite (qui est toujours vérifiée en
pratique) c’est que les espaces mesurés soient o-finis.

Avant de définir la mesure produit, on définit la tribu produit.

Définition 25. Soit (X,T) et (Y,S) deux espaces mesurables. Alors on définit
TeS:=c({AXxB|AeT et BeS})

la tribu sur X x Y.

Proposition 49. Soit (Z,R) un espace mesurable. Alors f : Z — X xY qui envoie z sur
f(z) = (fx(2), fy(2)) alors [ est mesurable pour la tribu produit sur X XY si et seulement si
fx et fy sont mesurables.

Démonstration. Si f est mesurable et T € T, f)}l(T) = YT xY) € R et donc fx est
mesurable. De méme fy est mesurable.

Réciproquement, si fx et fy sont mesurables et (T,S) € T x S alors f~1(T x S) = fx*(T)N
fy1(S) or fx et fy sont mesurables donc fi!(T) et fy(S) sont dans R et donc f~H(T'x S) € R.

D’ou f est mesurable. O
On peut étendre cette notion de produit de tribus (Xy,7;), ..., (X4, 74) & un nombre fini
quelconque.

Ti® - @Tg=0c({TL x---xTyq|T; € Ti})
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Le lemme qui suit permet de justifier que le produit de d tribus s’identifie au produit successif
de deux tribus.

Lemme 10. Soit (X1,7T1), (X2,72) et (X3,7T3) trois espaces mesurables alors
(TeT)@Ts=Te(TeT)=T1eT2&Ts.

Démonstration. On se contente de montrer que (71 @ T2) @ T3 = T1 @ T2 @ Ts.
Si (Th,T2,T3) € Ty X Ta x Tz alors (T1 x Ta) x T3 € (T1 ® T2) ® Ts. Ainsi la tribu engendrée
par les T} x Ty x T3 est contenue dans (71 ® T2) ® T3 d’out

T1eT®T3C(TheT)®Ts.
Réciproquement, on fixe T3 € T3. Soit
R={TeheT|TxT3eTh®T®Ts}

On vérifie facilement que R est une tribu. Puisque pour tout Ty € T, 1o € T, T1 X T5 € R, on
en déduit que 7; ® T2 C R. Puisque l'inclusion réciproque est évidente, on a égalité et donc

RT3 CTheTa®Ts.
D’ou I’égalité. O
Un cas particuliérement important est celui des tribus boréliennes sur R%.
Théoréme 10. Soit d > 1, alors

BRY) =BR)® - @ B(R).

d fois

Démonstration. D’une part, il est clair que tout produit de boréliens sera un borélien de telle
sorte que B(R) ® - -- ® B(R) est clairement contenu dans B(R?).

Réciproquement, on a vu que B(R?) était engendré par les ouverts du type Uy x - - - x Uy avec
les U; ouverts de R. Puisque ces ouverts sont contenus dans B(R) ® --- ® B(R), on a l'inclusion
de B(R?) dans B(R) ® - - - ® B(R). D’ou I'égalité. O

Dans la suite, nous allons définir une mesure sur le produit de deux espaces mesurés (X, T, u)
et (Y,S,v). Pour cela, on commence par démontrer un lemme sur les sections.
Soit Re T ®S et (a,b) € X xY alors on définit

Ro={yeY |(a,y) € R} et R® ={z € X | (z,b) € R}.

Lemme 11. Pour tout RET ®S et (a,b) € X xY, R, €S et R® € T.
De plus, a — v(R,) et b u(R") sont mesurables.

Démonstration. Soit a € X, notons R :={R €T ®S | R, € S} alors on vérifie facilement que
R est une tribu. De plus, si R =T x S avec T € T et S € S alors on vérifie facilement que
R,=0sia¢Tet Ry, =Ssia€T. Ainsi, T ® S est contenu dans R d’ou 1’égalité entre les
deux. Ainsi tout R€ T ® S, R, € S.

On reprend la notion de A-systéme abordée dans la feuille de TD4. Notons

A={ReT®S|a— v(R,) est mesurable}
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— Montrons que A est un A-systéme. Clairement, () € A de plus si (R,,) est une suite crois-
sante d’éléments de A alors pour tout a € X,

() ) (U] - sm e

on a donc exprimé a — v ((Un Rn)a) comme limite de suites de fonctions mesurables.
Finalement si R,S € A avec R C S alors pour tout @ € X, v((R\ S)s) = v(Rs \ Sa) =
v(Ry) — v(S,) et donc a — v((R\ S),) est mesurable.

— De plus A contient le 7-systéme 7 x S, en effet si R =T x S et a € X alors R, = S si
a€Tet R, ="0sia¢T, autrement dit v(R,) = 1r(a)r(S) qui est donc mesurable.

— D’aprés le dernier exercice de la feuille 4, puisque (7 x §) =T ® S, on en déduit que
A=T ®S. Dot pour tout R€ T ®S, a+— v(R,) est mesurable.

O

On en vient au théoréeme sur les mesures produits.

Théoréme 11. Soit (X, T,u) et (Y,S,v) deuzr espaces mesurés o-finis. Alors

1. il existe une unique mesure m sur (X x Y, T ® S) telle que m(T x S) = p(T)v(S) pour
tout T €T, SeSs,

2. de plus pour tout C € T ® S,
m(C) = [ W(Colduta) = [ w(C€)auty).
X Y

Démonstration. Par le théoreme de caractérisation des mesures a la fin du Chapitre 4, I'unicité
est immédiate car deux mesures m et m’ vérifiant m(7T x S) = u(T)v(S) = m/(T x S) coincident
sur le m-systeme 7 x S. L’unicité est donc claire.

Pour 'existence on passe au deuxieme point. Pour tout R € 7 ® S, on définit

m(R) := / v(Ry)du(x)
X
1l est clair que m((). Si (R,,) est une suite d’éléments deux-a-deux disjoints de 7 ® S, on a
m R, | = / v Ry ) du(z
(U) = [ (U dute)
= / Z V(Ry 5 )du(x) par o-additivité de v
X n
= Z/ V(Ry 5 )du(x) par Beppo-Levi
o Jx

= Zm(Rn)

D’ott m est une mesure.

Finalement, on vérifie facilement que m(T x S) = u(T)v(S). De méme si 'on définit m'(R) :=
Jy 1(RY)dp(y), on montre que m/(T x S) = pu(T)v(S). D’oti la conclusion par unicité démontrée
au premier point de ce théoréme. O
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Définition 26. Soit (X, T,pu) et (Y,S,v) deuzr espaces mesurés o-finis. L’unique mesure ca-
ractérisée dans le théoréme précédent est appelée la mesure produit de u et v, on la notera
nRuv.

On vérifie facilement que (1 ® p2) ® ps = 1 @ (p2 @ p3). On peut donc parler de la mesure
produit p1 ® pe ® ps sur 3 espaces mesureés.

Corollaire 15. Soit d > 1. La mesure de Lebesgue A\g = (\)®7.

Démonstration. Au vue de la définition précédente, on voit facilement que pour tout hyperpavé
[a1,b1] X - -+ [ag,bg], on a

(M) ([ar, br] x - - [ag, ba]) = (b1 — ar) x -~ (bg — aa).
Il est alors clair, par unicité de la mesure de Lebesgue, A\g = (A;)®%. O

Une intégrale d’une fonction f : R? — C pour la mesure de Lebesgue est appelée intégrale
multiple.

On commence avec un théoreme de calcul pour les intégrales produits de fonctions posi-
tives. Ce théoréme est le théoréme Fubini-Tonelli. Ce théoréme permet d’intervertir le sens
d’intégration de fonctions sur un produit.

Théoréme 12. Soit (X, T,u) et (Y, S,v) deur espaces mesurés o-finis. Soit f: X x Y — R,.
a) Les fonctions x — [y, f(x,y)du(y) ety — [y f(x,y)du(z) sont mesurables.

) [ savon | (] o) s~ | (] i)

Démonstration. a) Pour tout y € Y, x — f(x,y) est mesurable. Ensuite on approche f par une
suite croissante (f,) de fonctions étagées positives. La mesurabilité de = — [, fn(z,y)du(y)
quand f,, est étagée s’obtient alors avec le lemme précédent le théoréme. Ensuite la limite
quand n tend vers 4+oco est & — [, f(z,y)du(y) par Beppo-Levi. Elle est donc mesurable
comme limite de fonctions mesurables.

b) Avec le point a) les intégrales sont bien définies. Si f = 1¢ 1’égalité du point b) est donnée
par le théoreme, on en déduit facilement I’égalité pour toutes les fonctions étagées positives.
Ensuite, on en déduit 1’égalité par approximation de fonctions mesurables positives par une

suite croissante (f,) de fonctions étagées et en utilisant Beppo-Levi.
O

Quand la fonction n’est pas positive, on peut également intervertir les intégrales sous hypo-
these d’intégrabilité, il s’agit du théoréme de Fubini-Lebesgue.

Théoréme 13. Soit (X, T, u) et (Y,S,v) deuz espaces mesurés o-finis. Soit f € L*(p®@v) dans
C. Alors

a) p(x)-presque partout, y — f(x,y) € LY(v) et v(y)-presque partout, x — f(x,y) € L (1),

b) les fonctions respectivement définies u(x)-presque partout et v(y)-presque partout
o [ fapanty) ety [ fepinte)
Y X

sont dans L(1) et LY(v) respectivement et de plus

9 o= [ ([ o)~ ([ )
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Démonstration. Le cas complexe se gére facilement en considérant f = Re(f) + Im(f). On se
ramene donc au cas réel.

a) Par le théoréme de Fubini-Tonelli appliqué & f*, on a

/X(/Yfidu) duz/xxyfd(mau)g/}(xylfld(u®u)<+oo

On en déduit que, p(z)-presque partout, [, f*(z,y)dv(y) est finie (car {g = +oo} est négli-
geable si g est positive d’intégrale finie). De méme fX ffE(x,y)du(x) est finie v(y)-presque
partout. D’ou le point a).

b) Pour le point b), on remarque que :

/ f(x,y)dV(y)‘ < [ rrwpaw)+ [ i)

ces deux dernieres fonctions étant intégrables sur X en vertu de l'inégalité établie au point
a), on en déduit que x — [, f(x,y)dv(y) € L' (). De méme pour y — [y f(x,y)du(x).

¢) L’égalité annoncée se déduit immédiatement des égalités correspondantes obtenues pour f+
et f~ a partir du théoréeme de Fubini-Tonelli.

O
L’hypotheése d’intégrabilité est importante, comme le montre le contre-exemple suivant.

Contre-exemple 5. Soit f : (z,y) — 2e2* — e~*¥ une fonction définie sur [0, +oo[x [0, 1].
Alors f est continue donc clairement borélienne sur B([0, +oo]) ® B([0, 1]). Pour tout y > 0,

+oo -1 1 ]t —1+1
/0 f(x’y)dx:[yemije”L =00

Dot f01 (f0+oo f(x,y)dz) dy = fol 0dy = 0. Par contre, pour tout z > 0,

1 1 - -2 - -2
-1 1 e —e " —1+41 et —e "
/ f(l‘,y)dy=[ + ] = - = :
0

ey xe | T T T

On vérifie facilement que cette fonction de x est intégrable sur 0,+oc0 (équivalente & 1 en 0

e~ %

et & ©— en +o0 qui est intégrable). Cette fonction est strictement positive et continue donc son
intégrable est strictement positive. En particulier,

/0+OO (/Olf(x,y)dy) dx # /01 </0+OO f(x,y)dx) dy.

7.2 Le théoreme de changement de variable

Dans cette section nous allons présenter un théoréme tres utile pour calculer des intégrales
multiples sur R? ou un sous-ensemble de R%. On admettra tous les résultats de cette section car
ils reposent sur des notions de calcul différentiel & voir au prochain semestre. A cette fin, on
présente un outil qui a déja été vu pour étudier les fonctions a plusieurs variables : la notion de
dérivée partielle.
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Définition 27. Soit U un ouvert de R% et f : U — R%. Soit 1 < j < d, la j-éme dé-

rivée partielle en u = (u1,...,uq) € U est la dérivée, si elle existe, de la fonction t —
flut, .., ujo1,u5 +6,ujq1,...,uq) ent =0. On la note
of
Exemple 27. Soit p : R? — R? envoyant (r,0) sur p(r,0) = (r cos(f),rsin(f)). Alors
dp . Ip ,
8—(7", 0) = (cos(0),sin(0)) et 8—(r, 0) = (—rsin(h),r cos(9)).
r r

Si f est une fonction d’un ensemble X vers R? alors pour 1 < i < d, on note f* la i-éme
coordonnée de f.

Définition 28. Soit U un ouvert de R et f : U — R, on dit que f est de classe C' sur U si
toutes les dérivées partielles de f sont définies sur U et que ces fonctions dérivées partielles sont
continues.

Si f est de classe C*, lapplication

U — . Md’d(R) )

o 2w ..
Folu = : ) :
d d

L () I ()

est appelée application jacobienne de f. Pour tout u € U, J¢(u) est appelée jacobienne de
f enu.

Exemple 28. Soit p : R? — R? envoyant (r,0) sur p(r,0) = (rcos(f),rsin(f)). Alors

v = (3 i)

On remarquera que det(J,(r,6)) = r.

L’application jacobienne est la généralisation de la notion de dérivée aux fonctions de plusieurs
variables.

Avant de passer au théoréme du changement on présente la notion essentielle en calcul diffé-
rentiel de C!-difféomorphisme.

Définition 29. Soit U,V deuz ouverts de R%. Une application ¢ : U — V est appelé C'-
difféomorphisme si ¢ est bijective, de classe C' et admet une réciproque de classe Ct.

Il est souvent pénible de montrer qu'une application est un C'-difféomorphisme & partir de
la définition. Le théoréme qui suit permet de caractériser les C'-difféomorphismes & partir de la
jacobienne.

Théoréme 14. Soit U,V deuz ouverts de RY. Une application f : U — V est un C'-difféomorphisme
si et seulement si ¢ est bijective, de classe C' sur U et pour tout u € U, det(Jy(u)) # 0.

Admis. O

Exemple 29. Soit p : R? — R? envoyant (r,6) sur p(r,8) = (r cos(6),rsin(f)). Alors p est un
C!-difféomorphisme de ]0, +-o00[x] — 7, 7[ sur R?\ {(z,0) | < 0}.
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On peut maintenant énoncer le théoréeme du changement de variable :

Théoréme 15. Soit d > 1. U,V deux ouverts de R?, f : U — V un difféomorphisme et
YV —=Re LYV, B(V),\a) alors u s po f(u)|det(J¢(u))| est intégrable sur U pour la mesure
Aa de plus

/ Y(v)dv = / Yo f(u)|det(Jy(w))|du.
\% U
Admis. 0

Dans la pratique, l'intégrale de 1 n’est pas calculée sur un ouvert V mais sur un fermé F.
Pour appliquer le théoreme, il faut absolument se ramener & un ouvert. Le plus souvent, il suffit
d’enlever une partie A\g-négligeable a F' pour se ramener a un ouvert V. L’intégrale reste alors
inchangée (car on enléve seulement un ensemble négligeable).

Le théoreme du changement de variable permet notamment de calculer 'intégrale d’une
gaussienne.

VT

+o0o )
Corollaire 16. / e ¥dxr = 5
0

Démonstration. Remarquons que

+oo 2 +oo 2 +oo 2 2 2
(/ e ” dac) = (/ e ” dm) (/ e Y dy) :/ e " e Y da(z,y)
0 0 0 10,4002

ou 'on a utilisé le théoreme de Fubini-Tonelli. Ensuite, on effectue un changement de variable
p )0, +00[x]0, 7/2[—]0, +00[? envoyant (r,0) sur (rcos(f),rsin(f)). Comme remarqué précé-
demment, det(J,(r,0)) = r. Le théoréme de changement de variable nous permet de remarquer
que

2

/ e—z2€—y2d)\2(x’y) — / r€_7-2d)\2(7“, 9)
10,+00[2 10,400[%x]0,7/2[

w/2 +o00 R
= / </ re " dr) do
0 0

+oo
T / re” " dr
2 Jo
T
1

+o0o
D’ofl/ ey = T VT O
o 1”72

On en déduit que

Corollaire 17. La fonction qui envoie un borélien B € B(R) sur ﬁ I e~ dx est une mesure
de probabilité.

Démonstration. On a déja vu dans 'exercice 210 de la feuille 5 que ceci définit une mesure. La
seule chose & montrer est donc que \/% Jge ™ dx=1.0r

2 +OO 2 0 2 Foo 2
/e_””dac:/ e_””dx—&—/ e‘“’dxz?/ e " dx = /.
R 0 —o0 0

D’ou la conclusion. O





