3.4. EXERCICES 27

3.4 Exercices

3.4.1 Enoncés

1) Calculer les limites suivantes :

+too n241
) hmn—>+oof x2n2+1dx

. +oco . x n
(d) limyoyioo [ sin (£) s de
e) limy, 400 f+oo Leos™ () o =[] e
) lim, o0 fo arctan(z/n)e “dx
2) On pose : I(a) = lim, 400 [5 (1 — 2)" ev2dy pour n € N et a € R.

(a) On pose pour n € N, f,, : R™ — R telle que f,(z) = (1 — %)neamlxgn.
Montrer que ( fn)nZO est une suite croissante de fonctions. (On pourra
notamment étudier : g, (z) = (n+1)In (1 — -25) —nln (1 - 2)))

(b) En déduire la valeur de I(«) en fonction de a.

3) Soit u la mesure de comptage ("Card”) sur (N, P(N)). Pour toute suite
positive (tn)n>0, 00 & 1 Y5 <y = [y Unp(dn).

(a) Calculer limy_, o [ano = (1 — mﬂ

(b) Calculer limy_, [ano Sin(;/k)].

4) Inégalité de Jensen.
Soit (E, A, 1) un espace mesuré avec p(E) = 1. Soit ¢ : R — R convexe
et dérivable deux fois (et donc ¢” > 0). Soit (E,A,u) un espace me-
Suré avec ,u(E) = 1. Soit f : (E,A) — (R,B(R)) mesurable et telle que
i ) < +o0.

(a ) Montrer que Vz,y € I, ¢(y) > ¢(2) + ¢'(2)(y — 2)
(b) En prenant z = [, f(t)du(t) et y = f(x) dans l'inegalité précédente,

montrer que :
() e

(c¢) En déduire que pour toute fonction f : [0, 1] — R telle que fol |f(z)|dx <

o ( / 1|f(x>|d:v>2§ / (e

5) (a) Montrer que Vz > 0,0 <1 — e‘z <z

(b) En déduire que Vy > 0, x — 2 * est intégrable sur [0, 4+ocl.

(¢) Pour tout y > 0, on pose

too ] gmaty
F(y) = / ——dx .
B T
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Montrer que F' est dérivable sur |0, +oo[. Calculer F'(y). On rappelle
que

+o00
/ e de = \/7/2 .
0

(d) En déduire F(y) a une constante pres.
(e) Calculer cette constante en regardant lim,, . F'(1/n).
k
6) On considere pour n > 0 la série Zkzo Up jp AVEC Uy | = % <%) )

(a) Montrer que cette série est convergente (Vn > 0). On notera I, sa
limite.

(b) Calculer lim,, o I,.

3.4.2 Corrigés

(1) (a) — Pour tout x > 1, ngl;jl < ’;22'1:21 < n?4nPr’n® < % qui est
intégrable sur [1; +o0].

— Pour tout # > 1, 24L 5 L.

z2n2+4+1 n—otoo ©
Donc, par théoréme de convergence dominée, f0+oo xgiﬂldx —
n—-+o0o
Jo ¥ dr = [1/2]{> = 1.
(b) — Va €]0,1], | L sin(1 /m)( < L et L intégrable sur [0, 1]
— VY €]0, 1],

1
—sin(1/nz) — 0

\/E n—-+o0o
1

c 1 .
donc par convergence dominée lim,, , fo \/%; sin (E) der =20

(c) — Vz € [0,1], }(1 - %)"{ < 1 et la fonction constante égale a 1 est
intégrable sur [0, 1].
— OnaVz € [0,1], (1-%)" = exp(nlog(l — £)) = exp(n(—x/n +

o(1/n))) = exp(—x 4+ o(1l)) — e~* par continuité de la fonction

n—+00
exponentielle.

Donc par convergence dominée,

1 \n 1
/ (1 — —) de — e tdr=1—¢e1.
0 n n—-+4oo 0

(d) — Vz € R, |sin (%) x(1zm2)| < (1+1£2) qui est une fonction intégrable

sur | — 0o, +00],

: T n 1 :
— Vz € R, sin (%) HT4a7) o, ) Car sin(u) U

donc par convergence dominée,

. oo . x n e 1 —+00
n1—1>r—lr-loo . S1n (E) mdl’ = . mdﬂf = [arctan(a:)]_oo =T.
(e) — Vz € R,

2n _ —
el—l—cos (m)e |z| < 62 |z|

qui est une fonction intégrable sur R.
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