Matrices Pascal Lainé
Matrices

Exercice 1.
Pour une matrice a une ligne et une colonne de M; (R) on posera (a) = a.

X1 6 -2 2 2 -1 2
Soit X = (xz> € M3, (R), soient A = §<—2 5 0) etpP = §< 2 2 —1)
X3 2 0 7 -1 2 2
1. Calculer PP, en déduire que P est inversible et donner P~ 1.
2. Calculer D = P71AP

3. Calculer tXAX

4, Onpose X' =P 1X =| x5
X3

0
Calculer X’'DX’ et montrer que ce réel est strictement positif pour X’ # <0>

0
0

En déduire que pour tout X € M3 ,(R), X # (0) , EXAX = 0.
0
Indication : on pourra utiliser les questions précédentes.

Allez a : Correction exercicel

Exercice 2.

Soit A = (; 2)

1. Exprimer A™ en fonction de n. Pour toutn € N,

2. Si A estinversible, calculer A~1 et A™ pour tout n € Z.
Allez a : Correction exercice2
Exercice 3.

1 2 3
SoitA=0 0 1
-1 0 -2

1. Calculer A2 et A3. Calculer A3 + A2 + A
2. Exprimer A~1 en fonction de A%, A et I5.

CORRECTION

Correction exercicel.

1,
1/2 2 =1\q/2 -1 2\ 1/9 0 0y /1 0 0
‘PP=3(-1 2 2 |3l2 2 -1]=5l0 9 0]=(0 1 0]=!
2 -1 2/°\-1 2 2 009/ \o 01
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Donc P est inversible et

2 -1 2
2.
2 2 -1\1/6 -2 2\{[/2 -1 2
D =P1AP = §<—1 2 2 )§<—2 5 0>§< 2 2 —1)
2 -1 2 2 0 7 -1 2 2
1 {2 2 -1 6 -2 2 2 -1 2
_ﬁ<—1 2 2 (—2 5 0)( 2 2 —1)
2 -1 2 2 0 7/ \-1 2 2
/6 6 =3\/2 -1 2\ (/2 2 -1\/2 -1
_ﬁ<_6 12 12 (2 2 —1>=§<—2 4 4><2 2
18 -9 18/ \-1 2 2 6 -3 6 -1 2
9 0 0 1 0 O
= 6(0 18 0 > =10 2 0)
0 0 27 0 0 3
3.
1[6 =2 2\[%\ 63, — 2%, + 2x;
(x1 X2 x3)§(—2 5 0) <x2> = §(x1 X2 x3)< —2x1 + 5x,
2 0 7/ \x 2%, + 7x5
= %(x1(6x1 — 2x5 + 2x3) + x5(—2x; + 5%,) + x3(2%1 + 7x3))
= %(69(12 — 2x1%x5 + 2x1x3 — 2x1X + 5x5 + 2x,x3 + 7x3)
= %(63(% + 5x2 + 7x% — 4x,x, + 4x1x3)
4.

tX'DX' = x}% + 2x5° +3x4° > 0
Pour x1, x5 et x5 non tous nuls

tX'DX' = 'X'P~1APX' = tX''PAPX' = *(PX')A(PX') = 'XAX

tXAX = 'X'PDP X = *(PX)D(PX) = 'X'DX' = x{z + ZXQZ + 3x§2 =0

Allez a : Exercice 1

Correction exercice?2.
1.

=G 06 D=6 Y
w=ae=(1 L =L 9

Montrons par récurrence que pour tout n € N*
1 0
n —
AT = (2” 1)
L’égalité est vraie pourn = 1

wemar= (OGO Y

Ce qui acheve la récurrence.
Etpourn =0, A° = 1.

2. Regardons si 4 est inversible. Dans la suite du semestre on verra d’autres techniques
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SoitY = Gjl)etX (2)
ax=vo( N =)ol tIn, ol 30 o b S,

= ()= 16

Ce qui montre que A est inversible et que

A7 = (—12 (1))

Pour n > 0, on connait A™ gréce a la premiére question, pour les puissance négatives :

= D0 D=l 3
(A‘1)3=A’1A_2=(_12 2)((_2)2 1>=((—2)3 1)

Montrons par récurrence que pour tout n € N*

1 0
-1\n —
@ =y 1)
L’égalité est vraie pourn = 1

at=amat=( e (G D =(Cam 1)

Ce qui acheve la démonstration
Pour m < 0,0npose n = —m

A’"=A‘"=<A‘1)":<(—zl>n+1 2>:((—2)1-m+1 (1))

1 3 1 2 3 -2 2 -1
A2=1[ 0 0O 0 1 |=|-1 0 -2
-1 =2/ \=1 0 =2 1 -2 1
-2 2 -1 1 2 3 -1 -4 -2
A3 =A%A=[-1 0 -2 o 0 1 |=11 -2 1
1 -2 1 -1 0 2 0 2 -1

—1 —4 -2\ /=2 2. -1 172 3 —2 0 0
Bra2+a=(1 -2 1|+[-1 0o =2]+[0 o 1)=l0 -2 o0 |=-25
0 2 -1 1 -2 1 ~1 0 -2 0 0 -2

2.

Correction exercice3.
1.

S OoON
[uy

ABB+A2+A=-2I; & 1,43 1A2 1A—I :»A( 1A2 1A 11)—1
- 2 2 20 73 2 20 23)7 3
Ce qui montre que A est inversible et que

1 1 1
-1 _ _Zp2__4_°=
A7 = 2A 2A 213



