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CHAPITRE 1 : Généralités sur les matrices

1) NOTION DE MATRICE

Definition : On appelle MATRICE de dimension n X p un tableau de nombres comportant n lignes
colonnes. Ces nombres sont appelés COEFFICIENTS de la matrice.

.0
A1 Qzz - Q2p |« ligne?2

(p1 Gy v Qpp ) < lignen c‘ o
ez coton “,

colonne2  colonnep a

Ch,

11 A12 -
: >4t az1 azzO- az N -
o Toute matrice A s’écrit sous la forme : : . 7] o ayy, ..., Ay désignent les
a

F 4
c‘j , e Onp
coefficients de la matrice. o &
S

«  Le coefficient de la i*™ ligne et de la j*™ col t noté a;.
« Lamatrice A se note aussi (a;;) 1sizn. 3u@nt dit, A est la matrice des coefficients a;;.

Notations :

1<j<p
~1 4 \
Exemple :SiA=| 2 5}, alors igne le coefficient de la 1°° ligne et de la 2° colonne avec a,, = 4 et
3 6

er

a,, désigne le coefficient de 1a,2°ligne et de la 1% colonne avec a,; = 2. A se compose de 2 lignes et de 3
colonnes donc A est une matri@ dimension 2 x 3.

2) MAT%S PA;TICULIERES

o atrice comportant une seule ligne s’appelle un VECTEUR-LIGNE. Un vecteur-ligne a donc

$pour dimension 1 X p. Dans ce cas, n = 1.

* Une matrice comportant une seule colonne s’appelle un VECTEUR-COLONNE. Un vecteur-colonne a
donc pour dimension n x 1. Dans ce cas, p = 1.
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Une matrice comportant autant de lignes que de colonnes s’appelle une . Une
matrice carrée a donc pour dimension n X n. Dans ce cas, n = p.

On appelle une matrice carrée dont tous les coefficients sont nuls, exceptés
ceux de la diagonale issue du coin en haut a gauche. Autrement dit, A est une matrice diagonale si :

On appelle (ou ) une matrice carrée dont tous les.eoéffieients de
la diagonale issue du coin en haut & gauche sont égaux a 1, et dont tous les autres coeffigients sont nuls.
Autrement dit, A est une matrice identité si:a;; = 1sii = jeta;; = 0sii # j. @n nate I,, la matrice

identité d’ordre n.

On appelle toute matrice dont les coefficients sent tous nuls. Dans ce cas, a;; = 0.

(;) est un vecteur-colonne de dimension 2 x 1
(2 4 —1) estun vecteur-ligne de dimension,1 %3

( 1 4) est une matrice carrée de dimension/2 x 2 (ou d’ordre 2)

-2 3

2 0 0

0 3 0 |estune matrice'diagonale

0 0 -1

1 0 0 O

0 1 0 O . NP ,
00 1 0 est la‘matrice identité d’ordre 4, que I’on note I,
0 0 0 1

0 0O

0 0 04 estune matrice nulle.

0 040



CHAPITRE 2 : Egalité de deux matrices

Definition : Deux matrices sont égales si elles ont méme dimension et si les coefficients situés a la méme place
sont égaux. Autrement dit, deux matrices A et B sont égales si A et B ont toutes deux pour dimension n X p,et

si a;; = b;j (pour toute ligne i et toute colonne j).

Exemples : O

1 2
o Exemple 1: Les matrices A = (}} g 2) etB = (3 4 | ne sont pas ég l 1squ ’elles n’ont pas
5 6
méme dimension. En effet, la matrice A est de dimension 2 x 3 et la m dimension 3 X 2.
e Exemple 2: Les matrices A = (_13 _42) et B = a b SO matrlces carrées de méme
a=1
dimension 2 x 2 ; elles ne sont égales que si le systeme SU@ verifié : lg : :§
d=4
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CHAPITRE 3 : Opérations sur les matrices

1) TRANSPOSITION DE MATRICE

Définition = On appelle MATRICE TRANSPOSEE de la matrice A la matrice obtenue en permutan
lignes et les colonnes de A. Ainsi, a tout coefficient a;; de la matrice A correspond le coefficient aj; a

matrice transposée AT, O

[ J
Corollaire : Si A est de dimension n X p, alors AT est de dimension p x n. %
-1 4 62 3
Exemple : Lamatrice A =1 2 5 | a pour matrice transposée la matrice A7 g 6)'
3 —6 N
2) SOMME DE MATRICES o

e

Definition : On appelle SOMME de deux matr;ces@kg me dimension n X p) la matrice obtenue en
additionnant les coefficients qui ont la méme positlonx

Autrement dit, (a;;)1sisn + (bij)1sisn = (a;;
1sjsp 1sjsp

aj; a aiq + b11 e alp + blp
Ainsi, | ¢ ™ 5 : )
an1 anp 7& / ani + bnl o App t bnp

o

Remarque importan@n ne peut pas additionner deux matrices de dimensions différentes.

Pl

Propo@ Les propriétés habituelles de I’addition valent pour la somme de matrices :
I 3ssociativite : (A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C

. iativite - _
$La commutativit :A+B=B+A

-1 4 1 2 —1+1 442 0 6
Exemple - SoientA=| 2 5]etB=|3 4] A+B=| 2+3 5+4+4|=|5 9 |

3 6 5 6 3+5 6+6 8 12
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Remarque : Si la somme de matrices est commutative, en revanche nous verrons plus loin que la soustraction
et le produit de matrices ne le sont pas.

3) SOUSTRACTION DE MATRICES

Remarque : La soustraction de matrices est un corollaire de 1’addition de deux matrices.

aq ces alp b11 ee blp
SoientlesmatricesA=<5 5>etB= i~ i |dedimensionn X p. ‘ )

ap, anp bnl ves bnp

c‘ o
a;p 0 Agp bi1 by a1 — by 0 agp — by @
A—B = : : ) _ : . : : . :

An1 - Anp bnl bnp anl_bnl anp_l,n

Autrement dlt, (aij)lgign — (bij)lsisn = (al-j — bij)lsisn- &

1<j<p 1<j<p 1<j<p

Remarque importante : On ne peut pas soustraire deux m#iﬁ de dimensions différentes.

4) PRODUIT D’UNE MATRIC UN REEL

<

)

Definition : On appelle PRODUI atrice A par un réel k la matrice obtenue en multipliant tous les
coefficients de A par k. Cette matric otée k X A ou KA.

Autrement dlt, k X (al’j)lsiSn@(aij)lsiSn.
1

1<j<p
TR @ kxay; - kXag
Ainsi,kx< : et )— : : .
a -\ ° anp k X anl b k X anp

@ 1 4 -2x1 -2 x4 -2 -8
Exe “Si A = (—2 5 ) alors —24 = (—2 X (=2) —2X5 ) = ( 4 —10).
$ 3 -6 —-2x3 -2 X (—6) -6 12

Remarques :

« On positionne toujours le réel avant la matrice et on écrit donc kA ou k X Aetnon A X k.

o Les propriétés habituelles de la multiplication valent pour le produit d’une matrice par un réel.

» La matrice (—1) x A = —A est appelée la MATRICE OPPOSEE de A. Cette relation permet de
définir la soustraction de deux matrices: A—B =A+ (-B) = A+ (—1) X B.
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Proposition : Pour tous réels a et 8 et pour toutes matrices A et B, les propriétés de linéarité suivantes sont
respectées :

o (a+pP)A=aA+pA

* (ap)A = a(BA)

o a(A+B)=aA+aB

5) PRODUIT D’UN VECTEUR-LIGNE PAR UN VECTEUR-COLONNE QO

[ J
Definition : Soit A un vecteur-ligne de dimension 1 X p et B un vecteur-colonne iMension px1.0n
appelle PRODUIT des matrices A X B la somme des produits du premier éléme ar le premier élément

de B, du deuxiéme élément de A par le deuxiéme élément de B, ..., du p*™ éré& par le p°™ élément de

B.
.eme

Autrement dit, le produit A X B = (ay;)1<isp X (bj1)1<i<p correspon@ mme des produits a,; X b;;, c’est-
t

a-dire a la somme des produits du i*™ élément de A par i*™ le é1§ e B. (i variant de 1 a p)

b, c}
. b
AlnS| . (al a2 ap) X :2 == a1b1 + azbz.l' a p

D

49

Remarques importantes : t
e Lamatrice A doit avoir auta colonnes que B de lignes.

e Leproduit A X B de d@atrlces A et B est un nombre réel.

O

4
Exemple : (z$—9) X (—5) =2%X4+3x(-5)+(-1)x6=-13
6

$ 6) PRODUIT D’UNE MATRICE PAR UN VECTEUR-COLONNE

Definition : Soit A une matrice de dimension n X » et soit B un vecteur-colonne de dimension p» X 1. On
appelle le produit A x B le vecteur-colonne de dimension n X 1 obtenu en multipliant chaque ligne de A par le
vecteur-colonne B.

Matrices et calcul matriciel — Cours

© SOS DEVOIRS CORRIGES (marque déposée)




Exemples :
(12 5\ (1X54+2X(—6)\ _ (=7
+ Exemplel:(_, 4)X(—6)_<—3><5+4><(—6))_(—39)
-1 4 7 2 —“1X24+4X(-4)+7%X6 24
. Exemple2:<2 -5 —8)><<—4)= 2X24+(-5)x(-4)+(-8)%x6 =<_24>
6 X2+ 060X (—4)+9%X06 36
7
(-1 2 3 _( CIXTH+2X(-8)+3%x9 \_ /(4
o ExempIeB.( )x<—98>—< X7 + x (—8) + x9)_(14)

Remarque importante © 1l faut que A ait autant de colonnes que B de lignes pour que le pr@Q B soit
possible.
[ J

7) PRODUIT DE DEUX MATRICES . %:

Definition : Soit A une matrice de dimension n X p et soit B une mati dimension » X m. On appelle le

PRODUIT A % B la matrice X de dimension n x m ou chaque ¢ t x;; est le produit de la i®™ ligne de

A par la j*™ colonne de B. /

Autrement dit : Si on pose A = (a;;)1sisn €t B = (b;;) %ﬂ X B = (x;j) 1sisn aVeC x;j = Yh_, @by,
1<j<p 0$m 1<jsm

O

Remarque importante : La matrice A X B‘é définie que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre
de lignes de B. @
Exemples : b
/
e Exemplel: %

(1 2 _3)>< ; o _(1><7+2><9+(—3)><3 1X0+2x +(—3) x )_(16 —9)
4 -5 6 35 T UXT7H(-5)X946X3 4x+ (=5 x +6x5) \1 67
[ J
e EXxe
1 IX(—6)+(=2)x3 1X54(-2)x2 1x44+(-2)x
344 x(_6 5 =| 3X(-6)+4x3 3X54+4x2 3X 4 4+4x
3 2
X(—6)+06X%X3 X5+0x%2 X 440X

Remargue : Disposition pratique des matrices pour les calculs souvent adoptée :

)

_(§1><7+2x9+(—3)><3§ I1X3+42X +(—3)><>
T UXT74(-5)X94+6x3 44X+ (=5)x + 6 %
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Propriétés :
¢ La multiplication de matrices n’est pas commutative : A X B # B X A.

o Lamultiplication de matrices est associative: (AXB) X C =AX(Bx(C)=AXB XC.

o La multiplication des matrices est distributive par rapport a 1’addition :
AXx(B+C)=AxB+AxC

Matrices et calcul matriciel — Cours

© SOS DEVOIRS CORRIGES (marque déposée)




CHAPITRE 4 : Ecriture matricielle d’un systéme linéaire d’équations et résolution d’un tel systéme

1) MATRICE INVERSE

1 . . 1 X
Rappel : L’inverse d’un nombre réel non nul a est le nombre P ; il est défini par la relation a x p =loulle

QO

I’¢lément neutre de la multiplication.

Definition : Soit A une matrice carrée d’ordre n. La MATRICE INVERSE de 4, notée %ea définie, quand
elle existe, par A x A~ = I,,. Si une telle matrice existe, on dit alors que A4 est INVE .

.}%

Remarque : Certaines matrices n’admettent pas de matrice inverse. Exel@ 4 2) n’est pas inversible.

Propriété - Ondémontreque AX A" =A 1 x A =1,. O

3\

o/

&
2) MATRICE INVERSE ET DETERMINANT&

Q\

A
Definition @ Soit A la matrice (a b)@ elle DETERMINANT de la matrice, noté det(4), le réel

c
ad — bc.

/
~
Theéoreme : Soit une A= (Z Z) Si det(A) # 0, alors A admet une matrice inverse unique A~!
g - d -b
f A7l = X :
définie par (_C 4 )

3;§IERCHE DE I’ INVERSE D’UNE MATRICE

Point-méthode : Pour déterminer I’inverse d’une matrice carrée A d’ordre n, on recherche une matrice B dont
les coefficients sont des inconnues, telle que A x B = I,,, ce qui revient & résoudre un SYSTEME DE n
EQUATIONS A n INCONNUES. Si ce systéme n’admet pas de solution, A n’est pas inversible.
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1 -2
2 —4

det(A) =1X (—4) —2X(=2)=—4+4=0

det(A4) = 0 donc la matrice A n’est pas inversible.

Soit la matrice A = ( ) Déterminons la matrice inverse de A4, si elle existe.

Une matrice non inversible est également appelée

5 6 8
Soit 4 = (4 1 7). Déterminons la matrice inverse de A4, si elle existe ; cherchens la

2 0 3
a b c
matrice B = <d e f) telleque A X B = I5.
g h i

5 6 8 a b c 1 0 0
(417)x(def)=(010>
2 0 3 g h i 0 0 1

5a+6d+8g 5b+6e+8h 5c+6f+8i 1 0 0
o|4a+1d+7g 4b+1le+7h 4c+1f +7i =(0 1 O>
2a+0d+3g9g 2b+0e+3h 2c+0f+3i 0 0 1

Donc, résoudre A X B = I revient a résoudre les 3 systémes suivants):

5a+6d+8g =1 5b + 6e + 8h <0 5c+6f+8i=0
(S1){4a+1d+7g =0 (52){4b+1e+7h=1 (S3){4c+1f+7i=0
2a+0d+3g=0 2b+0e +#3h =0 2c+0f+3i=1
a(=3/11 b =-18/11 c =34/11
En résolvant ces systémes, on obtient : (51){ do=2/11 (52){ e=-1/11 (53){f =-3/11
g=-2/11 h=12/11 i=-19/11

3 /' -18 34

11 11 11

2 1 3 1 /3 -18 34

De ce fait, on conclut que A= — — — |:— 2 -1 =3
11 11 11 11\, 12 _19
-2 12 -19

11 11 11

Tout systeme de n équations a n inconnues peut s’écrire sous la forme d’une égalité entre matrices.

x+2y—3z=4 1 2 -3 X 4
Soit le systeme (§) 2x—y +3z=5 . PosonsA:<2 -1 3>,B=<y>et6=<5>.
—x+3y—2z=6 -1 3 =2 z 6
Alors le systeme (S) peut s’écrire A X B = C.



Point-methode : Résoudre un systéme de n équations a n inconnues revient a rechercher I’inverse d’une

matrice carrée d’ordre n. Si la matrice n’est pas inversible, le systéme n’a pas de solution.

Démonstration : Si Aestinversible:AXB=C© A 'xAXB=A"1xCoIl,XxB=A"1xC

©B=A"1xC.

2x+y=3 O

Exemple : Résolvons le systéme (S) { X—y=2" O

2x+y=3 L 2x+1y =3 % ‘
Remarquons tout d’abord que (S) { xx_-l-;/ _ o beutaussis’écrire (S ){ x:c- (—i])y =

(S) peut s’écrire sous la forme de 1’égalité¢ matricielle suivante : (2 _1 1) X %%
nDonc la matrice A est inversible et

En posant A = (i _11) det(A) =2X (=1) —1x1=—-2—-1 =—3Q

_ 1 -1 -1 o 1/3 1/3 o
1 _ > act o 1 _
A —_3><( 1 2 ),cestadlreA <1/3 2/3). C)

x 1/, x 1/, x /
Donc:(y):<1/3 1/3>x(3):(/3 3+1/; (5/3>.

1/3 -2/3) 7 \2 1/ ix3-2/%2 -1/3

5 -1
Le couple {5 ; ?} est I'unique solution du syi‘ S).

Matrices et calcul matriciel — Cours

© SOS DEVOIRS CORRIGES (marque déposée)




