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Chapitre 1
Espaces Topologiques

Dans cette section, on donne la définition d’espace topologique ainsi que 1’essentiel du

vocabulaire topologique de base.

1.1 Topologie de 'ordre

Définition 1.1 Soit (E,<) un ensemble totalement ordonné. Soient a et b au moins
deux élements de E. Les intervalles ouverts de E sont les parties de l”une des cing formes
suvantes : E, ¢, la,bl:={x € E|la<xz<b}, {reE|a<b}, {r€FEla<uz}.

Les ouverts de & sont les réunions d’intervalles ouverts.

Remarques :
1. Si E = R, les intervalles du deuxiéme et du troisiéme type sont notés | — oo; b| et
Ja; 4+-00[. Mais si £ = la droite réelle achevée R := RU{—o00; +0o} (avec —oo < R < +00),

ils sont égaux & [—oo; b[ et Ja; +o0.

1.2 Espaces topologiques

Définition 1.2 On appelle un espace topologique un ensemble E muni d’une partie T
de Uensemble P(E) des parties de E qui vérifiant les axiomes suivants :

(i).per, Fer.

(ii) . L’intersection de deux éléments de T est un élément de .

(iii) . La réunion (finie ou infinie) d’une famille d’éléments de T est un élément de T.

Appellations et remarques :



1. Les axiomes (i), (ii) et (iii) de la définition précédente s’appellent les axiomes de
Hausdorff en hommage au mathématicien allemand Felix Hausdorff (1868 — 1942) qui

a écrit le premier livre de topologie générale en 1914.

2. Un espace topologique est un couple (F, 7) ou E est un ensemble et 7une topologie

sur F.

3. Etant donné (E, ) un espace topologique, on appelle ouvert de E toute partie de
E appartenant a 7.

De plus les complémentaires de ouverts de E sont appelés les fermés de E. 7 est
parfois appelée la topologie de F.

4. La propriété (ii) d’une topologie s’étend facilement par récurrence comme ceci :
Vn € N VU, Uy, -+ Uy € T ﬁlUi €.
1=

Autrement dit : « Toute intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E ou bien 7
est stable par intersection finie».

5. la propriété (iii) d’une topologie s’exprime littérairement en disant que : les ouverts
sont stables par réunion quelconque et par intersection finie. Les fermés sont stables
par intersection quelconque et par réunion finie.

Cependant, une intersection quelconque d’ouverts n’est pas toujours ouverte et une
réunion quelconque de fermés n’est pas toujours fermée. Pour s’en convaincre, on retiendra

les deux exemples suivants sur (R, 7,) :

mneN}—l 1[: {0} et Upen- {%1} =10,1].

)
n n

Examples :

1. L’espace topologique usuel : Une partie U de R est dite ouverte si, Vo € U, il
existe € > 0 tel que U'intervalle ouvert |z — €, x + €] est contenu dans U. 11 est bien clair que
ceci défini une topologie sur R.Alors R sera toujours muni de cette topologie 7, appelée

topologie usuelle.

2. Sur R, I'ensemble formé de (), R et des intervalles de la forme ]a,b[, n’est pas une

topologie, car la propriété (iii) n’est pas vérifiée.



3. Sur un ensemble FE, il existe toujours deux topologies « extrémes » : la topologie
discréte 74, = P(E) et la topologie grossiére 7, = {¢, E} . Un espace muni de la

topologie discréte (respectivement grossiére) est dit discret (respectivement grossier).

4. Un ensemble & deux éléments £ = {a,b} peut étre muni de quatre topologies

différentes :

Tg:{¢7E}7 71:{¢7{a}’E}a 72:{¢a{b}7E}7 Td:{¢v{a}7{b}7E}'

Exercise 1.1 Montrer que l’ensemble T formé de O, R et des réunions quelconques d’in-

tervalles de la forme |a, b| est bien une topologie sur R.

Solution 1.1 (i) ¢ € T (car ¢ est une réunion vide d’ntervalles ouverts de R) et R € 7

oo . , . . z
car R = Ul]—n, n[ est bien une réunion d’intervalles ouverts bornés de R | .
e

(ii) Soient U,V € 1. On peut écrire (par définition méme de 7) : U = .UI]ai,bi[ et
1€
V= 'UJ]cj, d;| avec les a;, b, c;,d; (i € I, j € J) sont des réels tels que a; < b; pour tout
je
i € I et cj,d; pour tout j € J. D’apres la distributivité de l'intersection par rapport & la

réunion, on a :

unv = (igl]ai,bi[) N (jLéJJ]Cj,dj[) = igf (Jai, bi[ N ]e;, dj]) -
jeJ

Puisque lintersection de deux intervalles ouverts bornés de R est ou bien vide ou bien
égale a un intervalle ouvert borné de R alors cette derniére écriture de U NV montre bien
que UNV e T.

(iii) Soit (U;);c; une famille d’éléments de 7. Comme chaque ensemble U; (i € I) est
une réunion d’intervalles ouverts bornés de R alors leur réunion UU; est une réunion
de réunions d’intervalles ouverts bornés de R ; c’est bien donc une ;‘gmion d’intervalles
ouverts bornés de R. D’ot : UU; € 7. Les éléménts de T vérifie bien les trois axiomes de
Hausdorff; elle constitue donéezine topologie sur R. Cette topologie T s’appelle la topologie

usuelle de R.

Exercise 1.2 Quelles conditions doivent vérifier deux parties A et B de E pour que

{6, A, B, E} soit (I’ensemble des ouverts ) une topologie sur E?



Exercise 1.3 On pose E :=0,400] et pour tout réel positif o, on pose O, :=10,a[. On
considére T la famille de parties de E donnée par 1 ={FE,O,} .
1. Montrer que T constitue une topologie sur E.

2. Déterminer les fermés de l’espace topologique (E, T).

1.3 Voisinage d’un point ou d’une partie

Définition 1.3 Une partie V' d’un espace topologique E est un voisinage d’un point a de
E si V' contient un ouvert contenant a. L’ensemble des voisinages de a est noté V(a). Plus
généralement, on appelle voisinage d’une partie A de E, toute partie V de E qui contient
un ouvert, lequel contient A.On note par V(A) l'ensemble de tous les voisinages d’une
partie A de E.

Par le symbolisme mathématique, on a donc pour tout a € E et tout A C F :

V e V(a)(g}EIOET: acOCV
Ve Vi) &L 30er: AcocV

Exemple 1.1 Dans [’espace topologique R, un voisinage de a est une partie de R qui

contient un intervalle ouvert de la forme Ja —€,a + €[, € > 0.

Remarque 1.1 1. Tout voisinage de a contient a.
2. Tout surensemble d’un voisinage de a est un voisinage de a.
3. Toute intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.

4. Tout ouvert contenant a est un voisinage de a.

Théoréme 1.1 Une partie U de E est un ouvert si et seulement si U est voisinage de

chacun de ses points.

Preuve. Pour tout ouvert U et tout élément a de U, U est un voisinage de a puisqu’il
contient un ouvert (U lui-méme) contenant a. Réciproquement, soit U une partie de E
telle que pour tout a € U, U est un voisinage de a. Il existe alors, pour chaque a € U, un
ouvert O, contenant a et inclus dans U. La réunion O de ces ouverts est un ouvert, et U
est égal a cet ouvert : O C U car les O, sont inclus dans U, et U C O car Va € U, a € O,
et 0, CO. m

Exercise 1.4 Montrer que dans NU{+oo} muni de la topologie de l’ordre, les voisinages

de +00 sont les parties contenant +oo et tous les entiers a partir d’un certain rang.



1.4 Base d’ouverts, base de voisinages

Définition 1.4 Soient (F;T) un espace topologique et B un ensemble de parties de E.
On dit que B est une base de la topologie T (ou une base d’ouverts de l’espace) si
l'une des trois conditions équivalentes est vérifée (donc les trois) :

les ouverts de T sont exactement les réunions d’éléments de B ;

B C 7 et tout ouvert de T est une réunion d’ouverts de B ;

- B C 7 et pour tout U C 7 et tout point x € U, U contient un élément de B contenant x.

(L’équivalence entre les deux premiéres propriétés et la troisiéme se démontre comme

le théoréme 1.1.)

Remarque 1.2 7 clle-méme est une base de T, mais on cherche en général a décrire
T par des bases plus économiques, 1.e. “petites” . Par exemple : les intervalles ouverts

forment une base de la topologie de I’ordre sur R.

Exemple 1.2 La famille ]r — %,r + %[ (r € Q;n € N*) constitue une base pour la to-
pologie usuelle de R (pour le montrer, utiliser la densité de Q dans R ainsi que l’axiome
d’Archiméde). Remarquer que cette base est dénombrable ; on dira que l’espace topologique

R est a base dénombrable.

Définition 1.5 (SFV) On appelle systéme fondamental de voisinages (ou base de

voisinages) d’un élément a de E, toute famille B (a) de voisinages de a telle que :

YV eV(a),aW € B(a): W C V.

Exemple 1.3 Pour tout a € R, la famille des intervalles de la forme [a— %,a—i— ﬂ
avec n € N*, est une base dénombrable de voisinages de a. Cet exemple rappelle que les
voisinages - en particulier les éléments d’une base de voisinages - ne sont pas forcément

des ouverts. Il est cependant courant de les choisir tels, en utilisant la proposition suivante.

Proposition 1.1 Pour tout espace topologique E, un ensemble B de parties de E est une
base d’ouverts si et seulement si, pour tout point a de E, la famille des éléments de B qui

contiennent a est une base de voisinages de a.

Preuve. Pour tout a € F, notons F, = {W € B |ae W}.
(=) Supposons que B est une base d’ouverts et fixons a € E : Pour toute partie V' de E,

V' est un voisinage de a si et seulement s’il contient un ouvert contenant a, c’est a dire une



réunion, contenant a, d’éléments de B, autrement dit si V' contient un W € B contenant
a. Les voisinages de a sont donc exactement les parties de E contenant un W € F,, ce
qui prouve que F, est une base de voisinages de a.

(«<=) Supposons que pour tout a € E, F, est une base de voisinages de a. Pour toute
partie U de E, U est ouvert si et seulement s’il est voisinage de chacun de ses points
c’est-a-dire : Va € U; AW € F,; W C U, ou encore : Va € U, U contient un W € B qui
contient a, autrement dit comme dans la preuve du théoréme 1.1 si U est une réunion
d’éléments de B. Les ouverts sont donc exactement les réunions d’éléments de B, ce qui

prouve que B est une base d’ouverts. m

Exercise 1.5 Montrer que L’ensemble B = {[a,b[; (a,b) € R?, a < b}U¢ est une base de

topologie sur R.

Solution 1.2 On a pour tout réel a est contenu dans ’élément [a,a + 1] € B et Uinter-
section de deuz éléments de B est un élément de B. de plus tout intervalle ouvert |a, blest
la réunion d’éléments de B (& savoir Ja, bl = U,zn, [a + 2, b[, avec ng assez grand), donc

B est une base.

1.5 Intérieur et adhérence

1.5.1 Adhérence

Définition 1.6 Dans un espace topologique E, un point x est dit adhérent a une partie

A si tout voisinage de x rencontre A; c’est-a-dire si :
YV eV(x): VNA#o.

L’ensemble des points adhérents & A est appelé l’adhérence de A et noté A.

Remarque 1.3 Tout élément x de A est adhérent aA (puisque tout voisinage de x
contient ), donc A C A.

On peut distinguer deux types de points adhérents :

Définition 1.7 Un point x adhérent a A est :
- point isolé de A s’il existe un voisinage V' de x tel que ANV = {x}, autrement dit si

xz € A et {x} est ouvert dans A (pour la topologie induite).



- point d’accumulation de Asi tout voisinage de x rencontre AN{x} (ce qui ne nécessite

pas que x appartienne a A), autrement dit si x est adhérent a A~ {z}.

Remarques.

1. Il est évident qu'un point ne peut pas étre a la fois point isolé et point d’accumulation
de A, et que s’il est I'un ou autre alors il est adhérent & A. Et ce sont les seuls types
possibles de points adhérent, car si un point adhérent x n’est pas isolé alors, pour tout
voisinage V de z, ANV ¢ {z}.

2. Un point d’accumulation d’une partie d’un espace topologique est clairement un
point adhérent a cette partie. Cependant, 'inverse est (généralement) faux.

3. L’ensemble de tous les points d’accumulation d’une partie A d’un espace topolo-
gique s’appelle ’ensemble dérivé de A et se note A’. Cette notion a été introduite par le
mathématicien allemand Georg CANTOR (1845 — 1918) qui I’a étudié pour la premiére

fois sur ’ensemble des nombres réels.

Exemple 1.4 1. Dans R, l'adhérence de ]O; \/5[ U {3} a 3 come point isolé et [0; \/ﬂ
comme ensemble de points d’accumulation.
2. L’adhérence de {% |n € N*} contient tous les % comme points isolés et O comme point

d’accumulation.

Exemple 1.5 Si (E;7) = (R; topologie usuelle) et A = |a,b[, alors A = [a,b]. En effet,
[a,b] est un fermé de R qui contient |a,b[ et donc ]a,b] C A C [a,b]. A ne peut donc étre

égal qu’a la,b[,]a,b],[a,b[, [a,b] Comme seul le dernier de ces intervalle est fermé, on a

la,b] = [a,b].

Proposition 1.2 L’adhérence d’une partie A est le plus petit fermé contenant A. En

particulier, A est un fermé si et seulement si A = A.

Preuve. Ce plus petit fermé pour I'inclusion existe : c’est 'intersection de la famille des
fermés contenant A (cette famille est bien non vide car E est un tel fermé). 11 s’agit donc
de montrer que a est adhérent & A si et seulement s’il appartient a tous ces fermés. Or
a est adhérent a A si tout ouvert contenant a rencontre A c’est-a-dire, par passage au
complémentaire, si tout fermé ne contenant pas a ne contient pas A tout entier, ou encore,

par contraposée, si tout fermé contenant A contient a. m

Exercise 1.6 Soit O une partie ouverte de l’espace topologique (F;T). Démontrer que

pour toute partie A de E on a :
ANO=¢p <+ ANO = ¢.



1.5.2 Intérieur

Définition 1.8 Pour une partie B d’un espace topologique E, On appelle intérieur de

B, que l'on note B, le plus grand ouvert de E qui est contenu dans B.

[e]

“Dualement” & I'inclusion A C A, on a Iinclusion (tout aussi immédiate) B C B.

Corollaire 1.1 1. Lintérieur de B, est l’ensemble des points dont B est voisinage.
2. L’intérieur de B est la réunion de tous les ouverts contenus (inclus) dans B (elle existe,
puisque ¢ est ouvert, mais peut étre vide). On a alors

B= U O.

Oer
OCB

3. Une partie B de E est un ouvert si et seulement s B = B.

Théoréme 1.2 Soit B une partie de E. Un point b de E est a Uintérieur de B (c’est-a-
dire appartient & B) si et seulement si B est un voisinage de b.

Preuve. Soit b € F.

(=) : Supposons que b € B. Comme (par définition méme) B est un ouvert et que
B C B alors B est un voisinage de b.
(«<=) : Supposons que B est un voisinage de b. Donc 3O € 7 tel que b € O C B. Ce qui

entraine que O C B. D’ou, en particulier, b € B. =

Proposition 1.3 Soient E un espace topologique et A et B deux parties de E. Alors :
(i). Si A et B sont complémentaires alors B et A sont complémentaires.
(ii). SSACc B, ACBetACB.

—_—

(iii). AUB=AUB et ANB = ANB.

Preuve. 1. Pour la la premiére propriété (i) on a = ¢ B <= B n’est pas un voisinage de
& <= B ne contient aucun voisinage de x <= tout voisinage de = rencontre A <= z € A.
2. Montrons par exemple la premiére égalité du (iii) . L’inclusion AU B C AU B provient
du (ii) .;d’autre part AUB C AUB. m

Remarque 1.4 On notera que, en général, on a seulement les relations ANB C ANB

et AUBD AUB et pas des égalités.



o o
—

Exemple 1.6 Si A=[0;1] et B =[1;2], alors on eAUD = [0;2] =]0;2[. Or AUB =
10;1[U]1;2[ =]0;2[ ~ {1} . Inversement, si A =10;1[ et B =]1;2[, alors ANB = ¢ = ¢
(car ¢ est fermé). Or AN B =[0;1] N [1;2] = {1} .

Définition 1.9 Soit A une partie d’un espace topologique E. la frontiére d’une partie
A, définie par

Fr(A):=ANA=ANE\ A,
est égale a la frontiére du complémentaire de A.

Exemple 1.7 Si E = R est muni de la topologie de l'ordre et si A = [0,1], on vérifie

que A=10;1], A=10;1[ et Fr(A) = {0,1}.

Exercise 1.7 Soit 7 ={]—a,a[ | a € [0, 4]} .

1. Montrer que T est une topologie sur R.

2. Déterminer 'adhérence, l'intérieur et la frontiére d’un singleton {a} puis d’un segment
[a, b].

Exercise 1.8 Soit (E;7) un espace topologique et soient A et B deux parties de E telles
que E = AU B. Montrer qu’on a :
E=AUB.

Exercise 1.9 D’eterminer la frontiére des ensembles de R? suivants :

A = {(z,y) eR*|0<2®+y* < 2}.

Ay = QxQ.

As = ]-2,1[ x [0,1].
Exercise 1.10 Soit (E;7) un espace topologique et soient A et B deux parties de E .
1. Montrer que Fr(AU B) C Fr(A)U Fr(B) et montrer qu’il y a égalité si A et B sont
disjoints.
—Donner un exemple dans R ot cette inclusion est stricte.

_ o

2. Montrer que Fr(A) C Fr(A) et Fr(B) C Fr(B).

Exercise 1.11 1. Montrer que A C B = A C B (pour deux parties A et B d’un espace
topologique).

2. En déduire que UjerA; C Uit A; et montrer qu’il y a égalité lorsque I est fini.

3. Donner un exemple dans R ou cette inclusion est stricte.

4. Montrer que Nijc1A; C NMicrA; et donner un exemple dans R ow Uinclusion AN B C
AN B est stricte.

5. Ecrire les résultats correspondants pour les intérieurs.



11

1.6 Partie dense

Définition 1.10 Soit (E; 1) un espace topologique et D une partie de E. D est dite dense
dans E ssi D = E.

La propriété suivante est une caractérisation trés pratique des parties denses.
Proposition 1.4 D est dense dans E ssi tout ouvert non vide de E rencontre D.

Preuve. (<=) :Si D n’est pas dense alors D # E, donc E . D est un ouvert non vide de
E qui n’intercepte pas D (car D C D).

(=) : Si O € 7 est un ouvert non vide de E tel que O N D = ¢, alors D est inclu dans
le fermé (E~\ O), et donc D C (ENO)#E. m

Théoréme 1.3 1. Q est dense dans R (@ = R) : tout intervalle ouvert (non vide) de R
contient une infinité de rationnels.
2. R\ Q est dense dans R (]R NQ= R) . tout intervalle ouvert (mon vide) de R contient

une infinité d’irrationnels.

Preuve. On commence par remarquer que tout intervalle ouvert non vide de R contient
un intervalle du type |z, y[,z,y € R. On peut donc supposer que I = |z, y| par la suite.
1. tout intervalle contient un rationnel.

On commence par montrer affirmation :

Ve,ye Rz <y=3dreQ, x<r<uy.

Donnons d’aboerd l'idée de la preuve. Trouver un tel rationnel r = g, avec p € Z et

g € N*. revient a trouver de tels entiers p et ¢ vérifiant qr < p < qy. Cela revient a
trouver un g € N* tel que l'intervalle ouvert |gx, qy| contient un entier p. Il suffit pour cela
que la longueur qy — gx = ¢ (y — x) de l'intervalle dépasse strictement 1, ce qui équivaut
aq> y_% Maintenant posons p = |gx| + 1. Alors p — 1 < gz < p. On en déduit d’une
part r < g, et d’autre part %—%gw’, donc § <x+% <x+y—x=y. Donc § € 1. On
a montré 'affirmation.

2. tout intervalle contient un irrationnel.

Partant de x,y réels tels que x < y, on peut appliquer 'imlication de 'affirmation dans
(1) au couple (x —V2,y — \/5) . On en déduit qu’il existe un rationnel r dans l'intervalle
}x — V2, Y — V2 [ et par translation r + /2 est irrationel, car sinon comme les rationnels
sont stables par somme, v/2 = —r 4+ r + /2 serait rationnal, ce qui est faux. On a donc

montré que si x < y, U'intervalle I = |x, y[ contient aussi un irrationnel. m
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Exercise 1.12 Montrer qu’une partie d’un espace topologique est d’intérieur non vide si

et seulement si elle rencontre toute partie dense.

Exercise 1.13 Soit (E;7) un espace topologique et soient A et B deux parties de E qui
sont toutes les deux denses. On suppose de plus que A est un ouvert de E.

Montrer que AN B est dense dans E. (Vous pouvez utiliser la derniére proposition).

1.7 Espace séparé (ou de Hausdorff)

Définition 1.11 Un espace topologique (E;T) est dit séparé ssi pour tout points distincts
(x;y) de E, il existe V€V (x) et W €V (y) tels que VW = ¢.

Exemple 1.8 1. Si E est muni de la topologie discréte alors {z} et {y} sont des ouverts
disjoints si x et y sont distincts, donc E est séparé.

2.5t E est muni de la topologie grossiére et E contient au moins deux éléments distincts,
alors E n’est pas séparé (pour tout x € E, E est le seul voisinage de x).

3.L’ensemble des nombres réels R muni de sa topologie usuelle est un espace séparé. Enef-
fet, pour tous x,y € R, avec © # y, en posant r := @, les deux intervalles ouverts
|t —r,x+r| et]y —r,y+r| sont bien disjoints, le premier étant un voisinage de x et le

second est un voisinage de .

Proposition 1.5 Si (E; 1) est un espace topologique séparé alors pour tout £ € E, on a
mVGV(Z)V = {ﬁ} .

Preuve. Si V € V (¢) alors £ € V donc ¢ € NyeypV. Réciproquement, si y € £~ {{}
alors il existe V € V (£) tel que y ¢ V et donc y & Nyeyy)V. Dot Nyey)V C {{}. =

Exercise 1.14 On pose E :=10,400| et pour tout réel positif , on pose 0, := |, +00].

On considere T la famille de parties de E donnée par :
T={¢,R} U{l,,a € R}.

1. Montrer que T constitue une topologie sur E.

2. Déterminer les fermés de l’espace topologique (E, T).

3. Donner (sans démonstration) A et A dans chacun des cas suivants : A = [4,9[, A=
[—2,+00[, A=1{2,3,4}, A=N.

4. Montrer que (E,T) n’est pas séparé.
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1.8 Topologie induite, topologie produit

1.8.1 Topologie induite

Soit (E;7) un espace topologique et A un partie de E.
Définition 1.12 La famille T4 de parties de A, définie par :
TA={0ONA, O¢€er},

constitue une topologie sur A appelée topologie induite sur Apar la topologie de E. Le

nouvel espace topologique (A, T4) s’appelle un sous-espace topologique de E.

Preuve. Il s’agit de montrer que les axiomes de Hausdorff sont vérifiés pour le couple (A, 74) .
On a

(1) Puisque ¢, E' € 7 (car 7 est une topologie sur E) alors pNA = ¢ € Tpet ENA = A € 74.
(ii) Soient Uy, U, deux parties de A, appartenant a 74, et montrons que U; NUs € 7 4. Par
définition méme de 74, les parties Uy, Us sont de la forme U; = O1 N A et Uy = O3 N A,

avec 01,0, € 7. D’oul
U NUy, = (OlﬁA)ﬁ<02ﬂA) = (OlﬂOQ)QAGA,

car O; N Oy € 7, étant donné que 7 est une topologie sur F.
(iii) Soit (U;),.; une famille de parties de A, appartenant & 74, et montrons que U;e;U; €
7 4. Par définition méme de 74, chaque Uj; (i € I) s’écrit sous la forme : U; = O; N A, avec
O; € 7. D'ou

UierU; = Uier (O; N A) = (UjerO0;) N A € T4,

car U;c7O; € 7, étant donné que 7 est une topologie sur F.

Proposition 1.6 1. Soit F est I’ensemble des fermés de E. La famille (F N A) .z est
appelée la famille des fermés de A pour la topologie induite par celle de E.
2. Soit a € A, alors (V N A>V6V(a) est appelée la famille des voisinages de a dans A pour

la topologie induite (ou V (a) est la famille des voisinages de a dans E ).

Preuve. 1. F’ est un fermé de A ssi A~ F’ est un ouvert de A, i.e. ssi il existe O € 7 tel
que AN F' = ANO. Donc F’ est un fermé de A ssi 30 € 7 tel que F' = AN (AN F') =
AN(ANO)=AN(ENO0),ie. ssiil existe ' € F tel que F/ = ANF.

2. 81V € Valors il existe O € 7 tel que a € O C V. Alorsa € ANO C AN Vet
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donc ANV est un voisinage de a dans A. Réciproquement, si V'’ est un voisinage de a
dans A alors il existe un ouvert AN O de A (i.e. O € 7) tel queaa € ANO C V.
Alors V.= O UV’ vérifie a € O C V, donc V est un voisinage de a dans E et on a
VANA=(OUV)INA=O0ONAUV'NA)=V" n

Exemple 1.9 L’intervalle [0,1] est un ouvert de [0.2] muni de la topologie induite par
Ty ( toplogie usuelle), car [0,1][ = ]—1,1[N[0.2] et |—1,1[ € T,. Noter que [0,1] est aussi
un fermé de [—1, 1] muni de la topologie induite par 7., car [0,1] = [0.3] N [—1,1[ et [0.3]

est un fermé de (R, 1,). En revanche [0, 1] n’est ni ouvert ni fermé dans (R, 1) .

Proposition 1.7 (transitivité de la topologie induite) Soit (E,T) un espace topo-
logique et B C A C E deux parties de E. La topologie induite sur B par celle de E est la

méme que la topologie induite sur B par la topologie de A induite par celle de E.

Topologie produit

Soient (E7,71) et (Esy, 79) deux espaces topologiques.

Définition 1.13 On appelle ouvert élémentaire de F1 X Ey toute partie w C E1 X Ey de la
forme w = Oy X Oy o1 O1 € 71 et Oy € T9. La famille formée par les réunions quelconques

d’ouverts élémentaires définit une topologie sur E1 X Eo appelée topologie produit.

Remarque 1.5 Comme E; X Ey et ¢ = ¢ X ¢ sont des ouverts élémentaires et que
(O1 X O2)N(07 x O4) = (01 NOY)x (0N OY) , la famille et bien un topologie sur Ey X Fs.

Définition 1.14 On appelle topologie usuelle sur R™ la topologie obtenue par produit

successif de la topologie usuelle de R.

Exemple 1.10 La topologie usuelle sur R? a pour base d’ouverts les rectangles ouverts .

Proposition 1.8 Soit © = (z1,x2) € E1 X Ey alors (Vi X %)Vlev(zl)yﬁvm) est un sys-
téeme fondamentale de voisinage de x dans Ey X FEy. Plus généralement, si B (x1) (resp
B (z3)) est un systéme fondamentale de voisinage de xy1 (resp de x5) dans Ey(resp dans
Es), alors (Vi X Vi)y, v vaev(as) €5t un systéme fondamentale de voisinage de x dans
Ey x Es.

Exemple 1.11 Soit R* muni de la topologie usuelle et v = (1, z3) . La famille (Jr; — €, 01 + €] X |19 — ¢
est un SF'V de x.
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Proposition 1.9 Si E; et Ey sont séparés alors E1 X Ey est séparé.
Exemple 1.12 La topologie usuelle de R™,n € N* est éparée.

Exercise 1.15 Soient (Ey,71) et (Fy, 7o) deux espaces topologiques et E = Ei X Es
[’espace topologique produit. Montrer que E est séparé ssi Fy et Ey sont tous les deux

Séparés.

Exercise 1.16 Adhérence, intérieur et frontiére d’un produit

Soient Ey et Ey deux espaces topologiques, A une partie de Fy, B une partie de Fs, et C
la partie A X B de l’espace produit E = Fy X FEy. Montrer que

1.C=AxB,

2.C'=Ax B,

3. Fr(C) = (Fr(A) x B)U (A x Fr(B)).

1.9 Suites convergentes

Dans toute cette section (E, 7) désigne un espace topologique.

Définition 1.15 Soient (x,), . une suite d’éléments de E et £ € E. On dit que (x,)

converge vers [ (ou tend vers l) lorsque n tend vers +oo, (n € N) si :

neN

YWeV(),Ing=no (V) eN tel queVn e N:n >ng =z, € V.

St (Tn),en converge vers £, on dit que { est la limite de (1,,),,c -
Remarque 1.6 1. Une suite d’un espace topologique peut posséder plusieurs limites. Par
exemple, si T est la topologie grossiére sur E alors tout point de E est limite de toute suite
d’éléments de E.

2. les suites convergentes d’un espace discret sont les suites stationnaires

Théoréme 1.4 Dans un espace topologique séparé, la limite de toute suite (si elle existe)

est unique.

Preuve. Procédons par I'absurde en supposant qu'il existe une suite (x,,),,o d"un espace
topologique séparé (F, 7) qui posséde deux limites différentes ¢; et ¢ ({1, 05 € F). Comme
Uy # Uy et E est séparé alors il existe V € V(¢1) et W € V({y) tels que VN W = ¢.

D’autre part, comme /; est une limite de (z,,), o alors il existe ny = ny (V) € N tel que :

VneN:n>n =x,€V.



16

De méme, comme {5 est une limite de (x,,),,.y alors il existe ny = ny (W) € N tel que :
YVneN:n>2ny =z, €W

Il en résulte donc que pour n € N vérifiant n = max (ny,n2), on a z,, € V et x, € W,
c’est-a-~dire z,, € VN W. Ce qui est absurde puisque VW = ¢. m

Définition 1.16 une suite (1), .y d’'un espace topologique E est convergente (dans E)
s’il existe { € E tel que x, — £ lorsque n — +oo,n € N; on dit que { est un point

limite de (xy),, oy dans E.

Remarque 1.7 si (y,),oy C A C E, et si (Yn),cn converge vers £ alors nécessairement

(e A.

Définition 1.17 Siu: N — FE est une suite d’un espace topologique E, une sous-suite
(ou suite extraite) de u est une suite de la forme uop ot  est une application strictement

croissante de N dans N.

Proposition 1.10 si une suite (v,,),, oy d’un espace topologique E converge vers un point

limite €, alors toute sous-suite de (a:n)neN converge vers ce méme point limite (.

1.9.1 Valeurs d’adhérence d’une suite

Définition 1.18 Soit (x,), .y une suite d’un espace topologique E. Un élément { de E

est une valeur d’adhérence de la suite (1,,),, oy Si -
YW eV(),Ing=no (V) eN tel queVn e N:n >=ng =z, € V.
En particulier, tout point limite d’une suite en est une valeur d’adhérence (réciproque

fausse).

Exemple 1.13 dans R, 1 est un point isolé de la paire {—1,1}, mais est une valeur

d’adhérence de la suite (—1)".

Proposition 1.11 L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite u: N — N est égal a
ﬁNEN{’UJn | n > N}
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Preuve. ¢ est une valeur d’adhérence de la suite u si et seulement si pour tout voisi-
nage V' de ¢, ensemble u~' (V) est infini, c’est-a-dire s’il contient des entiers naturels

arbitrairement grands, ce qui s’écrit :
YWwevV(), VNeN, {u, | n>N}NV #¢
ou encore (aprés interversion des deux V)
VN eN, (e {u, |n=>N}.
n

Proposition 1.12 Soit (x,),.y une suite d’un espace topologique E. S’il en existe une

sous-suite (x¢(n))neN qui converge vers £, alors { est une valeur d’adhérence de (,,),,cx-

(réciproque fausse)

Exercise 1.17 Déterminer l’ensemble des valeurs d’adhérence, dans R puis R des suites

u,v :

Vn € N, ug, = (—2)" et ugpy1 = V2, vy =€, Wy =1 et Wopiq = n.

1.10 Applications continues

Dans toute cette section (E,7) et (E', ') désignent des espaces topologiques.

1.10.1 limites

Définition 1.19 Soient E et E' deux espaces topologiques, A une partie non vide de
E, f:A— FE,acAetbec E'. On dit que f () tend vers b lorsque = tend vers a en

restant dans E (et on écrit lim, ., f(x) = b)ssi :

VYW eV (b),3V eV (a) tel que : f(VNA) CW.
Remarque 1.8 Dans la définition précédente, on peut remplacer V (b) et V (a) par n’im-
porte quels SF'V de b et a.

Définition 1.20 (équivalente a la précédente) Soit f : E — E' une application et

soienta € E etb € E'. On dit que f (x) tend vers b lorsque x tend vers a (et on écrit lim,_, f(x) = b)ssi

YW eV : f1(W)eV(a).
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Théoréme 1.5 Si E’ est séparé, la limite, si elle existe, est unique.

Preuve. Supposons que f admet deux limmites b # o’ de f en a quand x € E. Comme £’
est séparé, il existe des voisinages W € V (b) et W' € V (V') tels que W N W' = ¢. Or par
hypothese, il existe V € V (a) et V' € V(a) tels que f(VNA) C Wet f(V NA) CW.
On en déduit que f(VNV' NA) CcWNW = ¢, et donc VNV'NA=¢. Ceci contredit

a € Acar VNV’ est un voisinage de a. m

Exemple 1.14 Si f : R* — R est définie par f(x) = 1/x, f n’a pas de limite au point

0. Si on considére f comme fonction & valeurs dans R, alors lim, o f(x) = +00.

1.10.2 Continuité ponctuelle

Définition 1.21 Soient F et E' deux espaces topologiques, f: FE — FE'eta € E. On dit
que [ est continue en a ssi pour tout voisinage W € V (f(a)), il existe V€ V (a) tel que
f(V)yC W, ie. ssilimf(x) = f(a).On dit que f est continue (sur E) si elle est continue
en tout point de E.xﬁa

Exemple 1.15 1. Toute application constante de E dans E' est continue en tout point
de E.

2. Si E est discret, toute application de E dans E' est continue en tout point de E.

3. La fonction caractéristique 1g est discontinue en tout point de R.

4. La fonction 1g+ est continue en tout point x € R* mais n’est pas continue en 0.

Proposition 1.13 f est continue au point a si et seulement si l'image réciproque par f

de tout voisinage de f(a) est un voisinage de a.

Proposition 1.14 Soient E et E' deux espaces topologiques, [ application de E dans E;
les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Uapplication f est continue ;

2. limage réciproque par [ de tout ouvert de E' est un ouvert de F;

3. limage réciproque par f de tout fermé de E'est un fermé de E;

4.YACE, f(A) c f(A);

5.YBC E', f1(B)c f'(B).

Preuve. ((2) <= (3)) par passage aux complémentaires et la formule :

f 1 (CwB)=Crf(B) (VBCE.
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Dans la suite, on utilisera en permanence 1’équivalence
(f(A)Cc B)«<= (AcC f'(B)).

((1) <= (2)) L’application f est continue si et seulement si, pour tout a € F et tout
ouvert O de E’ contenant f(a), f~*(O) est un voisinage de a, autrement dit si, pour tout
ouvert O de E', f~!(O) est voisinage de chacun de ses points, c’est-a-dire est ouvert.
((3) = (5)) Si limage réciproque du fermé F = B est fermée alors elle contient non
seulement f~!(B) mais son adhérence.

((5) = (4)) Posons B = f (A). Alors, A C f~*(B) donc sif ! (B) contient 'adhérence
de f~*(B), il contient celle de A, d’ou f (A4) C B :

((4) = (3)) Soit F un fermé de E’ . Posons A = f~!(F). Comme F est un fermé contenant
f(A), il contient aussi son adhérence donc si celle-ci contient f (A4) alors A C f~!(F),

c’est-a-dire que I'ensemble A = f~(F') est fermé. m

Exemple 1.16 1. Si E est un espace topologique et E' = R, alors si [ est continue, on

a:

I = {zcE|a<f(z)<poua,B R} estun fermé de E, puisqu’il est égale a f~ ([, 5])

I, = {z€E|f(x)>a, acR} estun ouvert de E, puisqu’il est égale a f~* (Jar, +-00])
I; = {v€E|f(x)=0a acR} estun fermé de E, puisqu’il est égale a f~* ({a})

2. Pour tout a € R, Uapplication t, de (R,7,) dans (R,7,) définie pour tout x € R
par t, (r) = = + a est continue. En effet, tout ouvert O € T, s’écrit sous la forme O =

Uier |, B;] ,0u, pour touti € T; oy, 5, € R et a; < B;. On a donc
t, (0) = Uiert, " (Jou, B]) = Jai — a, B; — al.

Ainsi, t;1 (O) € 7, et t, est continue.

3. On rappelle que la fonction caractéristique d’une partie A de E est notée 14 et que
c’est la fonction définie sur E qui vaut 1 sur A et 0 sur CgA. La fonction caractéristique
Ig+ n’est pas continue : limage réciproque de l'ouvert |1/2,3/2[ est R, ce n'est pas un

ouvert de R.

Remarque 1.9 L’image directe d’un ouvert (resp. d’un fermé) par une application conti-

nue n’est pas nécessairement un ouvert (resp. un fermé). Par exemple

sin (]—10,13[) = [~1,1] .
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Définition 1.22 Une application est dite ouverte (resp. fermée) ssi l'image de tout

ouvert (resp. de tout fermé) est ouverte (resp. fermée).

Exemple 1.17 Soit F; et Fy deux espace topologiques et E1 X Ey muni de la topologie
produit (dont les ouverts sont les réunions d’ouverts élémentaires). Soit 11y : Ey X By —
Ey définie par 11y (x1, 25) = x1. Alors pour tout ouvert O de Fj, Hfl (O) = O x Ey qui est
un ouvert élémentaire de E4 x Ey. Donc Il est continue. Montrons que 11, est ouverte :
Soit O un ouvert de Ey X Es, alors O = U;c€2;, ot les §2; sont des ouverts élémentaires,
done 111 (0) = Uie/IT; (). Or Q; = Oy X Oya, 0t Oy est un ouwvert de By, et I1; (Q;) =

O;1, donc T11(O) est un ouvert comme réunion d’ouverts de Ey. Il est donc bien ouverte.

1.10.3 Composition d’applications continues

La proposition suivante est presque évidente, mais essentielle : la composition préserve

la continuité.

Proposition 1.15 Soient (E,7g),(E',7p) et (E”, Tg») trois espaces topologiques, f une
application de E dans E' et g une application de E' dans E".

1. 8@ f et g sont continues, la composée g o f est continue.

2. Si f est continue en un point x € E| et si g est continue au point f(x) € E’, la composée

go f est continue au point x.

Preuve. 1. Si O est un ouvert de E”, (go f)""(0) = f~1(¢7'(0)) est un ouvert de E,
par continuité de f et g.

2. 11 s’agit de montrer que pour tout V € V((go f)(x) ), ona (go f)" (V) € V(z) .
Soit V e V(g (f(x))) et par continuité de f au point z, (go f)™ (V) = f~ (g7 (V))
est un voisinage de x, puisque g~* (V) est un voisinage de f (x), par continuité de g au

point f(x). m

1.10.4 Homéomorphismes

Les homéomorphismes sont les isomorphismes de la structure topologique, ils per-

mettent d’identifier deux espaces topologiques a priori distincts.

Définition 1.23 Soient (E,7g) et (E', 7)) deux espaces topologiques. Un homéomor-
phisme de E dans E' est une application bijective, continue et dont la réciproque est
continue. On dit que deux espaces sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme

entre eux.
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Remarque 1.10 — La relation “homéomorphe a” est une relation d’équivalence sur la
catégorie de tous les espaces topologiques.

— La composée de deux homéomorphismes est un homéomorphisme.

Exemple 1.18 1. Une translation sur R est continue, son inverse est une translation,
donc est aussi continue et donc c’est un homéomorphisme. De méme, les homothéties
de R sont des homéomorphismes. On en déduit que deux intervalles ouverts de R sont
homéomorphes. On verra plus loin que tout intervalle ouvert de R est aussi homéomorphe
aR.

2. L’application identité d’un espace (E,T) dans l’espace (E,7'") est un homéomorphisme
si et seulement si T = T,

3. [ bijection continue # f homéomorphisme. Par exemple, Uapplication f : [0,1[ U
{2} — [0,1], définie par f |jo1= Idpa[ et f(2) = 1, est continue bijective mais son

1verse n’est pas continue en 1.

Définition 1.24 Soit un ensemble A vérifiant une propriété P. On dit que cette propriété
est une notion topologique si [’'image de A par un homéomorphisme quelconque vérifie

encore cette propriété P.

Exemple 1.19 Les propriétés suivantes sont des notions topologiques : étre ouvert, fermé
ou voisinage d’un point; étre séparé; étre l'adhérence, 'intérieur ou la frontiére d’un

ensemble.

1.11 Topologie des espaces métriques
E désigne un ensemble non vide.

Définition 1.25 Une distance sur un ensemble E est une application d : E x E — R*
vérifiant :
()Vexe E: d(xz,x) =0
(2) Ve,y € E: d(z,y) =d(y,z) (symétrie) (en disant que d est symétrique)
(3) Vo,y,z€ E: d(z,2) <d(x,y)+d(y,z) (inégalité triangulaire)
(4) Ve,y e E: d(z,y) =0=x =1y (aziome de séparation)
— Le nombre d (z,y) s’appelle distance des points = et y. Un ensemble F muni d’une

distance d s’appelle un espace métrique; on le notera (E;d).
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— Si d satisfait les trois premiéres propriétés (1), (2) et (3) mais pas forcément la
quatriéme, on dira que d est une semi-distance sur E et dans ce cas le couple (F;d) est
appelé

espace semi-métrique.

Exemple 1.20 1. La distance usuelle sur R est une application d : RxR — RT définie
par :

2. La distance usuelle sur C est une application d : C x C — R™ définie par :
d<21,22> = ‘21—22’ (VZ]_,ZQ EC)

3. La distance discréte (triviale) sur un ensemble quelconque E est définie par :

d(x,y):{ Osiz=y (Vz,y € E).
lsiz#y

4. Etant donné n € N*, on appelle distance euclidienne de R", Uapplication d, : R™ x
R" — R définie par :

Z|xi—yi]2 Ve = (z1,...,20),y = (Y1, -, yn) ER").
i—1

Plus généralement, pour tout p € N*, Uapplication d, : R™ x R" — RT définie par :

n 1/p
dp (2, y) = (Z |z — yi|p> (Vo = (z1,...,20), ¥y = (y1,- -, ¥n) €R")

=1

constitue une distance sur R™ on ’appelle la distance de Holder d’exposant p de
R"™ ( pour p = 2, on remarque que dy = d.). L’inégalité triangulaire pour d, repose sur
[tnégalité de convexité suivante :

Inégalité de Minkowski : k =R ou C; soit p réel, p > 1,(ay,...,a,),(b1,...,b,) € k™

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z|ai+bi|p) <<Z|ai|p) +(Z|bi|p> .

=1 1=1 i=1

Lorsque p tend vers l'infint on a

o (&) = max (jz: = yl) (Vo = (@1, 020) 5 = (.- 3) €RY).

1<i<
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5. Soient A un ensemble et E un espace métrique. Soit F(A; E) l'ensemble des fonctions

de A dans E. Alors
du (f,9) = Sup {min (1,d(f (2),9(2)))}

est une distance sur F(A; E) appelée la distance de la convergence uniforme sur A .
6. Soit I = [a,b] un segment de R et E = C(I;C) l’ensemble des fonctions continues
sur I. Alors dy (f,g) f |f(x ()| dx est une distance sur E ainsi que ds (f,g) =

(J21£@) — gla)P )

Proposition 1.16 Soit E un ensemble non vide muni d’une distance d et n un entier
strictement positif.

1Y (x1,...,2,) € E", d(z1,2,) < 2?2—11 d(zi, Tit1)-

2.V (z,y,2) € B3, d(z,y) > |d(z,z) — d(y, 2)| (deuxi‘eme in “egalit ‘e triangulaire).

3. VA € R*", \d est une distance.

Preuve. Nous ne prouverons que le deuxiéme point (Les deux autres sont faciles & véri-
fier). Cette inégalité est importante, et est presque aussi utile que I'inégalité triangulaire.
Soient donc z, y et z dans E. L’inégalité triangulaire nous donne d(z, z) < d(z,y)+d(y, 2),
ce qui implique que d(x,y) > d(z, z) — d(y, z). D’autre part, I'inégalité triangulaire nous
donne aussi d(z,y) < d(z,x)+d(z,y), ce qui implique donc que d(x,y) > d(y, z) —d(x, 2);

d’otl le résultat. m

1.11.1 Boules, sphére

Définition 1.26 Soit (E,d) un espace métrique. Soit x € E et r > 0. L’ensemble
B(z,r)={ye E:d(z,y) <r}

s’appelle boule ouverte de centre x et de rayon r. L’ensemble
B(r,r)={yc E:d(z,y) <r}

s’appelle boule fermée de centre x et de rayon r. L’ensemble
S(x,r)={y e E:d(x,y)=r}

s’appelle sphére de centre x et de rayon r.
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Exemple 1.21 1. Soit R muni de la distance usuelle. Pour tout x € R et tout r > 0, on
aB(x,r)={y€ E:|x—r|<r}=]r—rx+r[. Réciproquement, pour tout (a,b) € R?,
on ala,bl=B (“T“’, “T_b) (et le centre et le rayon sont uniques). Donc les boules ouvertes
de R sont exactement les intervalles ouverts et bornés de R. De méme l’ensemble des
boules fermées coincide avec les intervalles fermés et bornés de R.

2. Soit R, muni de la distance d(x,y) = |arctan (x) — arctan (y)|. Les boules ouvertes de
R sont les ensembles suivants ]a,b[,]a, +00o|,]a, +oc], ]—00,a[,[—00,a[,R et R (ot a et
b sont des réels). Notez que pour les ensembles |a,+00| et [—o0o,al il n’y pas unicité du

centre et du rayon permettant de les écrire comme des boules ouvertes de R.

1.11.2 Caractérisation des voisinages et des ouverts d’un espace
métrique
Définition 1.27 Soit (E,d) un espace métrique. Un ensemble O C E est dit ouvert si

pour tout x € O, il existe r, > 0 tel que B(x,r,) C O.

Proposition 1.17 1. Une boule ouverte de E est toujours un ouvert de E.

2. Une boule fermée de E est toujours un fermé de E.

Preuve. 1. Soit B (x,r) une boule ouverte et y € B (x,r). Alors d(x,y) < r. Soit 7, > 0
tel que r, < r— d(x,y). Alors si z € B(y,r,) on a

d(z,x) < d(z,y) +d(y,z) <ry +d(y,z) < (r —d(z,y)) +d(y,z) =r.

Donc z € B (z,r). Ainsi B (y,r,) C B (x,7r).
2. Soit y € B\ B(x,r), alors d(x,y) > r. Soit § = d(x,y) —r et 2 € B(y,?) alors,

d(z,y) < 0. En utilisant I'inégalité triangulaire et on obtient
d(z,x) > d(y,.%) —d(Z,y) > d(y,l’) —o0=r.
Dott z € EN B(z,r) et B(y,0) C E~ B(x,r). Ainsi E\ B (x,7) est un ouvert. m

Proposition 1.18 Soit (E,d) un espace topologique et soit x € E et V C E. On dit que
V' est un voisinage de x et on note V€ V() si et seulement si il existe r > 0 tel que

B(z,r)CV.

Preuve. Si V est un voisinage de z € F, il existe un ouvert O tel que z € O C V. Par
deéfinition des ouverts des espaces métriques, il existe r > 0 tel que B (z,r) C O. Dans le

sens inverse si B (z,7) C V, alors on prend O = B (z,r) m



25

Proposition 1.19 Si (E,d) est un espace métrique alors on a :

1. Tout point x € E admet une base dénombrable de voisinages

(5(n1). ner).

2. {B (ZL', %) , ne N ze E} est une base d’ouverts de (F,d).

1.11.3 Topologie associée a une distance

Proposition 1.20 Soit (E,d) un espace métriqgue et O une partie non vide de E. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.
1. O est réunion de boules ouvertes,

2. pour tout x € O, il existe r > 0 tel que B(xz,r) C O.

Preuve. (2) = (1) Pour tout = € O, il existe r, > 0 tel que B(x,r,) C O, et donc
UzeoB(z, 1) C O. Comme x € B(x,r,) pour tout z € O, on a aussi O C UzcoB(z, 7).
(1) = (2) Si O = UerB(x;, 1;), alors pour tout = € O, il existe i € I tel que x € B(x;,1;).
Pour r =r; —d (z,2;), on a B(z,r) C B(zs,r;) CO. =

Théoréme 1.6 L’ensemble des parties de E vérifiant les propriétés (1) ou (2) de la pro-
position précédente, définit une topologie sur E. On [’appelle topologie associée a la

distance d.

Preuve. Soit 74= {ensembles des parties de E vérifiant (1) ou (2)} . Il s’agit de montrer
que la famille 7, de parties de E satisfait les trois axiomes de Hausdorff.

i. L’ensemble vide peut étre considéré comme une réunion vide de boules ouvertes de F
c-a-d Ujeyp B(x;, 1) = ¢; ol ¢ € 74. Quant a 'ensemble E, il est la réunion de toutes les
boules ouvertes de E; d'ou E € 74.

ii. Soit (O,...,0%) € 7h et © € NicperO;. 1l existe 7; > 0 tel que B(z,r;) C O;.
Alors B(x, miny<;<k (7)) C NMi<k<kO;. D’apres la proposition précédente on en déduit que
Mi<k<kO; est réunion de boules ouvertes, d’ou la stabilité par intersection finie.

iii. Pour toute famille (O;),_, de parties de E, appartenant a 74, 'ensemble U;c;O; est une

iel
réunion de réunions de boules ouvertes de E; c’est donc une réunion de boules ouvertes

de E. D'ot Ujc;0; € Ty. W

Définition 1.28 Un espace topologique (E,T) est dit métrisable s’il existe une métrique

d sur E telle que la topologie associée a d soit égale a T.
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Exemple 1.22 1. La topologie associée a la distance triviale est la topologie discréte.
2. La topologie associée a la distance usuelle de R est la topologie usuelles de R. Il existe
d’autres distances sur R dont la topologie associée est la topologie usuelle de R (par exemple

d(x,y) = |arctan z — arctany| ).

1.11.4 Distance d’un point & un ensemble, d’'un ensemble a un

autre, diameétre

Définition 1.29 Soient (E,d) un espace métrique. Soit A et B des sous-ensembles non
vides de E et x un élément de E;
a) on appelle distance de A a B et on note d (A, B) le réel positif défini par
d(4,B)= inf dla,b);
b) on appelle distance de x & A et on note d(x, A) le réel positif défini par
d(z,A) = infd(z,a);
¢) on appelle diamétre de A et on note § (A) U’élément de Rt U {400} défini par
d(A) = supd(z,y).
z,y€A

On dit que A est borné si et seulement si
d(A) < 400

et si et seulement si
Yae E,3r >0, AC B(a,r).

Remarque 1.11 1. Bien faire attention que, malgré son nom, la distance entre ensembles
n'est absolument pas une distance!! Par exemple si on prend A = {2} C R et B =
{#1 +2,n€ N} C R on ad(A, B) =0 tandis que A # B.

2. le diameétre d’une boule B(a,r) est majoré par 2r.

3. On a aussi d (A, B) = inf,ead (x, B) = inf cpd(y, A).

Proposition 1.21 Soient A et B deux parties d’un espace métrique. Alors, on a :
1.LACB=6(A) Cd(B).
2. 5(A) =5 (4).

Définition 1.30 Soient A un ensemble non vide,(E, d) un espace métrique et f : A — E
une application. On dit que f est bornée si son image f (A\) est une partie bornée de l’espace

métrique FE.
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1.11.5 Applications lipschitziennes et Applications contractantes

Définition 1.31 Soient (E.d) et (E',d') deuz espaces métriques. Une application f :
E — E' entre deux espaces métriques est dite k—lipschitzienne, pour un certain réel
k>0, si

Ve,y € E, d (f(z), f(y)) < kd(z,y).

Sl existe de tels k alors le plus petit d’entre eux existe et est appelé la constante de Lip-
schitz de f (ou rapport de Lipschitz de f) .

- On dit que f est bilipschitzienne si elle est bijective et chacune des deux applications
f et f=1 est lipschitzienne.

- On dit que [ est contractante si elle est lipschitzienne de rapport inférieur strictement
al.

Définition 1.32 (Isométries) Soient (E,d) et (E',d') deux espaces métriques et f :

E — E' une application. On dit que f est une isométrie si :

Vo,y € E, d'(f (v), f(y) =d(z,y).

En d’autre termes : une isométrie est une application qui conserve les distances.
— toute application isométrique (c’est-a-dire vérifiant d' (f (z), f(y)) = d(x,y)) est
1—lipschitzienne, donc toute isométrie (c’est-a- dire toute bijection ou surjection isomé-

trique) est un homéomorphisme.

Exemple 1.23 Si C est muni de la distance usuelle et R? est muni de la distanceds, alors

Uapplication f (z,y) = x + 1y est une isométrie de R? sur C.

Proposition 1.22 L’application distance d’un point & une partie A non vide, définie de
E dans R par

rr—d(x,A) = ;Ielgd(l',a)
est 1—Ilipschitzienne, c’est-a-dire que

Preuve. Pour z,y fixés de F, soient f,g: A — R définies par

fla)=d(z,a) et g(a) =d(z,y) +d(y,a).

De f < g on en déduit que inf,cs f(a) < inf,ca g(a), cest-a-dire d(x, A) < d(z,y) +
d(y, A). Méme chose en échangeant x et y, autrement dit : d (x,y) majore a la fois la

difiérence d (z, A) — d (y, A) et son opposée. Il majore donc la valeur absolue. =
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1.11.6 Distances topologiquement équivalentes, distances équi-

valentes

Définition 1.33 - Soit E un ensemble, d et d' deux distances sur E. On dit que d et d
sont topologiquement équivalentes si et seulement si les topologies associées a d et d’
coincident (si elles définissent la méme topologie ; c’est-a-dire si T4 = Tq ).

- On dit que deux distances d et d' sont métriquement équivalentes ou équivalentes
si et seulement si il existe a« > 0 et 8 > 0 tels que ad' (x,y) < d(z,y) < Bd' (x,y) pour
tout x,y € I.

Remarque 1.12 -Des distances d et d' métriquement équivalentes sont topologiquement
équivalentes.
-La réciproque est fausse : on peut trouver des distances d et d' topologiquement équiva-

lentes qui ne sont pas métriquement équivalentes

Proposition 1.23 Soit E un ensemble non vide et soient d et d deux distances sur E.
Alors d et d' sont équivalentes si et seulement si l'application identité 1dg : (E,d) —
(E,d') est bilipschitzienne. Aussi, d et d' sont topologiquement équivalentes si et seulement

si Uapplication identité Idg : (F,d) — (F,d') est un homéomorphisme.

Preuve. Nous vérifions la premiére assertion de la proposition. L’application Idg : (F,d) —

(E,d') est lipschitzienne équivaut a 'existence d’un k& > 0 tel que :
d' (z,y) < kd (2,y).

De méme, son application inverse Id.' : (E,d’) — (E,d) est lipschitzienne équivaut &

Iexistence d’un k&’ > 0 tel que :
d(x,y) < Kd (z,y).

On obtient que lapplication Idg : (E,d) — (F,d') est bilipschitzienne si et seulement
s’il existe k, k' > 0 tels que :

1 U

Ce qui équivaut au fait que d et d’' sont équivalentes.

Maintenant la seconde assertion de la proposition. L’application Idg : (F,d) — (E,d)
est continue si et seulement si 'image réciproque de tout ouvert de (F,d’) est un ouvert

de (E,d); ce qui revient simplement & dire (puisque Idg est 'identité) que 74 C 74. On
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montre de la méme fagon que I’application inverse de Idg : (E,d) — (E,d’) est continue
ssi 74 C T74. En regroupons les deux inclusions, on obtient que Idg : (F,d) — (E,d’) est
un homéomorphisme ssi 74 = 74 ; c’est-a-dire ssi d et d' sont topologiquement équivalentes.

Exemple 1.24 Soit (E,d) est un espace métrique, alors

d(x,y)

& (@,y) = 1+d(x,y)

est une distance sur E, bornée et topologiquement équivalente a d.

Exemple 1.25 Soit p un entier > 1; on définit les trois distances dyi,ds et dy sur kP

par :

1<i<p

1/2
Vo, y e kP 1 dy (z,y) Zm yil da (z,y) <Z|xl yl> , doo (z,y) = max |x; —
alors les distances dq,ds et do, définies sur kP vérifient

Va,y € kP, do (2,y) < di (2,y) < /pd (2,y) < pdes (2, ) -

Ainsi les distances dy,dy et do, sont équivalentes donc topologiquement équivalentes.
Indication : pour montrer que dy (v,y) < /pdz (v,y), on utilise 'inégalité de Cauchy-

Schwarz, on a

12/ 1/2
Z ’xz yl (Z 1 ) <Z |5Cz — y2|2> = \/ﬁdZ (337 y) .

1.11.7 Caractérisations séquentielles
Limite d’une suite

Soit (E, d) un espace métrique. Rappelons que pour tout x € E, la famille B (¢, ¢€) ., est
un SFV de z dans E, on peut réécrire la définition de la limite d’une suite dans un espace

métrique.

Proposition 1.24 Soit (E,d) un espace métrique et (x,), oy une suite d’éléments de E.

Alors (), tend vers { si et seulement si

Ve>0,AN e N, VneN: n> N = d(z,,0) <e
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Preuve. = / Supposons que ¢ est une limite de (z,,) D’aprés la définition d’une suite

neN*
convergente au dessus, pour tout € > 0 la boule ouverte B (¢, ¢€) est une voisinage de ¢,

alors il existe N, € N tel que : Vn > N, x, € B ({,¢). C-a-d
Ve >0,dN. e N, Vn e N: n > N, = d(z,,0) < e.

<« / Supposons que pour tout € > 0 il existe N. € N tel que : Vn > N, d(z,,() < e. On
suppose que V' un voisinage de ¢ (V € V (£)). Alors il existe un ouvert B ({,r), ., C V .
On prend par exemple € = r/2, Par hypotheése, facilement nous pouvons trouver N € N
tel que : Vn > N; d(x,,¢) < e. Donc on a trouvé N € N tel que

Vn>=N, z, € B(l,e) CB({r),.,CV,

ce dernier est vrai pour chaque voisinage de V' € V (¢) et prouve que ¢ est une limite de
(75,),,en -Comme un espace métrique est séparé, la limite d’une suite est unique quand elle

existe. m

Points adhérents, parties fermées

Définition 1.34 Soit A C F et a € E. On dit que a est adhérent a A si et seulement
St :
Ve >0, B(a,e)NA# o,

ou
Ve > 0,3z € A,d(x,a) <e.

Exemple 1.26 Par ezemple, pour A =10,1[ C R ou R est muni de la topologie usuelle,
on a0 et 1 qui sont dans A. Car pour tout € > 0,les deuz boules B (0,¢) = ]—e¢, +€]
, B(1,€) =1 —¢€,1+ ¢[ rencontrent A.

Proposition 1.25 Soient (E;d) un espace métrique, A un sous-ensemble non vide de E
et © un élément de E. Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. v € A

2. d(xz,A) =0;

3. il existe une suite (ay), o d’éléments de A qui converge vers x.

Preuve. Pour vérifier I’équivalence entre les trois assertions, il suffit de montrer que
H=2)=0)=(@1).
1

(1) = (2) Si z € A, alors pour tout entier n > 1, la boule ouverte B (a:, 5) rencontre A,
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i.e il existe a € A tel que d(z,a) < %, donc d(z, A) < % pour tout n > 1, on en déduit
d(x,A) = 0 lorsque n tend vers +o00.

(2) = (3) Si d(x,A) = 0, alors pour tout entier n > 1, la boule ouverte B (z,+) étant
un voisinage de z, il intercepte A. Soit a, € AN B (z,1). Alors (ay),, oy est une suite de
points de A telle que d(z, a,) < % , i.e. une suite de points de A qui tend vers .

(3) = (1) On suppose que (ay,),,oy est une suite de points de A telle que lim,, .,  a, = ;
alors par définition on en déduit que Ve > 0, IN € N tel que Vn > N = d(a,, ) < ¢,
d’ou Ve > 0, IN € N tel que ¥Yn > N = a, € B (z,¢). En particulier B (z,e) N A # ¢

pour tout € > 0 et ce la montre que = € A m

Remarque 1.13 [l est possible (et facile) de montrer que les points adhérents a A peuvent
étre classés en deux types différents :

1. On dit que x € E est un point d’accumulation de A si pour tout v > 0, l’ensemble
B(xz,r)NA#¢.

2. On dit que zest un point isolé de A s’il existe r > 0, tel que B (z,7) N A = {z}.

Proposition 1.26 Soit (E;d) un espace métrique, A une partie de E. A est fermée si
et seulement si pour toute suite (ay), oy d’éléments de A, si (a,) converge dans E alors
(an) converge dans A. Autrement dit

A est un ferme de F <= (V (an),eny €AY, lim a,=z€ A) :

n—---+4o00

Preuve. = / Si A est fermé alors A C A. Si (an), .y est une suite de points de A qui
converge vers un point z € E, alors d’aprés la proposition précédénte x € A, donc z € A.

< / Réciproquement, si z € A, alors z est limite d'une suite (an),ey de points de A donc
d(z,A)=0.Doiz € Ajie. A=A =

1.11.8 Continuité uniforme

Définition 1.35 Soient (E,d) et (E',0) des espaces métriques et f : E — E' une
application.

On dit que f est continue en un point xo de E si :
Ve>0,3n>0,Ve € E:d(xz,x9) <n=0(f(z),[f(x)) <e.

Définition 1.36 Soient (E,d) et (E',0) des espaces métriques ; une application f de

E dans E'est uniformément continue sur E si :

Ve>0,3n>0,Vz, 2’ € E:d(x,2)<n=0(f(z),f(2)) <e
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Une application uniformémenr continue sur F est continue en tout point de £’ la réci-
proque est fausse : ainsi les seules fonctions polynomiales réelles uniformément continues

sur R sont les fonctions affines.

2 plest pas uniformément

Exemple 1.27 1. lapplication f : R — R définie par f (z) = x
continue malgré sa continuitée usuelle.
2. une application f : (E,d) — (E', ) lipschitzienne sur E est uniformément continue

sur .

Proposition 1.27 Soient (E,d), (E',d") et (E”,d") trois espaces métriques et soient
f:E— FE etg:E — E" deux applications. Si f est uniformément continue sur E

et g est uniformément continue sur E' alors g o f est uniformément continue sur E.

La démonstration est un exercice facile laissé au soin du lecteur!

1.11.9 Espaces métriques séparables

Définition 1.37 On dit qu’un espace métrique (E,d) est séparé si pour tout couple de

points x,y € E distincts, x # vy, s’il existe deux réels r,r'strictement positifs tels que
B(z,r)NB(y,r') = ¢.
Proposition 1.28 Un espace métrique est séparé.

Preuve. Soit (E,d) un espace métrique. Soit x,y deux points distincts de E. On pose
r=d(z,y) >0, V:B(x,g) etW:B(y,g).
SizeVNW,alors on a
2
r=day) <d(@z)+d(zy) <5+ 5=
3 3 3
ce qui est impossible pour 7 > 0. On a donc B (x, g) NnB (y, g) =¢. m
Proposition 1.29 Si (£, d) est un espace topologique séparé toute suite (un,), oy @ au plus
une limite. Si une telle limite { € E existe, on dit que { est la limite de la suite (uy,),, oy

(ou que la suite (uy), oy converge vers £) lorsque n tend vers linfini.

Preuve. On raison par I’absurde, supposons que la suite (u, ), ait deux limites distinctes
¢ # 0. Comme (F,d) est séparé, il existe B (¢,r) € V({) et B(¢',r") € V({) tels que
B, r)NB (¢',r") = ¢. D’aprés la proposition 1.24, il existe deux entiers n; et ny tels que

Ve > 0,Yn >ny:u, € B({,r) et Ve >0,Yn >ny:u, € B{',r").

Ce dernier implique que Ve > 0,Vn > max (nq,n2) : u, € B({,r)N B (¥,r") = ¢ d’ou la

contraduction. m
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1.11.10 Exercices

Exercise 1.18 Soit E =]0,+0c[. Pour x,y € E, on note

d(z,y) =

1 1

r oyl

1. Démontere que d est une distance sur E.

2. Déterminer B(1,1) pour cette distance.

3.La partie A =10, 1] est-elle bornée pour cette distance ?fermées ¢

4. Détermaner les boules ouvertes pour cette distance.

Exercise 1.19 Partie 1 : On considére 'espace métrique (R?,ds) tel que pour tout

z,y € R? L
) = (3 - w?)

1. Montrer que le demi-plan F = {(z,y) € R? | y < 0} est un fermé de R>.
2. Montrer que toute droite de R? est un fermé.
Partie 2 : Montrer que 6(x,y) = max(|z; — yi|) définie une distance sur R? et trouver
les boules ouvertes de centre C(1,1) et rayon r € R.
Partie 3 : Soit l'application O définie par :
0:R*x R? — R

2
(z,y) — > |z — uil

i=1

Montrer que 0 une distance sur R? et tracer la boule ouverte de centre l'origine O(0,0)

et de rayon 2.

Exercise 1.20 1. A quelle condition sur la fonction f : R — R application définie
par d(z,y) = |f(xz) — f(y)| est-elle une distance sur R ?

2. Les applications suivantes définies par :
01(x,y) = |sinz—siny|, 6,(z,y) = [2" =y , 65(x,y) = [2°—y?|, 0,(z,y) =log (1+ |z +y|)

sont-elles des distances sur R 7

3. Montrer que [’application suivante

I y
142 14y

d(z,y)

définie une distance sur R .
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Exercise 1.21 Soit (E,d) un espace métrique

1. Montrer que, pour tout o €]0, 1], Uapplication d* définie une distance sur E.
2. Montrer qu’il existe o = a(d) € [1,+00] tel que

- 510 < a<a* alors d* est une distance sur E

- st > o, alors d* n’est pas une distance sur E.

3. Déterminer o dans le cas ot d est la distance usuelle sur R, puis la distance discréte.

Exercise 1.22 Soit (E,d) un espace métrique et ¢ : R, — R, une application crois-

sante, vérifiant
px) =0 x=0c¢et ¢(a+0b) < P(a)+ ¢(b),Va,b e R;.

1. Montrer que d = ¢ od est une distance sur E.

2. Montrer que

d .
d1 = m, d2 = log(l + d), dg = 1nf(1,d)

sont des distances sur E.

Exercise 1.23 On note par RY l’ensemble des suites réelles. Pour u et v dans RY, on

pose

1 n ~— Un
d(u,v):Z [tn = Ul

2 [y, — 0] + 1
1. Montrer que d est une distance sur RY.
2. Montrer que (RN,CZ) est borné.
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