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Remarque 5.3.1 (Tribu complète) Il se peut que A mesurable de mesure µ(A) nulle
contienne des sous-ensembles B non mesurables, ce qui cause bien des soucis. Dans ce cas,
on complète la tribu comme expliqué en Section 1.6.

5.4 Convergence dominée et applications

Théorème 5.4.1 (Convergence dominée) Soit sur (X,A, µ), fn : (X,A, µ) → C, n ≥
1, mesurables telles que fn → f p.p. quand n → +∞. S’il existe g une fonction mesurable
(X,A, µ) → [0,+∞] telle que

1. |fn| ≤ g p.p.

2. g est µ-intégrable.

Alors

lim
n→+∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ. (5.3)

Conséquence : Si la convergence est dominée, on peut intervertir limite et intégrale.
En fait, on a même mieux que (5.3) : on a

lim
n→+∞

∫
|fn − f | dµ = 0. (5.4)

Cela asure en particulier (5.3) puisque

∣∣∣
∫

fn dµ−
∫

f dµ
∣∣∣ =

∣∣∣
∫

(fn − f) dµ
∣∣∣ ≤

∫
|fn − f | dµ.

et donc limn→+∞

∣∣∣
∫
fn dµ−

∫
f dµ

∣∣∣ ≤ limn→+∞
∫
|fn − f | dµ.

On propose deux preuves différentes du Th. 5.4.1. L’une à partir de la Proposition 4.4.1,
l’autre pour la conclusion plus forte (5.4).

Démonstration : Comme limn→+∞ fn = f p.p. et −g ≤ fn ≤ g, la Proposition 4.4.1
assure que

lim sup
n→+∞

∫
fn dµ ≤

∫
lim sup
n→+∞

fn dµ =

∫
f dµ =

∫
lim inf
n→+∞

fn dµ

≤ lim inf
n→+∞

∫
fn dµ

ce qui prouve le résultat. !

Démonstration : (de (5.4)) On considère la fonction 2g− |f − fn|. Comme |fn| ≤ g et (à
la limite) |f | ≤ g, il vient facilement |f − fn| ≤ 2g, c’est à dire 2g − |f − fn| ≥ 0. De plus,
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comme fn → f simplement, on a limn→+∞ 2g − |f − fn| = 2g. On applique alors le lemme
de Fatou (Th. 4.4.1) à cette suite de fonctions :

∫
lim inf
n→+∞

(
2g − |f − fn|

)
dµ ≤ lim inf

n→+∞

∫
2g − |f − fn| dµ

∫
2g dµ ≤ lim inf

n→+∞

∫
2g dµ−

∫
|f − fn| dµ

∫
2g dµ ≤

∫
2g dµ+ lim inf

n→+∞

(
−
∫

|f − fn| dµ
)

0 ≤ − lim sup
n→+∞

∫
|f − fn| dµ

lim sup
n→+∞

∫
|f − fn| dµ ≤ 0

en simplifiant par
∫
g dµ finie. Comme en plus lim infn→+∞

∫
|f − fn| dµ ≥ 0, on a

limn→+∞
∫
|f − fn| dµ = 0 et a fortiori

lim
n→+∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

!
Exemple : Montrer que si fn : [0, 1] → [0, 1] est continue et pour tout x ∈ [0, 1] on a
fn(x) → 0 alors

∫
[0,1] fndλ → 0. Essayer sans convergence dominée.

Exemple : Considérer la suite de fonctions (fn)n≥1 mesurables définies sur R et telle que
pour tout n ≥ 1, et x ∈ R : |fn(x)| ≤ 1/(1 + x2). Supposons que pour tout x ∈ R, fn(x)
converge vers f(x). Montrer alors que

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
fn(x) dx =

∫ +∞

−∞
f(x) dx.

Application aux intégrales à paramètres

Les résultats suivants donnent des conditions assez faibles sur f pour que la fonction
F (t) =

∫
X f(t, x) µ(dx) soit continue ou dérivable en t ∈ T .

Théorème 5.4.2 (Continuité sous l’intégrale) Soit (X,A, µ) un espace mesuré et T
un espace métrique (en général T = R ou à C). On considère f : T ×X → C tel que pour
tout t ∈ T , x 2→ f(t, x) est mesurable et

∀(t, x) ∈ T ×X, |f(t, x)| ≤ g(x)

avec g fonction µ-intégrable (
∫
X g(x) µ(dx) < +∞). On pose F (t) =

∫
X f(t, x) µ(dx).

Soit t0 ∈ T , on suppose que pour presque tout x ∈ X, t 2→ f(t, x) est continue en t0. Alors
la fonction F est continue en t0.



partout vers g et comme fk −→ f presque partout, on en déduit que f = g presque

partout. Mais alors, ‖fn − f‖1 = ‖fn − g‖1 −→ 0 quand n −→ +∞.

Pour le cas particulier, on a

∣∣∣∣

∫
fndµ−

∫
fdµ

∣∣∣∣ ≤
∫
|fn − f | dµ = ‖fn − f‖1 −→ 0, quand n −→ +∞.

Ce qui achève la démonstration du théorème de convergence dominée de Lebesgue.

Corollaire 3.6.2 Soit (X,M, µ) un espace mesuré. Soit (ϕn)n une suite de fonctions nu-

mériques intégrables. On suppose que la série de fonctions
∞∑

k=1

ϕk converge presque partout

et que les fonctions

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

ϕk

∣∣∣∣∣
sont majorées par une fonction intégrable indépendante de n.

Alors,
∞∑

k=1

ϕk est intégrable et on a

∫ (
∞∑

k=1

ϕk

)

dµ =

∞∑

k=1

∫
ϕkdµ (3.23)

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème de convergence dominée à la suite de

fonctions intégrables

fn =

n∑

k=1

ϕk

qui converge presque partout vers

∞∑

k=1

ϕk et qui sont majorées en module par une fonction

intégrable fixe.

3.7 Comparaison de l’intégrale de Lebesgue avec l’in-

tégrale de Riemann.

Proposition 3.7.1 [11]Soit f : [a, b] −→ R une fonction. Les conditions suivantes sont

équivalentes
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(i) f est Riemann intégrable sur [a, b] .

(ii) f est bornée sur [a, b] et l’ensemble de ses points de discontinuité est négligeable pour

la mesure de Lebesgue λ.

Théorème 3.7.2 [11]

Soit f : [a, b] −→ R une fonction Riemann intégrable sur [a, b] . Alors f est Lebesgue

intégrable sur [a, b] et son intégrale de Lebesgue coïncide avec son intégrale de Riemann

∫

[a,b]

fdλ =

∫ b

a

f(x)dx (3.24)

Intégrales généralisées

Soit I = (α, β) un intervalle non compact de R (soit I n’est pas borné, soit I est borné

et non fermé). Soit f : I −→ R une fonction et supposons que la restriction de f à tout

intervalle compact [a, b] de I est Riemann intégrable.

Définition 3.7.3 Lorsque la limite

lim
a
>
−→α,b

<
−→β

∫ b

a

f(x)dx

existe, on dit que l’intégrale
∫
I
f(x)dx est convergente et on pose

∫

I

f(x)dx = lim
a
>
−→α,b

<
−→β

∫ b

a

f(x)dx

Dans le cas contraire, on dit que l’intégrale
∫
I
f(x)dx est divergente.

Si
∫
I
|f(x)| dx est convergente, on dit que l’intégrale

∫
I
f(x)dx est absolument convergente.

Le théorème suivant fait la lien entre convergence absolue de l’intégrale
∫
I
f(x)dx et

Lebesgue intégrabilité de f sur I.

Théorème 3.7.4 Soit I un intervalle non compact de R. Pour toute fonction f : I −→

R dont la restriction à tout intervalle compact [a, b] ⊂ I est Riemann intégrable, les

conditions suivantes sont équivalentes

71



(i) f est Lebesgue intégrable sur I.

(ii) L’intégrale
∫
I
|f(x)| dx est convergente.

Lorsque l’une de ces conditions est réalisée, on a

∫

I

fdλ =

∫

I

f(x)dx (3.25)

Démonstration. (i)=⇒(ii). Si f est Lebesgue intégrable sur I, alors |f | est aussi Lebesgue

intégrable sur I et pour tout intervalle [a, b] inclus dans I

∫ b

a

|f(x)| dx =

∫

[a,b]

|f | dλ ≤

∫

I

|f | dλ < +∞,

d’où il résulte que
∫
I
|f(x)| dx <∞.

(ii)=⇒(i). Posons I = (α, β) et choisisons des suites (an)n et (bn)n de points de I tels que

(an)n est décroissante et an −→ α

(bn)n est croissante et bn −→ β

an ≤ bn pour tout n ≥ 1.

Posons fn = fχ[an,bn]. Comme f est Riemann intégrable sur [an, bn] , elle est Lebesgue

intégrable sur [an, bn] et fn Lebesgue intégrable sur I. Les fonctions |fn| forment une suite

croissante de fonctions Lebesgue intégrables sur I qui converge simplement vers |f | . En

outre, ∫

I

|fn| dλ =

∫

[an,bn]

|f | dλ =

∫ bn

an

|f(x)| dx ≤

∫

I

|f(x)| dx < +∞,

et le théorème de Beppo-Levi prouve que |f | est intégrable au sens de Lebesgue sur I.

Comme on a

|fn| ≤ |f | , pour tout n ≥ 1,

le théorème de convergence dominée de Lebesgue (Théorème 3.6.1) implique que f est

Lebesgue intégrable sur I et que

∫

I

fdλ = lim
n−→+∞

∫

I

fndλ = lim
n−→+∞

∫ bn

an

f(x)dx =

∫

I

f(x)dx.
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Exemple 3.7.5 La fonction x −→ 1
xα
est Lebesgue intégrable sur [a,+∞[ (où a > 0) si

et seulement si α > 1.

Démonstration. En effet, la relation

∫ n

a

dx

xα
= ϕn(t) =






1
1−α
( 1
nα−1

− 1
aα−1

) si α 6= 1

lnn− ln a si α = 1

montre que
∫ +∞
a

dx
xα
est convergente si et seulement si α > 1.

Il s’ensuit que la fonction x −→ 1
xα
est Lebesgue intégrable sur [a,+∞[ si et seulement si

α > 1. Dans ce cas on a ∫

[a,+∞[

1

xα
dλ(x) =

1

(α− 1)aα−1

Exercice corrigé 3.7.6 Soit f : R −→ R une application continue et bornée sur R.

Après avoir montré son existence, calculer

lim
n−→+∞

∫ +∞

0

e−nxf(x)dx (3.26)

Démonstration. Les fonctions x 7−→ fn(x) = e
−nxf(x) sont continues sur [0,+∞[ donc

mesurables. L’application f est bornée donc il existe M > 0 telle que

∣∣e−nxf(x)
∣∣ ≤M.e−nx, pour tout x ∈ R et tout n ≥ 1.

Puisque
∫ +∞
0

e−nx < ∞, alors
∫ +∞
0

|e−nxf(x)dx| < ∞ et donc la limite (3.26) existe et

par le Théorème 3.7.4 on a

∫ +∞

0

e−nxf(x)dx =

∫

[0,+∞[

fndλ

La suite (fn)n est convergente vers f = 0. Pour tout x ∈ R et tout n ≥ 1 on a

∣∣e−nxf(x)dx
∣∣ ≤M.e−x = g(x),
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et ∫

[0,+∞[

gdλ =

∫ +∞

0

g(x)dx <∞.

Donc par le théorème de convergence dominée il suit que

lim
n−→+∞

∫ +∞

0

e−nxf(x)dx = lim
n−→+∞

∫

[0,+∞[

fndλ =

∫

[0,+∞[

fdλ = 0

3.8 Continuité et dérivabilité sous le signe
∫

Soit (X,M, µ) un espace mesuré, f une fonction de X ×R dans R. On désigne par ft,

fx les applications partielles

x 7−→ ft(x) = f(x, t) et t 7−→ fx(t) = f(x, t).

Nous supposerons dans tout ce paragraphe que, pour tout t ∈ R, la fonction ft est

intégrable

ft ∈ L
1(µ), pour tout t ∈ R. (3.27)

On définit alors une fonction F : R −→ R en posant

F (t) =

∫
ft(x)dµ(x) =

∫
f(x, t)dµ(x) (3.28)

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons à la continuité et dérivabilité de la fonction F.

Théorème 3.8.1 (Continuité sous
∫
)

Soit (X,M, µ) un espace mesuré, et f : X × R −→ R une fonction vérifiant l’hypothèse

(3.27) et t0 ∈ R ; on suppose de plus que

(i) Pour presque partout x ∈ X, la fonction fx est continue de la variable t au point

t0 ∈ R.

(ii) Il existe ε > 0, et g ∈ L1(µ) tels que

|f(x, t)| ≤ g(x), pour tout t ∈]t0 − ε, t0 + ε[.

Alors, la fonction F : R −→ R définie par (3.28), est continue en t0.
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