Convergence dominée et applications

Théoréme 5.4.1 (Convergence dominée) Soit sur (X, A, u), fn: (X, A, pu) —C, n>
1, mesurables telles que f, — f p.p. quand n — +o00. Sl existe g une fonction mesurable
(X, A, 1) = [0,400] telle que

1 1fal < g pop.
2. g est p-intégrable.
Alors

lim / fodp = / Fdp. (5.3)

n—-+00

Conséquence : Si la convergence est dominée, on peut intervertir limite et intégrale.
En fait, on a méme mieux que (5.3) : on a

lim / o — f| dpp =0, (5.4)

n——+o0o

Cela asure en particulier (5.3) puisque

‘/f"d/“‘_/fdﬂ‘:‘/(fn—f)du‘é/lfn—ﬂdu.

et donc lim,,_ 4o ‘ S fodu—[f d,u‘ < limyyyoo [ |fo — f dpe.

On propose deux preuves différentes du Th. 5.4.1. L’une a partir de la Proposition ,
'autre pour la conclusion plus forte (5.4).

Démonstration : Comme lim, , . f, = f p.p. et —g < f, < g, la Proposition
assure que

limsup/fn dp < /limsupfn du:/f du:/liminffn du
n—-+0oo

n—-+o0o n—-+oo

< liminf/fn du

n—-+00

ce qui prouve le résultat. [l

Démonstration : (de (5.4)) On considere la fonction 2g — | f — f,|. Comme |f,| < g et (&
la limite) |f| < g, il vient facilement |f — f,| < 2¢, c’est a dire 2g — |f — f,| > 0. De plus,



comme f,, — f simplement, on a lim, . 29 — |f — f.| = 2g. On applique alors le lemme
de Fatou (Th. 4.4.1) & cette suite de fonctions :

/29 dp < 1im+inf/2g du—/lf—fnl dp

/29 dp < /29 dp + lim inf (—/|f—fn| d,u>
n——+o0o

0 < —limsup/\f—fn| dp

n—-4o00

. e PR e
/lggfolof@g |f = ful) dp < 11m+1nf/2g |f = fal dp

iimsup [ £~ £l du < 0
n—+0o

en simplifiant par [¢ dp finie. Comme en plus liminf, oo [|f — fu| du > 0, on a
limy, 400 [ |f = ful dp =0 et a fortiori

lim /fndMZ/fdM-
n—+oo
O

Exemple : Montrer que si f, : [0,1] — [0,1] est continue et pour tout = € [0,1] on a
fn(z) — 0 alors f[o 1 fnd\ — 0. Essayer sans convergence dominée.

Exemple : Considérer la suite de fonctions (f,,),>1 mesurables définies sur R et telle que
pour tout n > 1, et x € R : |f,(x)| < 1/(1 + z?). Supposons que pour tout = € R, f,()
converge vers f(x). Montrer alors que

+o0o +oo
lim fo(z) do = f(z) dx.

n—-4o00 PO o



Corollaire 3.6.2 Soit (X, M, u) un espace mesuré. Soit (¢,,), une suite de fonctions nu-

meériques intégrables. On suppose que la série de fonctions ngk converge presque partout

k=1
n

Z@k

k=1

et que les fonctions sont majorées par une fonction intégrable indépendante de n.

Alors, ngk est intégrable et on a
k=1

/ <§90k) dp = i / Prdp (3.23)

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite de

fonctions intégrables

k=1

oo
qui converge presque partout vers E ¢, et qui sont majorées en module par une fonction

k=1
intégrable fixe. m

3.7 Comparaison de ’intégrale de Lebesgue avec I’in-
tégrale de Riemann.

Proposition 3.7.1 [11]/Soit f : [a,b] — R une fonction. Les conditions suivantes sont

équivalentes



(i) [ est Riemann intégrable sur [a,b].
(ii) f est bornée sur |a,b] et l'ensemble de ses points de discontinuité est négligeable pour

la mesure de Lebesque .

Théoréme 3.7.2 ’
Soit [ : [a,b] — R une fonction Riemann intégrable sur [a,b]. Alors f est Lebesgue

intégrable sur [a,b] et son intégrale de Lebesque coincide avec son intégrale de Riemann
b
/ fdx = / f(z)dz (3.24)
[a,b] a

Soit I = (a, ) un intervalle non compact de R (soit / n’est pas borné, soit I est borné

Intégrales généralisées

et non fermé). Soit f : I — R une fonction et supposons que la restriction de f a tout

intervalle compact [a, b] de I est Riemann intégrable.

Définition 3.7.3 Lorsque la limite

lim / f(z
a=sa b—>6

existe, on dit que lintégrale [, f ; f(x)dz est convergente et on pose

/I Fla)de = aiifigg [ s

Dans le cas contraire, on dit que Uintégrale [, f ; f(x)dx est dwergente

Si [ | f(x)| dz est convergente, on dit que | zntegmle [ f ; f(z)dz est absolument convergente.

Le théoréme suivant fait la lien entre convergence absolue de l'intégrale [, f( ; f(x)dr et

Lebesgue intégrabilité de f sur I.

Théoréme 3.7.4 Soit [ un intervalle non compact de R. Pour toute fonction f : [ —
R dont la restriction & tout intervalle compact [a,b] C I est Riemann intégrable, les

conditions suivantes sont équivalentes



(i) f est Lebesgue intégrable sur I.
(i) L'intégrale [,|f(x)|dx est convergente.

Lorsque l'une de ces conditions est réalisée, on a

/1 Fd\ = /1 f(w)dz (3.25)

Démonstration. (i)=>(ii). Si f est Lebesgue intégrable sur I, alors | f| est aussi Lebesgue

intégrable sur I et pour tout intervalle [a, b] inclus dans 1

/ab|f(:c)|dx=/[a7b]|f\d)\§ /I]f|d>\< oo,

d’ou il résulte que [, |f(x)| dz < co.

(ii)==-(i). Posons I = (a, ) et choisisons des suites (a,), et (b,), de points de I tels que
(ay), est décroissante et a, — «

(bn)n est croissante et b, — [

a, < b, pour tout n > 1.

Posons f, = fX(4, 4, Comme f est Riemann intégrable sur [a,,b,], elle est Lebesgue
intégrable sur [a,, b,] et f, Lebesgue intégrable sur I. Les fonctions |f,| forment une suite

croissante de fonctions Lebesgue intégrables sur I qui converge simplement vers |f|. En

bn
Jlflar= [ LS / @)ds < 1) ds <+

et le théoreme de Beppo-Levi prouve que | f| est intégrable au sens de Lebesgue sur 1.

outre,

Comme on a

|fa] < 1f], pour tout n > 1,

le théoreme de convergence dominée de Lebesgue (Théoréme 3.6.1) implique que f est

Lebesgue intégrable sur [ et que

/fd)\: lim /fnd/\_ lim f d;g_/f
I n—+oo [ n—s-+00



Exemple 3.7.5 La fonction © — —= est Lebesgue intégrable sur [a,+oo[ (ot a > 0) si

et seulement st o > 1.

Démonstration. En effet, la relation

" da oot — ) sia# 1

—=,(t) = .
a T Inn—Ina sia=1

montre que f(joo j—i est convergente si et seulement si o > 1.
Il s’ensuit que la fonction x — x% est Lebesgue intégrable sur [a, +00[ si et seulement si

a > 1. Dans ce cas on a

1 1
/ —d\(z) = —
[a,4o00[ T (v — 1)a*~

Exercice corrigé 3.7.6 Soit f : R — R wune application continue et bornée sur R.
Aprés avoir montré son existence, calculer

—+00

lim e " f(x)dx (3.26)

n—--—+o00 0

Démonstration. Les fonctions x — f,(z) = e ™" f(z) sont continues sur [0, +oo[ donc

mesurables. L’application f est bornée donc il existe M > 0 telle que
‘efmf(l")‘ < M.e ™, pour tout z € R et tout n > 1.

Puisque [["* ™ < oo, alors [, |e™ f(2)dx| < oo et donc la limite (3.26) existe et

+o00
/ e " f(x)dx = / fndA
0 [0,400[

La suite (f,,), est convergente vers f = 0. Pour tout z € R et tout n > 1 on a

par le Théoréme 3.7.4 on a

e flz)dz| < M.e ™ = g(x),



et

+o0
/ gd\ = / g(x)dr < 0.
[0,+00[ 0

Donc par le théoréme de convergence dominée il suit que
+oo

lim e f(z)dr = lim Fud\ = / fdA=0
[0,+00] [0,400[

n—-+oo J, n—--+4o00
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