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Objectifs

Les objectifs de ce cour se résumes en particulier au points suivant

La préparation pour le cour des primitives
Consolider les connaissance sur les fonctions

Etudier de nouvelle forme in déterminer

Connaitre de nouveaux théoremes pour le calcul des dérivées
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Introduction

Ce cour est indésponsable dans toute discipline de la premiere année L1 des sciences technique. Il constitue un
achévement du cour d'analyse vue au lycée, comme il est une étape indispensable pour entamer des cour d'analyse
avancées en particulier le calcul intégrale. Le calcul des limites a l'infini et aux points particulier est la premiere
partie de ce chapitre pour arriver au calcul de dérivées et les différents théoremes qui font le lien entre le calcul de
limites et dérivées.

«

Pour entamer ce cour, nous aurons besoin

® Le calcul dans \mathbb R
® Calcul de limites des fonctions élémentaires

® les propriétés des fonctions exponentielles
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Exercice : Pres-Test

Test des Pres-Requis

Verifier si les résultats suivants sont vris ou faux

Preés-test
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Exercice : Pres-Test
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1. Limites

1.1. Opérations sur les limites
f(x) [#0 +00 00 0 0 [
g(x) I'+#0 |+ +00 0 I 0
f(x) + g(x) [+7 +00 FID 0 4 )
f(%).8(x) LU +00 —00 0 0 0
f(x)/g(x) v FID FID FID 0 00
1.2. Propriétés élémentaires

Proposition] : soient f et g deux fonctions définies au voisinage de @ telles que :
1. lim f(x) = 0,
Xx—a

2. g est bornée au voisinage de d

Alors : lim f(x).g(x) =0

4~ Exemple

) !
limxsin— =0
x—0 X

f(x)=x et gx) = sin%

Proposition2 : soient f , g et h trois fonctions définies au voisinage de d telles que :

JF(x) < g(x) < h(x).

Si lim f(x) = lim h(x) = [ alors limg(x) = L.
1.3. Formes indéterminées

On a les formes indéterminées suivantes :

® 0 o0
OOXOO,OXOO,—,—,IOO,O , OO

co 0

4/ Remarque

Les formes 1%°,0°, 00® se ramene a la forme 0 X co

Proposition3 : Soient f et g deux fonction définies au voisinage de . supposons que
f(x) # let lim f(x) = 1,lim g(x) = oo,

X—a X—a
Alors:

lim f(x)¥¥ = 1, se présente sous la forme indéterminée si:
X—a
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Continuité

lim( f(x)=1).g(x) = alors lim f(x)s®¥ = ¢!

- Exemple

1
lim (1 + 0X =e =e.

En effét:

1
f@) =1 +x), g(x) = =, lim f(x) = 1, lim g(x) = co, lim (f(x) — 1).g(x) = 1.

2. Continuité

/* Définition

Soit f une fonction définie sur D #. On dit que f est continue en d si et seulement si lim f(x) = f(a)
X—a

Si f est continue en tout point X de intervalle / alors elle est continue sur /.

: Les fonctions usuelles sont continues sur leur domaines de définitions.

2.1. Prolongement par continuité

f une fonction définie sur D £ et non continue en d.

Silm =1, [ eR,

alors on peut prolonger f par continuité en @ par la fonction f tel que

]Nv(x) = f(x)six#a et }(a) =

- Exemple

f(x) = xlnx

}Ci_f)l(l) f)=0

f(x) = xinx, six>0, et f(0) = 0.
Exercice:soit f une fonction définie par
cx+1,six<3 et cx*—1, si x>3

Trouver C pour que f soit continue en 3.



Dérivée en un point

3. Dérivabilité
3.1. Dérivée en un point

/* Définition

Soit [ unintervallede R, f: [ — R, eta € I.

J(x) - fla)

X—d

On dit que [ est dérivable en d si et seulement si le taux d’accroissement admet une limite finie

end.

Cette limite s'appelle le nombre dérivée de f en d noté f’ () et on écrit

. X)— a
) tim L =@
x—a X—d
Si f est dérivable en tout point X de / alors f est dérivable surl et f” est la fonction dérivée de f sur /.

& Complément : Interprétation graphique

- >
Soit (C f) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (0, i, j)

Si f est dérivable en @ alors (C f) amet au point d'abscisse d une tangente de pente f’ (a). I'equation de la
tangente est:

©): y=fla)(x—a)+ f(a)
3.2. Opérations sur les dérivées

Soit f et g deux fonctions dérivables sur /.
- (frey=f+¢
- @Af)y =Af
- (f8) =fg+8&.f
' (l) .
G
([ ) _f'g-¢gf
g - 2

3.2.1. les dérivées usuelles

, g #0

Dans cette partie, pour chaque fonction f on donne sa dérivée f’ .

f)=x"= f/(x)=nx"', neN

1 1
f=-=fW=-3
X X

| -

f) = Vx= fl(x) =

— N
o

f()=Inx= f'(x)=

f(x) =cosx = f'(x) = —sinx



f(x) =sinx = f’(x) = cosx

f(x)=tanx = f'(x) =
Jfx)=e"= fi(x) =¢"

3.2.2. les dérivées usuelles

1
cos? x

f() S
x" nx* ! neN
1 1
X x2
Vx L
2Vx
Inx 1
X
COS X —sinx
sin x COS X
tan x 1
cos? x
er e’

3.2.3. Dérivée d'une fonction composée

Proposition: Si f est dérivable en @ et g dérivable en f(a) alors la fonction g © f est dérivable en @ et

ona(g o f)(a) = f'(a).g'(f(a)).

On a les dérivées suivantes

Fonction Dérivée
ur n.U .U
1 U’
U U?
VU v
24U
exp U U'expU
InU U’
U
cos U -U’sinU

T



sinU U’ cosu

tan U U’
cos2 U

& Exemple

vedeo
3.2.4. Dérivée de la fonction réciproque

Soit [ est un intervalle et soit f: I — J, une fonction bijective et dérivable surl.

Si f ne sannule pas sur / alors f_1 est dérivable surJ, et on a:

-1y — 1
V0= 55w

& Exemple

f\colon\quad]1 + oo[ — |—1 + oo

f(x) = xlnx — x

Montrer que f est bijective et calculer f'A{-1}(0).

Réponse :

D'abord on résout I'équation f_l 0) = x.

O =xe fx) =0,

on trouve X = Qoux = e.Comme 0 ¢ |1 + oo[ onprendx = e.

—1\s _ 1 — L —
(f7)(0) = 70~ In(e) 1

3.2.5. Dérivées successives

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R, et soit f” sa dérivée.

Si f est dérivable sur I, on note f” = (f”) la dérivée seconde de f.Si f” est dérivable sur/ on note
o=y

Si f est 1 fois dérivable sur/ on note la dérivée d'ordre 7 par f(n) avecn € N, et f(o) = f

& Fondamental : Formule de Leibniz

Formule deLeibniz" : Soit f et g deux fonctions définies et 72 fois dérivables sur un intervalle I de R, alors
f.& est n fois dérivable sur / et on a:

(™ = B3 CkrOge?,

’;,\ Meéthode : Régle de I'Hopital

Regle de 1'H6pita1* : Supposons f etg deux fonctions dérivables sur lab| avec g(x) # 0Vx € Jab|.
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https://www.youtube.com/watch?v=K9yZt1R0xW8

Test d'auto évaluation

6 i T _0 L f0) o
i lim —= = - ou lim — = —, alors lim — =
x—xo g(x) 0 x—xo g(X) [} x—x g(x)
3.3. Test d'auto évaluation

Exercice : qcu.01

S e
g gm

[solution n°1 p.14]

. cosx+1 1
Iim ——— = —
x—0 x2 2

O vrai

O faux

Exercice : qcu.02

[solution n°2 p.14]

1

lim (1 + 2x)x = ¢
O vrai

O faux

Exercice : c.03

[solution n°3 p.14]

Que donne La formule de Leibniz pour 7 = 1

Exercice : qcm.05

[solution n°4 p.14]

Une fonction qui est continue en x_0
O est dérivable en x_0

O  On ne peut rien dire concernant la dérivabilité

3.4. Evaluation, orientation, remédiation

Exercices : résoudre les exercices du document pdf
[cf. Exo-chap3]
Orientation : consulter la référence”

Remédiation : voir la vedeo

Le cour du module math 1 a été congu selon la carte conceptuelle suivante

THEER


http://chamilo2.grenet.fr/inp/courses/ESISAR3AMMA323/document/Exercices_supplementaire/tice_limites.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=dgiAFGN77Oc

Evaluation, orientation, remédiation
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Solutions des exercices

Solutions des exercices

> Solution n°1 Exercice p. 12

. cosx+1
m ——-— =
x—0 X

O vrai

N =

©® faux

cosx+ 1 1
im —— = ——
x—0 x2 2

> Solution n°2 Exercice p. 12

1

lim (1 + 2x)x = 2
® vrai

O faux

> Solution n°3 Exercice p. 12

Que donne La formule de Leibniz pour n = 1

dérivée usuelle
> Solution n°4 Exercice p. 12

Une fonction qui est continue en x_0
O estdérivable en x_0
&  On ne peut rien dire concernant la dérivabilité

la dérivabilité donne la continuité mais I'inverse n'est pas toujours vrai
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Glossaire

Glossaire

glossair(2
Gottfried Wilhelm Leibniz
Gottfried Wilhelm Leibniz, né a Leipzig le 1 juillet 1646 et mort a Hanovre le 14 novembre 1716, est un
philosophe, scientifique, mathématicien, logicien, diplomate, juriste, bibliothécaire et philologue allemand.
Wikipédia
Date et lieu de naissance : 1 juillet 1646, Leipzig, Allemagne
Date et lieu de déces : 14 novembre 1716, Hanovre, Allemagne
Influencé par : René Descartes, Baruch Spinoza, Aristote, PLUS
Enseignement : Université de Leipzig, Université d'Altdorf, Université d'Iéna
Parents : Friedrich Leibniitz, Catharina Schmuck
glossaire(1
Guillaume Frangois Antoine, marquis de L'Hopital

Guillaume Frangois Antoine de L'Hopital, parfois orthographié de L'Hospital, marquis, est un mathématicien
francais. Il est connu pour la régle qui porte son nom : la reégle de L'Hopital, qui permet de calculer la valeur
d'une limite pour une fraction ol le numérateur et le dénominateur tendent tous deux vers zéro. Wikipédia

Date et lieu de naissance : 1661, Paris, France

Date et lieu de déces : 2 février 1704, Paris, France

Renommé pour : Travaux sur le calcul différentiel

Connu pour : Calcul infinitésimal, Differential geometry of curves, Regle de L'Hopital

Conseiller pédagogique : Jean Bernoulli
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