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Objectifs

Ce cour vise a

Introduire les structures algébriques
Consolider les notions de base sur les espaces vectoriels

Assimiler les propriétés des applications linéaires

Connaitre le théoréeme fondamental de la dimension
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Introduction

b . z * z . . . , . .
L'algebre linéaire est la branche des mathématiques qui s'intéresse aux espaces vectoriels et aux transformations
linéaires, formalisation générale des théories des systemes d'équations linéaires. L'algebre linéaire est un domaine
trés vaste c'est pour cela que nous allons donner uniquement les notions importantes pour un étudiant de la premiere

année science technique.
Ce cour portera sur deux notions essentielles en mathématiques : les espaces vectoriels et les applications linéaires.
Pour suivre ce cour I'étudiant aura besoin :

® les notions élémentaires sur les vecteurs
® les applications
® Larésolution de systeme linéaire simple
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Exercice : Test des Prés-Requis

Exercice : Test des Prés-
Requis

[solution n°1 p.16]

Exercice

la somme de deux vecteurs est un vecteur
O oui
O non

O on ne peut rien confirmer

Exercice

toute application bijective vérifie les propriétés suivantes
O injective et surjective a la fois

O admet une application réciproque

O Tl'application réciproque est bijective
O

I’équation f(x) = y n'admet pas toujours une solution
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Les lois de compositions internes

1. Les structures Algébrique
1.1. Les lois de compositions internes

/* Définition

Soit £ un ensemble on définit une loi de composition interne dansE par une relation P(X, y) tel que :
Vxe E,Vye E: P(x,y) e E.

On note laloi P(x,y) par x xy ou XAy ou xTyoux+y,....

& Exemple

1. Laloi+ est interne dans N
2. Laloi+ est interne dans IN

3. Laloi — n'est pas interne dans N
X+Yy

2

4. On définitlaloi *x pa :X k y =

Calculer] % 1, 1 % 3, 2 % 3.
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1.2. Propriétés des lois de composition interne

1.2.1. Commutativité

Soit % une loi de composition interne sur un ensemble non vide E. On dit que la loi % est commutative dans E

si est seulement si

VxeE,VyeEE: xky=y*X.

4~ Exemple

Soit * une loi définit sur Z par :
VxeZNyeZ: x*xy=2x+3y+1.
% est elle commutative ?

1.2.2. Associativité

Soit % une loi de composition interne sur un ensemble non vide E. On dit que la loi % est associative si et

seulement si

Vxe E,Nye ENZEE: (x*ky)*kz=Xx%(y % 2).
1.2.3. Distributivité

Soient % et T deux lois de composition internes sur un ensemble non vide E. On dit que la loi % est

distributive par rapport a T si et seulement si

Vxe ENyEENVZEE: x*x (yT7) = (x*x y)T(Y % 2).
1.2.4. Elément neutre

Soit % une loi de composition interne sur un ensemble non vide E. On dit que € € E est un élément neutre
pour la loi % si et seulementsi VX € E: X *x e = e *x X = X.

4 Exemple

1. O est I'élément neutre pour l'addition dans R.

2. 1 est I'élément neutre pour la multiplication dans R.
1.2.5. Elément inversible
Soit * une loi de composition interne sur un ensemble non vide E, et € I'élément neutre pour cette loi.

On dit que I'élément est l'inverse de X dans E si et seulement si X * X = X" % x = e.

/A Remarque

- On dit aussi quex” est le symétrique de X dans E par rapport a %
- SiI'élément neutre existe alors il est unique

- Sil'élément @ est inversible alors 'équation X * @ = b admet une solution unique.
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1.3. Structure de corps
1.3.1. Structure de groupe

Soit E un ensemble non vide munit d'une loi de composition internex . On dit que (£, %) est un groupe si et
seulement si et seulement si :

* est associative
* admet un élément neutre dans £
Tout élément de E est inversible par rapport a %

Si de plus * est commutative on dit que (£, %) est un groupe Abélien ou groupe commutatif.

& Exemple

- (R, +) est un groupe Abélien
- (R, —) est un groupe Abélien
- (R, X) n'est pas un groupe

& Fondamental : Sous groupe

Soit (£, %) un groupe et H C E . On dit que H est un sous groupe de (E, %) si et seulement si H est stable
pourlaloi *x .cadVx € HVye H: xxy e H.

- (H, %) est lui meme un groupe.
( group
Exemple :

(Ri, X) est un sous groupe de (R, X).

& Complément : Carractéristiques d'un sous groupe

H est un sous groupe de (E, star) si et seulement si :
H+0

VxeHx'eH

Vxe HVyeH: xxyeH.

1.3.2. Structure d'anneaux

Soit £ un ensemble munit de deux lois de composition internes % €t T. On dit que (£, %, T ) est un anneau

si et seulement si

1. (E, %) est un groupe Abélien
2. Laloi T est distributive par rapport a %
3. E possede un élément neutre pour laloi T
Si de plus T est commutative, alors 'anneau (£, %, T) est commutatif.

1.3.3. Les corps

On dit que (£, %, T) est un corps si et seulement si :

1. (E, %, T) est un anneau commutatif



Les espaces vectoriels

2. Tout élément de X — {e} est inversible par rapport a T.
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Espaces et sous espaces vectoriels

2. Les espaces vectoriels

2.1. Espaces et sous espaces vectoriels

/* Définition

Soit £ un ensemble et K un corps. On munitE d'une loi de composition interne notée + et une loi de
composition externe noté * définie par : VX € E,VA1 € K: x- 1€ E.

On dit que E est un espace vectoriel sur K si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées.

. (E, +) est un commutatif
Yx,yeENaeK:a-(x+y)=a-x+a-y
Na,pe K, VNxeE: (a+p) - x=a-x+B-x
Na,pe K,VNxeE:a-B-x)=(a-p) x
VxeE:1-x=x

W AW N =

& Fondamental

Si E est un espace vectoriel sur K alors les éléments de E sont appelés des vecteurs. On les notes U, V, W, ...

/* Définition : Sous espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel sur le corps K, et H C E. On dit que E est un sous espace vectoriel de E si et

seulement si

1. H+0
2. Yue HY ve H: u+ve H
3.YVue HVa e K: a-u € H.

N E



2.2. Base et dimension
2.2.1. Famille libre et liées

/" Définition

Soit £ un espace vectoriel et V1, V2, V3, ...... , Vi, une famille de vecteurs de E.
On dit que les vecteurs V1, V2, V3, ...... , Vp, sont linéairement indépendant si et seulement si
ayu oty + i, =001 = = @3 = e, =a,=0

Si les vecteurs V1, V2, V3, ...... , V,,, sont linéairement indépendant alors la famille {V{, V2, V3, ...... , V,} est
dite une famille libre de E. Si la famille n'est pas libre alors elle est dite liée.

2.2.2. Famille génératrice

Soit la famille {Vi}lsiSn de I'espace vectoriel E.

On dit que la famille {v,-}ls,-Sn est génératrice de F si et seulement si tout élément de E s'écrit comme une

combinaison linéaire des {V;}1 <i<n
cadVu e E: u= Y"1 av;.

On dit aussi que E est engendré par les vecteurs {V;}1<j<, et on écrit aussi £ = (v, Vo, V3, ..., V).

& Exemple
H={(xy2€eR x+y=0}

Déterminer une famille génératrice de H.
Réponse

Yue H: u=y(-1,1,0) + z(0,0, 1)
Donc H = {((-1,1,0),(0,0, 1))

2.2.3. Base et dimension

Soit E un espace vectoriel, et B = {V;}1<j<;, une famille de 7 vecteurs de E.
On dit que B est une base de E si et seulement si

1. B est une partie génératrice de £
2. B est une famille libre de £

Si B est une base de £ on dit que E est de dimension 71 et on écrit dim E = n.

4 Exemple

H:{(x,y,z)ER3 3x-y+z=0}

Montrer que H est un s.e.v de R>.

Déterminer une base de H et la dimension de H.

T E



Applications Linéaires

& Complément

Voir le document PDF

'}\ Méthode

La vedeo04 donne une bonne méthode pour démontrer que des vecteurs forment une base.
Cf. "vedeo04"
Pour consolider les connaissances le document Exo_esp_vect (cf. Exo_esp_vect.pdf)

[cf. ]
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https://www.math.u-psud.fr/~rumin/enseignement/S2PMCP/4-Bases%20et%20dimension.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=DyT9XGAPy4U

Définitions et propriétés

3. Applications Linéaires
3.1. Définitions et propriétés

/* Définition

Soit E et F’ deux espaces vectoriels sur le corps K. On appelle application linéaire toute application

f:  E — F vérifiant Vx € E,Vy e E,Y1eR:

- fx+y) = f)+ f(y)
- f(Ax) = Af(x).

/4 Remarque

f linéaire © Vx € E,Vy € E,Na e R, VB e R: f(ax+By) = af(x)+Lf).

<= Conseil
Si f est linéaire alors f(0) = 0

A Attention

Si f(O) = O rien ne confirme que f est linéaire, il faut vérifier les conditions de linéarité.

& Exemple
f: R?—R
(x,y) — 2x+y

Montrer que f est linéaire

Caleuler f(0,0), f(-1,-1), f(-2,3)
Exercice corrigé
3.2. Noyau et image d'une application linéaire
Soit f une application linéaire de E dans F'. On appelle noyau de f l'ensemble des éléments X de E qui
vérifient f(x) = O et on le note ker f.
kerf ={xe E: f(x) =0}
On appelle image de f I'ensemble des vecteurs de F' qui sont images des vecteurs de £ et on le note /. mf
Imf =\lbrace x \in F \colon y=f(x) \, \mbox{ et } x \in E \rbrace
Imf est un sous espace vectoriel deF.

On appelle rang de I'application f la dimension de / mf et on écrit rang f =diml mf

& Fondamental

On a le théoreme fondamental du rang.

dimkerf +dimImf = dimE

HEE


https://math.unice.fr/~phm/L1.15-16/EC6.15-16.pdf

}\ Meéthode

Evaluation, orientation, remédiation

f injective & kerf = {0g}
kerf ={0g} © dimkerf =0

f surjective & dimImf =dimF

f bijective & dimImf =dimF =dimE.

& Complément

Consulter la vedeo05

Cf. "vedeo05"

Image _App_Lineaires

Bhon dibudon v mathinatiguas

Espaces Vectoriels,
Applications Linéaires
— APPLICATIONS LINEAIRES
Exercices corrigés avec rappels de cours
* Noyau d'une application linéaire

Définition : soit f : E — F une application linéaire.

Le noyau de f, noté Kerf, est défini par :
Jean-jacgues Colin Kerf = {u € E/ f(u) =0¢}
Jean:Marie Morvan

 une application linéaire de E dans £

Im(f)
1 Ker(f) = {0}

Ker(f) Im(f) = F

Soit E et F deux K

On dit que f
Vue EWeE flu F(u)
Yue EVAE K flhu) = M(s)

f(v)

3.3. Evaluation, orientation, remédiation
3.3.1. Evaluation
Exercices

Orientation”
Remediation lien

Remediation cour en ligne

Bl NN


https://www.youtube.com/watch?v=rsI9bgNHaq0
http://www.bibmath.net/ressources/index.php?action=affiche&quoi=bde/algebrelineaire/als-prat&type=fexo
https://www.math.univ-paris13.fr/~duyckaer/enseignement/L1alg_lin_TD5.pdf
http://uel.unisciel.fr/mathematiques/espacevect1/espacevect1_ch04/co/apprendre_02.html

Solutions des exercices

Solutions des exercices

> Solution n°1 Exercice p. 5

Exercice

la somme de deux vecteurs est un vecteur
® oui
O non

O on ne peut rien confirmer
Exercice

toute application bijective vérifie les propriétés suivantes
© injective et surjective 2 la fois

& admet une application réciproque

& T'application réciproque est bijective

@ Téquation f(x) = y n'admet pas toujours une solution

réponse juste 1, 2,3.
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Glossaire

Glossaire

Algebre linéaire

L'histoire de I'algebre linéaire commence avec Al-Khawarizmi qui a traduit des textes de mathématiques
indiens, réinterprété les travaux de I'école grecque et qui est la source du développement conscient de
l'algebre qui s'étendra pendant des siecles apres luil. Elle a été reprise par René Descartes qui pose des
problemes de géométrie, comme la détermination de l'intersection de deux droites, en termes d'équation
linéaire, établissant des lors un pont entre deux branches mathématiques jusqu'alors séparées : I'algebre et la
géométrie. S'il ne définit pas la notion de base de l'algebre linéaire qu'est celle d'espace vectoriel, il 1'utilise
déja avec succes, et cette utilisation naturelle des aspects linéaires des équations manipulées demeurera
utilisée de maniere ad hoc, fondée essentiellement sur les idées géométriques sous-jacentes. Apres cette
découverte, les progres en algebre linéaire vont se limiter a des études ponctuelles comme la définition et
I'analyse des premieres propriétés des déterminants par Jean d'Alembert.
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