Y.HENNANE Transfert de Quantité de Mouvement

Chapitre 2

Les bilans de matiere, de quantité de
mouvement et d’énergie

Lorsque I'on cherche a résoudre un probleme ou interviennent des transferts de masse, énergie,
quantité de mouvement, . . . il est naturel de faire un bilan de ces grandeurs extensives. Ces bilans
portent parfois le nom d'équations de conservation méme si certaines grandeurs ne se conservent
pas (ex : dissipation d'énergie mécanique par frottement visqueux).

Forme générale d'un bilan

Remarquons tout d'abord que les bilans ne concernent que les grandeurs extensives. En effet , des
grandeurs intensives, telles que la température ou la couleur d'un objet, ne s'ajoutent pas et ne
peuvent donc pas faire I'objet d'une comptabilité.

Le bilan d'une grandeur extensive F prend la forme tres générale suivante :

Variation de la grandeur contenue dans le volume Q)
= Flux entrant par la frontiere Q) + Création dans le coeur du volume(}

Un tel bilan peut étre établi pour un volume de contrdle macroscopique (fini) ou un volume de
contrble microscopique (infinitésimal). Dans le premier cas, le terme de variation est dF/dt tandis
que dans le deuxiéme cas, nous allons voir qu'il est égal a of /0t ou la densité volumique f est
définie par :

: F / < g
f=limyo - c'est adire Fe = fffﬂ(t)f(t).dv
I- Equation de conservation de la masse

le bilan local de masse qui porte le nom d'équation de continuité. On trouve ci-dessous les
expressions eulérienne et lagrangienne respectivement :

ap . >N
PPl div(pv) =0

Pour un fluide incompressible, la masse volumique p est une constante (dans le
temps et I'espace). Par conséquent, le bilan de masse se simplifie en :

divv =0
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I1-Equation de conservation de la quantité de mouvement

Faire le bilan de quantité de mouvement revient a écrire le bilan des forces sur un
petit éléement de volume dont on suivra la trajectoire.

Ce bilan des forces prend le nom d'équation de Cauchy. Pour un systeme sans force
électro-magnetique, on a :
Dv div o+ od
— =adlvo
P Dt P9
Ou o représente le tenseur des contraintes totales. Ce bilan des forces peut étre ré-
écrit :
opv L ,
T div(c — pv@v) + pg
Cette formulation montre que le flux diffusif de quantité de mouvement est égal au
tenseur des contraintes et que le terme source est égal a la somme des forces
volumiques qui s'exercent a distance (gravité, force électrostatique, force
électromagnétique, . . .).

Ou la pression p et 1 le tenseur des contraintes de cisaillement sont définis par les
relations :

_ —Trace (o)

=1—p.1
3 o=T—0Dp

Avec ces notations, le bilan local de quantité de mouvement s'écrit de lI'une ou
I'autre maniere :

rapﬁ . - - . -
7+dw(pv®v) =divt—Vp + pg
, ov
B.L de q* de m"*(Eq.de Cauchy): | p. s (V. V)ﬁ] =divt—Vp+pg
D3 o ]
LPE =divt—Vp+pg
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Le bilan de quantité de mouvement, lorsque le fluide est incompressible et
newtonien de viscosité constante, porte le nom d'équation de Navier-Stokes :
Dv

— = —VUp + uAB + pg
Poe p + UAD + pg

Cas particulier des écoulements a fort nombre de Reynolds. Ce cas se rencontre
pour un écoulement trés turbulent (vitesse tres élevée) ou bien un fluide parfait
(viscosité nulle). Dans I'équation de Navier-Stokes, le terme visqueux est
négligeable et I'on obtient I'équation d'Euler :

Dv

—=—-Vp++pg
P- i p Pg
I11- Equation de conservation de I'énergie mecanique :

L'énergie mécanique E,, est la somme des énergies cinétique Ec et potentielle Ep :
1
E,=E.+E, dou e,=e +e, =Epv2 + p¥

ou en, € et e, sont leur densité volumique respective et ¥ le potentiel gravitationnel.

Pour établir le bilan local d'énergie mécanique, on va ajouter membre a membre les
bilans locaux d'énergie cinétique et d'énergie potentielle.

9em _ S N s
B.L d'énergie mécanique:{at = —div(en.v—0".v) = p7: (VD)

Cas particulier pour un écoulement incompressible et stationnaire :

aem_ d (1 2 —>+ LIJ—>>+—>d
5c = dwlgpri v+ p¥r ) +vdive

Chapitre 2 Page 3



